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PEEFAZIONE 


^  Nel  libro  che  ho  1'  onore  di  presentare  al  pubblico  degli 
o-  studiosi  si  trova  riprodotta,  con  molte  aggiunte  e  non  senza 
^  qualche  lieve  modificazione ,  quella  parte  delle  mie  lezioni 
'  universitarie  che  è  stata  pubblicata  già  da  molti  anni  in  edi- 
^zioni  litografate. 

Ogni  paragrafo  è  per  lo  più  accompagnato  da  Note  ed 
Esercizi.  I  teoremi  enunciati  nelle  Note  vi  sono  anche  quasi 
sempre  dimostrati.  Benché  molti  di  essi  non  siano  meno 
importanti  di  quelli  dimostrati  nel  testo,  ho  stimato  tuttavia 
trattarli  separatamente  nelle  Note  potendo  essi  anche  omet- 
tersi in  una  prima  lettura  del  libro  senza  che  perciò  venga 
pregiudicata  V  intelligenza  di  ciò  che  segue. 

Fra  le  varie  aggiunte  fatte  va  notato  il  capitolo  sui  prin- 
cipi 1  della  teoria  degli  irrazionali  algebrici.  Questa  teoria 
non  viene  ordinariamente  trattata  nei  corsi  di  algebra  com- 
plementare. Mi  è  parso  però  che  in  un  libro  sulla  teoria 
delle  equazioni  non  potesse  mancare  il  teorema  dell*  impos- 
sibilità di  risolvere  per  radicali  le  equazioni  di  grado  su- 
periore al  quarto,  e  nemmeno  1'  altro,  che  è  pure  di  perti- 
nenza dell'Algebra,  dell'  impossibilità  di  trisecare  un  angolo 
qualunque  col  solo  uso  della  riga  e  del  compasso  adoperati 
nel  senso  di  Euclide.  Del  resto  gli  altri  paragrafi  di  quel 
capitolo  sono  un  fondamento  indispensabile  per  quanti  vogliano 

I 

avviarsi  ai  rami  più  elevati  dell'  algebra  superiore.  \\ 
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AVVERTENZA 

Dei  paragrafi  che  nelFindice  delle  materie  sono  contrasse- 
gnati da  un  asterisco  la  maggior  parte  è  destinata  special- 
mente a  quei  giovani  che,  ottenuta  la  licenza,  intendono  poi 
proseguire  gli  studi  di  matematiche  pure.  Alcuni  altri  (Gap.  II, 
■§.0  6.°  e  Gap.  VI.  §.<>  5.^)  vengono  ordinariamente  svolti  nel 
corso  di  calcolo  infinitesimale.  In  ogni  modo  tutti  coloro  che 
crederanno  ravvisare  in  questi  paragrafi  un  complemento  utile, 
se  non  indispensabile,  alla  loro  cultura  matematica,  potranno 
ometterli  in  una  prima  lettura  del  libro  e  ritornarvi  sopra 
più  tardi  dopo  avere  espletato  il  corso  in  tutte  le  sue  parti 
più  fondamentali. 
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INTRODUZIONE 


1.  L'  algebra  complementare  ha  per  oggetto  principale  di 
stal)ilire  i  fondamenti  dell'analisi  cosi  detta  algebrica  poten- 
dosi opportunamente  definire  per  analisi  algebrica  quel  ramo 
di  analisi  matematica  che  ha  per  oggetto  lo  studio  delle  fun- 
zioni algebriche. 

Per  comprendere  quindi  quale  sia  il  campo  preciso  dell'a- 
nalisi algebrica  e  come  esso  si  diflPerenzii  da  quello  dell'ana- 
lisi trascendentale  sarà  sufficiente  richiamare  il  concetto  ge- 
nerale di  funzione  e  farsi  una  chiara  idea  della  distinzione, 
odiernamente  adottata,  di  tutte  le  funzioni  analitiche  in  fun- 
zioni algebriche  e  trascendenti. 

2.  E  noto  che  un  numero  variabile  X  si  àìcQ  funzione  delle 
variabili  indipendenti  ccj  ,  cCg  »  •  •  •  >  ^p  qiiando  fra  \q  p  +  1  va- 
riabili 

si  stabilisca  un  legame  qualunque  in  virtù  del  quale,  appena 
assegnati  i  valori  che  si  vogliono  attribuire  alle  ccj ,  CC2 ,  •  • . ,  Xpj 
resti  determinato  il  corrispondente  valore  (0  \\n  certo  numero 
di  corrispondenti  valori)  di  X, 

Cosi  ad  esempio,  si  potrà  stabilire  il  legame 

Jol.  ~r  £Cj  ~f~  flC^  "r  •  •  •    1*  ^^n  ^  ^ 

ovvero  il  legame 

X^  4-  «1  -h  5C2  +  •  •  •  +  ^p  =  ^• 

Nel  primo  caso,  dati  a  piacere  i  valori  delle  a?^ ,  scg ,  •  •  •  ^  ^p 
resterà  determinato  per  X  Punico  valore 

X=  —  (aji  -f  «2  +  . . .  +  aJp). 
Capelli— ^Z^eftra  complementare,  1 
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Nel  secondo  caso  invece  si  avranno  ,  per  ogni  sistema  di 
valori  delle  aj^  ,  cCg  >  •  •  •  >  ^p  >  ^^®  valori  generalmente  distinti 
di  X,  cioè: 


In  generale,  per  esprimere  che  X  è  funzione  delle  x^ ,  asg—aip, 
si  scrive 

e,  occorrendo  considerare  più  funzioni,  queste  si  distinguono 
fra  loro  adoperando  in  luogo  del  simbolo  funzionale  /  altre 
lettere  come  9  ,  cj^  ,  . . .  ovvero  -F  ,  0  ,  Y, . .  .*,  cosi  p.  es.  si  po- 
trà scrivere: 

«1  +  X2^  =/(«!  ,  X2)  ,  a?!^  -  aJa^  =  <p  {x^ ,  x^ 

X-tXa   "T"   0X0      ^—   Y  \X-tXa   y  XoJ» 

Il  vantaggio  principale  che  si  ritrae  da  questo  modo  di 
scrittura  si  è  di  poter  esprimere  facilmente  quaV  è  il  valore 
che  assume  la  funzione  X  per  certi  valori  speciali  delle 
ajj  ,  a?2  )  •  •  •  j  ajp.  ^ 

Cosi  ,  se  ad  aj^  ,  Xg  , . . .  ,  cCp  si  diano  i  valori  speciali 
^1 ,  «2  , . .  .  a^  rispettivamente  ,  il  valore  corrispondente  di  X 
sarà  rappresentato  per  la  (1),  da: 

/  v^i  )  ^2  >  •  •  •  >  ^pj* 

Finalmente  noteremo  che,  seX=f{x)  è  una  funzione  del- 
l' unica  variabile  x,  in  virtù  del  legame  che  per  tal  modo  si 
stabilisce  fra  X  ed  x^  reciprocamente  la  x  potrà  considerarsi 
come  una  funzione  della  X,  onde  si  potrà  in  generale  scri- 
vere 

cc  =  (p(Z). 

In  tale  supposto  la  funzione  9  si  dice  la  funzione  inversa 
della  /. 

3.  Fra  tutte  le  funzioni  le  più  semplici  (almeno  per  ri- 
guardo alla  costruzione  della  loro  espressione  analitica)  sono 
le  funzioni  cosi  dette  razionali  intere  0  più  semplicemente 
intere.  Si  dice  che  X  è  una  funzione  intera  delle  x^ ,  cca»  •••  1  ^o 
quando  essa  si  possa  esprimere  come  una  somma  di  un  nu- 
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mero  finito  di  termini  della  forma 

dove  le  «i ,  «2  >  •  •  •  »  °^p  ®^^^  ^®^*^  esponenti  interi  e  positivi 
(anche  nulli)  ed  -4  è  un  certo  coefficiente  costante  cioè  as- 
segnato una  volta  per  sempre  al  pari  degli  esponenti  a.  Cosi, 
ad  esempio,  saranno  funzioni  intere  delle  tre  variabili  x^^fX^^x^ 
le  seguenti 


X  =  2a;,»  +  x^^x^  -  8x2* 

5  3 

j\.  ^  óX-t  Xa  ^~  ^  Xq  ~j~  '  Xq       "t  «C|*C2**'3  ecc« 

6  2 

Pertanto  V  espressione  generale  di  funzione  intera  sarà  la 
seguente: 

Z  =  S  ^ .  «3**  CC2** . . .  x/P  (2). 

dove  il  segno  2^  (che  si  chiama  simbolo  sommatorió)  di  cui 

si  fa  uso  frequentemente  ,  esprime  che  il  secondo  membro 
della  (2)  si  compone  di  un  numero  finito  di  termini  analoghi 
al  termine  generale  messo  in  evidenza  sotto  il  segno  stesso. 
Se  si  prende  p=  1,  cioè  se  si  consideri  una  sola  variabile 
indipendente  x ,  si  avrà  in  particolare  come  espressione  di 
una  funzione  intera  di  x: 

X^^^A-x'^ 

od  anche,  ordinando  i  termini  del  secondo  membro  secondo 
le  potenze  decrescenti  di  x  : 

X  =  a^x^  +  a^sc**"^  +  a^x^'^  -f  . .  •  +  (^n-v^  +  ^n* 

4.  Premesse  queste  nozioni,  slamo  ora  in  grado  di  poter  dare 
addirittura  la  definizione  più  generale  di  funzione  algebrica. 
Una  variàbile  y  si  dice  funzione  algebrica  delle  p  variabili 
indipendenti  Xj  ,  Xg  , . . .  ,  x^,  allora  e  soltanto  quando  il  lega- 
me fra  Zc  p  +  1  variabili  y  ,  Xj ,  Xg  . . .  Xp  si  può  esprimere 
con  un^  equazione  della  forma: 

^  (y  >  ^1  )  ^2  >  ^3  '  •  •  •  >  ^P  )  ~  ^ 

dove  ¥  è  una  funzione  intera  delle  p  +  1  variabili  y,XiX2 ,...  ,Xp 
In  particolare,  se  2/  è  funzione  algebrica  delP  unica  varia- 
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bile  Xj  il  legame  fra  y  ed  x  sarà  espresso  in  generale  da 

F(y,x)^0 

dove  F  è  simbolo  di  funzione  intera  ,  cioè  da  un'  equazione 
della  forma: 

:^Ay^'X^  =  0. 

Dalla  natura  di  quest'ultima  definizione  emerge  chiara- 
mente che ,  se  in  luogo  di  considerare  come  variabile  indi  - 
pendente  la  se  e  come  variabile  dipendente  la  y ,  si  consi- 
deri invece  la  seconda  come  indipendente,  la  x  verrà  del  pari 
ad  avere  il  carattere  di  una  funzione  algebrica  di  y. 

Cioè:  Se  f  (z)  è  una  funzione  algebrica,  la  sua  funzione  in- 
versa <p(z)  sarà  del  pari  una  funzione   algebrica. 

Tutte  le  funzioni  che  non  si  possono  comprendere  nella  de- 
finizione precedente  si  dicono  funzioni  trascendenti. 

Stabilite  queste  definizioni  converrà  ora  passare  in  rivista 
tutte  quelle  funzioni  che  si  presentano  fino  dagli  elementi 
delle  matematiche  per  vedere  quali  di  esse  si  debbono  ri- 
guardare come  funzioni  algebriche  e  quali  siano  invece  da 
classificarsi  fra  le  funzioni  trascendenti. 

5.  Si  presentano  per  prime  le  funzioni  razionali  intere  delle 
p  variabili  x^  ,  ccg  ,  .  .  . ,  ajp  ,  delle  quali  abbiamo  parlato  più 
sopra.  A  questo  proposito  notiamo  che  la  definizione  gene- 
rale di  funzione  intera  si  può  anche  dare  come  segue:  utia 
funzione  delle  x^ ,  Xg  , . . . ,  x^  si  dice  intera  quando  essa  si 
può  esprimere  per  mezzo  delle  X|  ,  X2  ,  .  . .  ;  Xp  e  di  un  nu- 
Tnero  finito  di  costanti  a  ,  b  ,  e, ,  . .  operando  sulte  Xj ,  Xg , ... ,  Xp, 
a  ,  b  ,  e  , . . .  colle  sole  tre  operazioni  di  addizione,  sottrazione 
e  moltiplicazione.  Poiché  è  chiaro  che  il  risultato  di  cosi  fatte 
operazioni  si  potrà  sempre  ridurre  mediante  le  consuete  ri- 
duzioni elementari  alla  forma 

da  noi  data  sopra  come  espressione  generale  di  funzione  in- 
tera. 

Le  funzioni  intere  sono  un  caso  particolare  delle  funzioni 
razionali  che  si  possono  definire  analogamente  cosi:  una  fun- 
zione delle  Xj  ,  Xg  , .  . .  ,  Xp  si  dice  razionale  quando  la  sua 
espressione  si  può  ottenere  operando  sulle  variabili  x^^  Xg , ...  ,  x^ 
e  su  un  certo  numero  finito  di  costanti  a,  b,  e,...  colle  sole  quat- 
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tro  operazioni  fondamentali  di  addizione,  sottrazione,  molti- 
plicazione e  divisione. 

Mediante  i  teoremi  elementari  sulla  moltiplicazione  e  divi- 
sione di  due  frazioni  e  sulla  loro  riduzione  ad  un  comune 
denominatore  è  facile  riconoscere  che  airoperazione  della  di- 
visione, ove  sia  necessaria,  sarà  sufficiente  ricorrere  una  volta 
soltanto. 

Di  qui  segue  che  tina  funzione  razionale  si  può  sempre 
esprimere  come  il  quoziente  di  due  funzioni  intere.  Cioè,  per 
qaanto  precede,  se  ^  è  funzione  razionale  delle  x^  ,x^j,„,Xp 
si  avrà: 

Da  questa  espressione   emerge  che  le  funzioni  razionati  ap- 
partengono alla  categoria  delle  funzioni  algebriche. 
Dalla  (3)  si  deduce  infatti. 

!/'  1  2  ^-sci^'  scgP» . . .  Xph  !  -  2 .4 .5Cj*'aJ2*» . . .  xj^  =  0 
che  è  appunto  un'  equazione  della  forma: 

in  cui  il  primo  membro  è  evidentemente  una  funzione  intera 
delle 

y  ì  ^i  ì  "^2  ì  •  *  •  ì  ^p* 

6.  Sono  del  pari  algebriche  le  funzioni  la  cui  espressione 
si  compone  operando  sulle  variabili  indipendenti  aj^  ,  ccg  , ... ,  x^ 
e  sopra  un  certo  numero  finito  di  costanti,  oltreché  colle  quat- 
tro operazioni  fondamentali  ,  anche  coli'  estrazione  di  radice 
ad  indice  intero. 

Ciò  non  può  essere  dimostrato  completamente  che  più  tardi 
(quando  avremo  stabilita  la  teoria  delle  funzioni  simmetriche 
delle  radici  di  una  equazione). 

È  però  facile  di  persuadersene  con  qualche  esempio. 

Sia  p.  es.  la  funzione: 


\l3x^+  y/x^  —  5 


—  6  -^ 
Di  qui  si  deduce: 


3 


e  facendo  sparire  il  denominatore: 


onde  anche  portando  il  termine   3x^   nel    primo    membro  ed 
elevando  quindi  al  cubo   i  due  membri: 

[(y  -  i)2(aj3  4.  5)  _  3aj5]3  =  X*  -  5 
e  finalmente: 

[(y  -  l)^(aJ^  +  5)  -  3x^f  -  aj*  -h  5  =  0. 

Cioè,  sviluppando  il  cubo  nel  primo  membro,  l'equazione 
che  lega  y  ed  x  prenderà  appunto  la  forma  sopra  indicata 

/(a',y)  =  o 

in  cui  f  esprime  una  funzione  intera  di  x  ed  y. 

7.  Veniamo  ora  alle  funzioni  trigonometriche  quali  sin  ce, 
cosaj,  tgx. 

Esse  sono  tutte  trascendenti,  del  che  possiamo  convincerci 
basandoci  sulla  proprietà  comune  a  tutte  queste  funzioni  di 
essere  periodiche. 

Esse  infatti  riprendono  sempre  lo  stesso  valore  quando  al- 
Targomento  x  si  dia  un  aumento  di  un  multiplo  intero  po- 
sitivo o  negativo  di  2u,  intendendo  con  2i:  quel  numero  co- 
stante che  esprime  il  rapporto  fra  la  lunghezza  di  una  cir- 
conferenza ed  il  suo  raggio.  Ciò  posto  supponiamo  p.  es.,  se 
è  possibile,  che  la  funzione  y  =  sino?  fosse  una  funzione  al- 
gebrica; si  avrebbe  allora  fra  x  ed  y  una  relazione  della  for- 
ma intera: 

Questa  relazione  dovendo  essere  verificata  se  per  x  si  prea- 


f 
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da  un  valore  qaalanque  a3Q-f-2«6«it  (0  intero    positivo  o  ne- 
gativo) e  per  y  il  valore  corrispondente: 

y  =  sin  {xq  -h  207C)  =  sinacQ 

si  avrà,  qualunque  sia  il  numero  intero  6: 

2  A .  (sinaJo)*  •  (cco  +  2Tt  •  6)^  =  0 

cioè,  sviluppando  ed  ordinando  secondo  le  potenze  di  0,  un'e- 
quazione della  forma: 

aoO"  +  a^O**-!  +  . . .  +  a„_iO  +  a«  =  0 

in  cui  le  Aq  ,  a^ , . . .  sono  coefficienti  costanti  che  dipendono 
dalle  -4  e  da  Xq, 

Quest'  equazione  in  0  sarebbe  dunque  soddisfatta  dalle  in- 
finite soluzioni  6  =  1,2,3,4,... 

Ora  ciò  è  contrario  al  teorema  fondamentale,  da  stabilirsi 
nel  nostro  corso,  che:  wn'  equazione  algebrica  di  grado  n  ad 
una  incognita  non  può  mai  ammettere  'piin  di  n  soluzioni  dif- 
ferenti. 

8.  Per  ragione  analoga  non  può  considerarsi  come  alge- 
brica la  funzione  esponenziale 

2/  =  a* 

dove  a  è  una  costante.  Noi  potremo  infatti  dimostrare  che 
questa  funzione  è  del  pari  periodica ,  di  natura  affine  alla 
natura  delle  funzioni  trigonometriche ,  basandoci  sulle  f or- 
mole  di  Eulero  : 

x.\l^        —X.\'—l  x,\l—l        — x.V~l 

e  —  e  e  +  e 

smsc  =  —_. ,  cosa?  = 

2\/-l  2 

che  dimostreremo  a  suo  luogo,  nelle  quali  e  è  una  certa  co- 
stante numerica: 

e  =  2,7182818284 

Da  queste  formolo   già   apparisce    che  ,  se  la  funzione  e^ 
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fosse  algebrica,  tali  dovrebbero  pure  essere  le  funzioni  sincc 
e  cosa;  contrariamente  a  quanto  si  è  sopra  osservato. 

9.  Finalmente  sarà  del  pari  trascendente  la  funzione 

y  =  Ioga* 

poiché  se  essa  fosse  algebrica  dovrebbe  essere  del  pari  al- 
gebrica, come  si  è  notato  più  sopra,  la  sua  funzione  inversa 

a?  =  a'' 

che  è  di  nuovo  una  funzione  esponenziale. 

Le  funzioni  trigonometriche  esponenziali  e  logaritmiche  sono 
dunque  da  classificarsi  fra  le  funzioni  trascendenti. 

10.  Ritornando  alle  funzioni  algebriche  è  chiaro  che  il  pro- 
blema principale  di  cui  dovremo  occuparci  è  il  seguente:  dato 
un  sistema  di  equazioni  algebriche 

(a)       f  (x  ,  y  ,  z...)=0  ,  9(x ,  y  ,  z...)=0  ,  ^(x  ,  y  ,  z,...)=0,... 

fra  altrettante  incognite  x  ,  y  ,  z  ,  . . .  determinare  il  sistema 
0  i  sistemi  di  valori  delle  incognite  x  ,  y  ,  z  ,  . . .  per  i  quali 
tutte  le  dette  equazioni  restano  soddisfatte. 

La  risoluzione  di  questo  problema  si  suol  ridurre  a  quella 
dei  due  problemi  parziali  che  qui  indichiamo. 

a)  Ricondurre  il  sistema  (a)  delle  n  equazioni  con  n  in- 
cognite ad  equazioni  algebriche  contenenti  ciascuna  una  sola 
incognita.  In  ciò  consiste  la  cosi  detta  eliminazione  la  cui 
teoria  abbraccia  un  campo  assai  esteso  nel  quale  molto  an- 
cora resta  a  farsi. 

6)  Data  un'  equazione  algebrica  ad  una  sola  incognita 

a^x^  +  a^x^'^  -H  . . .  H-  a,^_\x  +  a„  =  0 

in  cui  le  a  sono  coefficienti  che  devono  considerarsi  come 
conosciuti^     determinare  i  valori  di  x  che  vi  soddisfano. 

Considerando  i  coefficienti  conosciuti  a^  ,  a^ , . . .  come  delle 
variabili  indipendenti,  Tequazione  scritta  viene  a  definire  la 
X  come  una  certa  funzione  algebrica  x  =  (p{a^, ,  «i  ,  «2  >  •••  j  ^«) 
dei  coefficienti,  e  lo  studio  della  natura  di  questa  funzione 
e  delle  sue  possibili  espressioni  analitiche  dà  luogo  alla  teo- 
ria della  cosi  detta  risoluzione  generale  delle  equazioni. 


—  9  — 

Si  chiama  invece  risoluzione  numerica  delle  equazioni  quel 
complesso  di  metodi  per  mezzo  dei  quali,  una  volta  assegnati 
certi  speciali  valori  numerici  pei  coefficienti  numerici  a^ ,  a^,.., 
si  giunge  a  determinare  il  valore,  o  i  valori  numerici  che  vi 
corrispondono  per  l' incognita. 

11.  Si  supponga  dato,  per  esempio,  il  sistema  di  due  equa- 
zioni con  due  incognite  x ,  y: 

ax^  +  by^  +  cxy  +  dX'{-ey'\-g  =  0) 

Ax  +  By-\-C=0  f 

Si  vogliano  le  coppie  di  valori  di  x  ed  y  che  soddisfano 
ad  entrambe.  Si  comincerà  dalF  eliminare  una  delle  due  in- 
cognite, p.  es.  la  X,  ricavandone  il  valore  dalla  seconda  equa- 
zione, e  sostituendolo  nella  prima. 

Si  ottiene  cosi  1'  equazione  : 

dove 

Po  =  aB'^  +  bA^  -  CAB 

Pi  =  2aBC-  cCA  -  dBA  +  eA^ 

p^  =  aO^'-dCA  +  gAK 

L'  equazione  (p),  essendo  di  secondo  grado,  ci  dà  per  y  ì 
due  valori; 


_  -Pi  +  Vpi2-4poP2  __  -Pi-  \lpi^  -  4p 


2^1  =  W- »     2^2  = 


0P2 


^Po  "  2po 

ciascuno  dei  quali  accoppiato  con  un  opportuno  valore  di  x 
potrà  soddisfare  alle  (a).  Dalla  seconda  delle  (a)  si  deduce 
immediatamente  per  i  valori  x^ ,  ccg  da  accoppiarsi  rispettiva- 
mente con  ^1,^2- 


By,  -f  C 


By^  +  0 


A        '    "  A 

12.  Il  sistema  delle  (a)  ammette  dunque   in  generale  due 
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sistemi  di  soluzioni,  i  quali  però  cessano  di  esistere  realmente 
quando  p^^  —  4/?o  p^  sia  negativo.  Vedremo  però  a  suo  tempo 
come  anche  in  questo  caso  si  possa  dare  un  significato  alle 
formole  di  risoluzione  mediante  la  considerazione  dei  numeri 
cosi  detti  complessi.  Noi  vedremo  che,  generalmente  parlando, 
la  risolubilità  di  un  sistema  qualunque  di  n  equazioni  alge- 
briche con  n  incognite  è  appunto  subordinata  all'introduzione 
nelPalgebra  di  questa  nuova  classe  di  enti  aritmetici.  Fanno 
eccezione  i  sistemi  di  equazioni  di  l.o  grado  la  cui  risolu- 
zione noi  tratteremo  separatamente  mediante  l'importante  teo- 
ria dei  determinanti»  Per  la  risoluzione  generale  dei  sistemi 
di  l.o  grado  è  sufficiente  infatti  di  introdurre  nel  calcolo  i 
numeri  negativi  quali  già  si  considerano  nell'algebra  elemen- 
tare. 

Noi  incominceremo  pertanto  con  uno  studio  accurato  dei 
numeri  reali  e  delle  operazioni,  cosi  jinite  come  infinite,  che 
su  di  essi  si  eifettuano  nell'  algebra  per  passare  poi  grada- 
tamente ai  numeri  complessi.  Le  poche  operazioni  infinite  di 
cui  ci  occuperemo  si  collegano  strettamente  col  concetto  di 
limite  e  con  diversi  teoremi  che  vi  si  attengono,  lo  stabilire 
i  quali  in  modo  strettamente  rigoroso  è  indispensabile  per 
procedere  con  sicurezza  nello  svolgimento  di  alcuni  punti  e 
specialmente  nella  dimostrazione  del  teorema  fondamentale  che 
ogni  equazione  algebrica  ammette  sempre  almeno  una  solu- 
zione. 

Da  quanto  già  si  è  discorso  segue  altresì  che  sarà  per  noi 
necessario  di  premettere  anche  uno  studio  accurato  delle  fun- 
zioni intere.  Come  sussidio  necessario  a  questo  studio  dovre- 
mo innanzi  tutto  stabilire  alcuni  elementi  di  analisi  combi- 
natoria'^ ci  occuperemo  poi  specialmente  di  quanto  si  riferi- 
sce alla  divisibilità  delle  funzioni  intere. 

Finalmente  osserviamo  che  per  quanto  riguarda  le  funzioni 
trascendenti,  ci  fermeremo  soltanto  a  quelle  proprietà  fonda- 
mentali per  le  quali  esse  riescono  di  grande  vantaggio  e  co- 
modità nella  trattazione  di  alcune  categorie  di  problemi  al- 
gebrici. 


CAPITOLO  PRIMO 

OPERAZIONI   CON   NUMERI   REALI 


§  1.0  —  Introdazione  del  natnerl  Irrazionali. 

l.o  Sommando  fra  di  loro  un  numero  finito  di  volte  unità 
o  parti  aliquote  dell'  unità  positiva  o  negativa  come 


2  '  3  '  é""'      2'      3' 


1  • 


si  ottengono  i  numeri  cosi  detti  razionalij  i  quali  fatta  astra- 
zione dal  segno  coincidono  coi  numeri  cosi  detti  commensu- 
rabili  dell'  aritmetica.  Del  resto  essi  si  possono  anche  tutti 
ottenere  col  ripetere  un  certo  numero  finito  di  volte  una  stessa 
parte  aliquota  dell'  unità. 
Cosi  per  esempio  si  ha 

4  "^  3  "^  2  ""  Vl2      12  "^  12/  "^  Vl2  "^  12  "^  12  "^  12/ 


(è  +  --)  = 


13 
+  ■- 12 


I  numeri  razionali  sono  dunque  tutti  compresi  nel  tipo 
d=  —  dove  m  ed  n  indicano  numeri  interi  positivi  quali  si  vo- 
gliano. 
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2.  Noi  ammetteremo  come  già  noto  tutto  ciò  che  si  rife- 
risce alle  quattro  operazioni  fondamentali  di  addizione,  sot- 
trazione, moltiplicazione  e  divisione  fra  numeri  razionali,  le 
quali  si  possono  sempre  effettuare  con  risultato  perfettamente 
determinato  senza  uscire  dal  campo  di  questi  stessi  numeri. 

Solo  caso  di  eccezione  è  quello  della  divisione  di  un  nu- 
mero razionale  a  per  un  numero  razionale  h  che  abbia  il  va- 
lore 0.  In  tal  caso,  infatti,  se  anche  a  è  eguale  a  zero^  Tu- 
guaglianza  hx  =  a  esprimente  il  problema  della  divisione 
sarà  soddisfatta  da  ogni  numero  razionale  che  si  sostituisca 

a 

in  luogo  di  X ,  cosicché  il  simbolo  -  che  prende  in  tale  sup- 
posto la  forma  -  non  rappresenterà  nulla  di  determinato*  Se 

poi  a  è  diverso  da  0  l'uguaglianza  Ox  =  a  non  potrà  eviden- 
temente essere  soddisfatta  da  alcun  numero   razionale  finito 

a 
X.  Il  simbolo  -  non  rappresenterà  dunque  alcun  numero  ra- 
zionale finito;  vedremo  però  più  oltre,  trattando  della  teoria 
dei  limiti,  come  sotto  un  certo  punto  di  vista,  si  possa  dare 
a  questo  simbolo  il  significato  di  un  numero  razionale  infi- 
nitamente grande. 

3.  Esistono  però  altre  operazioni,  di  natura  essenzialmente 
algebrica ,  le  quali  non  si  potrebbero  effettuare  qualora  il 
campo  degli  enti  aritmetici  si  volesse  limitare  ai  soli  numeri 
razionali.  Cosi  p.  es.  V  operazione  dell'  estrazione  di  radice 
quadrata    da  un  numero   razionale   positivo  p  ,  espressa  dal 

simbolo  ^] p ,  sarebbe  possibile  soltanto  nel  caso,  in  cui,  messo 

p  sotto  la  forma  —  con  m  ed  w  interi  positivi  primi  tra  loro, 

ciascuno  dei  numeri  interi  m  ed  n  fosse  un  quadrato  esatto; 
poiché  in  caso  contrario  non  esisterà  alcun  numero  razionale 
che  elevato  a  quadrato  riproduca  p. 

Intanto  ,  se  indichiamo  con  A  il  complesso  di  tutti  i  nu- 
meri razionali  a^  j  a.^  ^  a^  ,  . , .  il  cui  quadrato  è  minore  di  p^ 
e  con  A^  il  complesso  di  tutti  i  rimanenti  numeri  razionali 
«1,02,^3,...  il  cui  quadrato  è  maggiore  di  p,  le  due  classi 
di  numeri  godono  delle  due  proprietà  seguenti: 

l.a  Ogni  numero  contenuto  nella  classe  A  è  minore  di  ogni 
numero  contenuto  nella  classe  A\ 

2.8-  Data  una  quantità  positiva  s  scelta  piccola  ad  arbitrio, 
esisteranno  sempre  due  numeri  a^ ,  a'^- ,  il  primo  della  classe 
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-4  e  il  secondo  della  classe  A^ ,  tali  che  la  loro  differenza 
a}j  —  ai  sia  più  piccola  di  s. 

Di  queste  due  proprietà  la  prima  è  senz'  altro  evidente» 
Per  dimostrare  la  seconda  si  considerino  i  successivi  numeri 
razionali  positivi 

.   e      2g      3e      4s  m     .        ..  z  ,.. 

e  sia  —  il  primo  fra  essi   che  abbia   il   suo  quadrato  mag- 

giore   di  p.  Questo  numero  —  dovrà  trovarsi  necessariamen- 

te,  poiché  i  successivi  termini  della  progressione  aritmetica  (1) 
diventano  sempre  più  grandi  fino  a  superare  qualunque  nu- 
mero assegnabile   grande   quanto   si  voglia.  Poiché   allora  il 

numero  —    è  il  primo  termine  per  il  quale  si  ha 

2 


(«I)  >p 


è  chiaro  che  il  termine  precedente  (n  —  1)  -^  darà 


[(n-l).-|-]    <p. 


Esisteranno  dunque  nelle  due  classi   J.   ed   A'  rispetti va- 

—  ,  eda,=n.- 


mente  i  due  numeri  «,  =  (  ri  —  1  )  •  — ,  ed  a'y  =w  •  ~  la  cui  dif- 


ferenza sarà 


a',.  -  a,.  =  n  ~  -  (n  - 1)  y  =  — 

cioè  appunto  più  piccola  di  s. 

La  seconda  delle  due  proprietà  ora  menzionate  si  può  an- 
che enunciare  dicendo  che   fra   le  due  classi  A  ed  -4',  ben- 
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che  composte  di  elementi  diiFerenti,  vi  può  essere  un  avvi- 
cinamento indefinito.  Ciò  nonostante  è  facile  di  riconoscere 
che  non  esiste  alcun  numero  razionale  determinato  il  quale 
rappresenti,  per  cosi  dire,  Telemento  di  separazione  delle  due 
classi,  cioè  un  numero  determinato  il  quale  possa  essere  av- 
vicinato indefinitamente  sia  con  numeri  della  classe  A  che 
con  numeri  della  classe  A\ 

Supponiamo  infatti,  se  è  possibile,  che  esistesse  un  certo 
numero  razionale  a  il  quale  segnasse  la  separazione  precisa 
delle  due  classi  A  ed  A\  cosicché  allora  le  differenze  OL—a^ 
ed  CL-a'j  si  potrebbero  rendere  piccole  a  piacere  scegliendo 
opportunamente  gli  elementi  a,  ed  a'j.  Il  numero  a  non  po- 
tendo essere  eguale  a  p,  ammettiamo  per  es.,  per  fissare  le 
idee,  che  sia  maggiore  di  p,  cioè  che  sia 

a^=p-he  (2) 

dove  £  indichi  un  certo  ^numero  positivo  diverso  da  zero.  Se 
ora  prendiamo  un  numero  qualunque  a  della  classe  Ay  sarà 
per  supposto  a  <  ^  e  quindi  sostituendo  in  (2)  si  avrà: 

a^  >  a^  +  £ 
onde 

a^  —  a^  >  £ 

e  poiché 

a^  —  a^  =  (a  +  a){a  —  a) 

si  potrà  scrivere  anche 

(a  +  a)(a  —  a)  >  £ 

e  dividendo  per  (a  -h  a) 

£ 

a  — a  > 


a  +  a 


Se  ora  nel  denominatore  del  secondo  membro  sostituiamo 
in  luogo  di  a  il  numero  maggiore   a ,   esso   crescerà    e    per 

conseguenza  diminuirà  il  valore  della  frazione riducen- 

a  -\-  a 
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dosi  al  valore  più  piccolo  — .  Si  avrà  dunque  a  fortiori: 

s 
a  — a>  --• 
2a 

Qui  il  secondo  membro  rappresenta  una  quantità  determi- 
nata, indipendente  dalla  scelta  del  numero  a;  perciò  questa 
disuguaglianza  ci  dice  che,  comunque  si  scelga  il  numero  a, 
la  diflFerenza  a  —  a  non  potrà   rendersi  mai  più  piccola  del 

numero   — .    Questo  numero    rappresenta   dunque   un    limite 

inferiore  delPav vicinamente  fra  a  e  gli  elementi  della  classe 
A.  E  dunque  assurdo  Pavere  supposto  che  a  potesse  essere 
avvicinato  indefinitamente  dai  numeri  di  ciascuna  delle  due 
classi. 

Se  invece  si  potesse  ammettere  V  esistenza  di  un  nuovo 
ente  aritmetico  a  il  cui  quadrato  fosse  precisamente  p  ,  è 
chiaro  che  a  dovrebbe  definirsi  come  un  numero  maggiore 
di  tutti  i  numeri  di  ^  e  minore  di  tutti  i  numeri  di  A'\  esso 
sarebbe  allora  V  elemento  di  separazione  delle  due  classi. 

La  necessità  algebrica  di  introdurre  un  nuovo  ente  il  cui 
quadrato  sia  p  si  viene  cosi  a  confondere  con  quella  di  in- 
trodurre un  nuovo  ente  che  sia  V  elemento  di  separazione 
delle  due  classi  A  ed  A\  Ora  noi  prenderemo  come  punto  di 
partenza  precisamente  quest'  ultimo  concetto,  che  ci  permet- 
terà di  introdurre  addirittura  nel  calcolo  i  numeri  irrazionali 
in  tutta  la  loro  generalità  anziché  introdurli  di  mano  in  mano 
che  occorra  di  rendere  risolvibile  il  tale  o  il  tal  altro  pro- 
blema algebrico. 

4.  Se  in  un  modo  qualunque  siano  state  determinate  due 
classi  di  numeri  razionali  A  ed  ^'  le  quali  godano  delle  due 
proprietà  fondamentali  l.o)  che  ogni  numero  della  classe  A 
sia  minore  di  ogni  numero  della  classe  A',  2.^)  che  fissata  a 
piacere  una  quantità  piccolissima  £  si  possano  sempre  tro- 
vare due  numeri,  V  uno  appartenente  alla  classe  A  e  V  altro 
alla  classe  A\  la  cui  differenza  sia  minore  di  £,  si  possono 
presentare  due  casi. 

l.o  Caso, —  Esiste  un  numero  razionale  determinato  a  mag- 
giore (od  =)  di  tutti  i  numeri  della  prima  classe  A  e  minore 
(od  =)  di  tutti  i  numeri  di  A\  In  tal  caso  noi  diremo  che  a 
è  l'elemento  di  separazione  delle  due  classi  A  ed  ^',  e  scrive- 
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remo  «=(-4,-4'),  cioè  col  simbolo  {AjA^)  designeremo  lo  stesso 
numero  a  in  quanto  è  individuato  dalle  classi  A  ed  ^'. 

2.0  Caso,  —  Non  esiste  alcun  numero  razionale  a  maggiore 
di  tutti  i  numeri  di  -4  e  minore  di  tutti  i  numeri  di  -4.'.  Al- 
lora noi  diremo  che  le  due  classi  sono  separate  V  una  dal- 
l' altra  per  mezzo  di  un  numero  irrazionale  at  che  introdur- 
remo nel  calcolo  come  un  nuovo  ente  aritmetico  per  il  quale 
si  ammetterà  per  definizione  che  sia  maggiore  di  tutti  i  nu- 
meri di  -4  ,  e  minore  di  tutti  i  numeri  di  -4'  e  scriveremo 
analogamente 

a  =  (^  ,  A'). 

È  chiaro  che  in  tal  caso  l' affermare  V  esistenza  del  nu- 
mero  a  altro  non  significa  in  sostanza  che  affermare  V  esi- 
stenza di  due  classi  di  numeri  razionali  A  ed  A'  che  godono 
delle  due  proprietà  fondamentali. 

5.  Prima  di  passare  oltre  gioverà  di  considerare  qualche 
esempio. 

a)  Ogni  numero  razionale  h  si  può  sempre  considerare 
come  individuato  da  due  classi  A  ed  AK  A  tale  oggetto  ba- 
sterà intendere  con  A  il  complesso  di  tutti  i  numeri  razio- 
nali minori  di  Ti  e  con  A'  il  complesso  di  tutti  inumeri  ra- 
zionali maggiori  di  h.  Infatti  le  due  classi  A  ed  A'  soddi- 
sfano evidentemente  alla  prima  proprietà  fondamentale.  Ma 
esse  soddisfano  anche  alla  seconda,  poiché  preso  un  numero 
razionale  positivo  e  piccolo  a  piacere,  si  troverà  certamente 

fra  i  numeri  di  A  il  numero  h  — —e  fra  i  numeri  di  A^  il 

4 

£  S 

numero  h  -\ ;  la  differenza  di  questi  due  numeri  è  data  da  -  , 

4  ^ 

cioè  è  più  piccola  della  quantità  piccolissima  e.  Si  potrà  dun- 
que scrivere 

Ti  =  U  ,  A') 

b)  Sia  la  classe  A  formata  dai  numeri: 

3_Jl    3_1     3_1    3_1 
à      Y'  T'  4'  5'' 
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e  la  classe  A'  formata  dai  numeri 

cioè  si  pongano  in  A  tutti   i   numeri    della  forma  3 e 

n 

in  A'  tutti  i  numeri  della  forma  3  +  -    dove    n    può    essere 

n 

un  intero  positivo  qualunque.  È  facile  vedere  che  le  due 
classi  formate  soddisfano  alle  due  proprietà  fondamentali. 
Infatti  gli  infiniti  numeri  contenuti  in  A  sono  tutti  minori 
di  3  e  quelli  di  A'  tutti  maggiori  di  3.  Inoltre  se  conside- 
riamo nella  classe   A    il  numero  3 ed   in  A^   il    numero 

n 

1  .  2  ,  . 

3  H —  vediamo  che  la  loro  differenza  è  -  che  è  una  quantità 
n  n 

che  può  rendersi  piccola  a  piacere  purché  si  scelga  n  abba- 
stanza grande;  si  potrà  dunque  scrivere 

{A  ,^0=^3. 

e)  Indichiamo  con  A  il  complesso  di  tutti  i  numeri  ra- 
zionali il  cui  quadrato  è  minore  di  2,  e  con  A^  il  complesso 
di  tutti  quelli  il  cui  quadrato  è  maggiore  di  2;  le  due  classi 
-4  ed  -4  '  soddisferanno,  come  abbiamo  già  notato,  alle  due  pro- 
prietà fondamentali.  In  tal  caso  però  il  numero  a  =  (^ ,  -4') 
sarà  irrazionale  ,  poiché  abbiamo  dimostrato  sopra  non  esi- 
stere alcun  numero  razionale  determinato  eguale  o  maggiore 
di  tutti  i  numeri  di  ^  e  uguale  o  minore  di  tutti  i  numeri 
di  A\  Finora  non  possiamo  affermare  che  il  quadrato  di  a 
sia  proprio  eguale  a  2.  Ciò  verrà  dimostrato  in  seguito  dopo 
che  avremo  veduto  in  qual  modo  si  debbono  definire  le  ope- 
razioni fondamentali  con  numeri  razionali  ed  irrazionali. 

6.  Appena  introdotto  nel  calcolo  un  numerò  irrazionale 
a  =  (^ ,  A*)  per  mezzo  di  due  classi  A  ed  A^  resta  con  ciò 
stesso  definito  senza  ambiguità  quali  siano  i  numeri  razionali 
da  ritenersi  minori  di  a  e  quali  sieno  quelli  da  ritenersi 
maggiori  di  a.  Sia  infatti  e  un  numero  razionale  qualunque; 
allora,  se  e  appartiene  alla  classe  A^  ovvero  alla  classe  A\ 
dovrà  ritenersi  per  le  definizix)ni  date ,  nel   primo   caso  mi- 

Capelli. — Algebra  complementare,  2 
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nore  di  a  e  nel  secondo  caso  maggiore.  Se  poi  e  non  si  trova 
compreso  ne  fra  i  numeri  di  ^  ,  né  fra  i  numeri  di  A',  al- 
lora si  verificherà  necessariamente  uno  di  questi  due  casi:  o 
esisterà  in  A  un  numero  a  maggiore  di  e  ,  ovvero  esisterà 
in  A^  un  numero  a'  minore  di  e  ,  poiché  ,  se  non  si  verifi- 
casse né  r  uno  né  V  altro  di  questi  due  casi,  ciò  significhe- 
rebbe essere  e  maggiore  di  tutti  i  numeri  di  A  e  minore  di 
tutti  i  numeri  di  A'y  ed  allora  sarebbe  lo  stesso  e  il  numero 
di  separazione  delle  due  classi  A  ed  A^  ed  il  simbolo  {A,  A*) 
rappresenterebbe  un  numero  razionale  contrariamente  al  sup- 
posto. Se  ora  esiste  in  A  un  numero  a  maggiore  di  e  ,  es- 
sendo a  per  definizione  maggiore  di  a,  il  numero  a  dovrà  a 
fortiori  ritenersi  maggiore  di  e;  e  similmente,  se  esiste  in  A 
un  numero  a'  minore  di  e ,  il  numero  a  che  per  definizione 
è  minore  di  a'  dovrà  ritenersi  a  fortiori  minore  di  e. 

7.  Stabiliti  cosi  quali  sieno  i  numeri  razionali  maggiori  o 
minori  di  un  dato  irrazionale  a  ,  ci  resta  ora  a  stabilire  il 
criterio  per  il  confronto  di  due  numeri  irrazionali  fra  loro. 
Si  presenta  cioè  la  seguente  quistione:  definiti  per  mezzo  di 
classi  due  numeri  irrazionali 

a  =  (^  ,  ^')     e     g  =  (5  ,  B') 

quale  di  essi  dovrà  ritenersi  maggiore  deir  altro,  e  in  quali 
casi  dovremo  ritenerli  eguali  fra  loro?  Noi  partiremo  dalla 
definizione  seguente:  Due  numeri  irrazionali  sono  eguali  fra 
loro  tutte  le  volte  che  ogni  numero  razionale  minore  del  pri- 
mo sia  anche  minore  del  secondo^  ed  ogni  numero  razionala 
maggiore  del  primo  sia  aìiche  maggiore  del  secondo. 

Più  semplicemente  ,  ciò  equivale  a  dire  che:  Due  numeri 
irrazionali  sono  eguali  semprechè  non  esiste  alcun  numero 
razionale  compreso  fra  loro, 

8.  Cominciamo  dal  supporre  che  i  due  numeri  a  e  p  siano 
eguali  fra  loro  e  consideriamo  un  numero  qualunque  a  della 
classe  A,  Poiché  a  é  per  definizione  inferiore  ad  a  e  quindi 
anche  inferiore  a  p,  dovrà  esistere,  per  ciò  che  precede,  al- 
meno un  numero  h  della  classe  È  che  supera  a,  E  simil- 
mente si  vede  che  preso  ad  arbitrio  un  numero  di  Bj  ne  do- 
vrà almeno  esistere  uno  più  grande  in  A, 

Queste  due  condizioni  sono'  sempre  necessarie  affinchè  sia 
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a  =  p.  Ma  esse  sono  altresì  sufficienti  cioè  :  se  per  ogni  nu- 
mero di  A  (o  di  B)  ne  esiste  sempre  uno  più  grande  in  B 
(od  in  A)  i  due  numeri  a  e  ^  sono  eguali.  Invero ,  se  essi 
non  fossero  eguali,  dovrebbe  esistere  per  definizione  almeno 
un  numero  razionale  e  compreso  fra  essi  ed  essere  per  esempio 

a  <  e  <  P 

quindi,  sempre  per  ciò  che  precede,  dovrebbe  esistere  in  A* 
almeno  un  numero  a'^  minore  di  e  ed  in  -B  almeno  un  nu- 
mero Òq  maggiore  di  e;  si  avrebbe  per  conseguenza 

a'o  <  6o-  (1) 

Ma  per  la  supposizione  fatta  deve  esistere  nella  classe  A 
almeno  un  numero  a^  maggiore  di  6q  ;  cosicché  dalla  (1)  si 
dedurrebbe,  a  fortiori: 

il  che  è  assurdo  dovendo  sempre  essere  i  numeri  di  A'  tutti 
maggiori  dei  numeri  di  A, 

Conchiudiamo  dunque  che:  affinchè  due  numeri  irrazionali 
(A  ,  A')  e  (B  ,  B')  siano  eguali j  è  necessario  e  sufficiente  che 
ogni  numero  della  classe  A  sia  superato  da  qualche  numero 
della  classe  B  e  che  ogni  numero  della  classe  B  sia  superato 
da  qualche  numero  della  classe  A. 

Questo  criterio  per  accertare  F  eguaglianza  di  due  numeri 
definiti  per  mezzo  di  classi  {A^  A^)  e  (-B,  J5')  si  estende  senza 
difficoltà  anche  al  caso  in  cui  l'uno  o  l'altro  dei  due  numeri, 
od  ambedue,  fossero  semplici  numeri  razionali.  Se  poi  delle 
due  condizioni  ora  enunciate  è  soddisfatta  soltanto  la  prima, 
allora  il  numero  {A,  A^)  sarà  minore  di  {B  ^  B')]  se  invece  è 
soddisfatta  soltanto  la  seconda,  allora  il  numero  (-4,  A)  sarà 
magiore  di  (Bj  p'). 


- ,./. 


Esercizi. 

l.o  Se  (A  ,A') zz  {B  ,  B)  e  {A  ,  A')  ~  (0 ,  C\  sarà  {B  ,  B)  =  {C,  C"). 
f—      jL       ^  3        _4^        5  \_ 
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§  2.0  —  Operazioni  fondamentali  con  namerl  definiti 

per  joaezso  di  classi. 


9.  Dobbiamo  ora  vedere  in  qual  modo  le  quattro  opera- 
zioni fondamentali  di  addizione,  sottrazione ,  moltiplicazione 
e  divisione,  delle  quali  già  conosciamo  la  definizione  e  la  re- 
gola per  il  caso  di  numeri  razionali  ,  si  possono  estendere 
mediante  opportuna  definizione  al  campo  più  vasto  dei  nu- 
meri cosi  detti  reali ,  cioè  al  campo  formato  da  tutti  i  nu- 
meri razionali  ed  irrazionali.  Per  maggiore  semplicità  di  ra- 
gionamento noi  non  considereremo  in  ciò  che  segue  che  nu- 
meri definiti  per  mezzo  di  classi.  A  tale  oggetto  oltre  al  sim- 
bolo (-4,  i4'),  ci  serviamo  anche  del  simbolo  (a,  a)  in  cui  in 
entrambe  le  classi  A  ed  A'  non  si  ha  che  un  unico  e  me- 
desimo numero  razionale  a.  Con  questo  simbolo  noi  non  in- 
tenderemo altro  che  lo  stesso  numero  razionale  a. 

10.  Addizione.  —  Incominciamo  dal  vedere  che  cosa  si  deb- 
ba intendere  in  ogni  caso  per  somma  di  due  numeri: 

a  =  {A,A')      '^  =  {B,B')... 

definiti  per  mezzo  di  classi.  Noi  designeremo  i  numeri  della 
classe  A  con  «^ ,  ag  )  ^3  >  ^4  >  ^5>  •  •  •  ®  quelli  di  A'  con  a/  , 
a'2 ,  a'3  ,  .  .  .  ;  similmente  con  6^  ,  &2  j  ^3  >  ^4  7  •  •  •  designeremo  i 
numeri  della  classe  B  e  con  à\  fò'2  jb'^y  ,  , .  quelli  della  classe 
B'.  Poiché  i  numeri  di  -4  e  i>*  sono  razionali ,  noi  già  sap- 
piamo olio  cosa  significano  le  somme 

aj  +  6,  ,  a^  +  62  >  <3fi  +  63  ,  ag  -I-  61 ,  «2  +  ^s 

che  si  ottengono  aggiungendo  ad  un  numero  qualunque  a^ 
di  A  un  numero  qualunque  6y  di  B,  L'insieme  di  tutti  que- 
sti numeri  della  forma  a,-  -f-  bj  sarà  da  noi  considerato  come 
una  nuova  classe  di  numeri  che  denoteremo  brevemente  con 
A  -h  B.  Similmente  denoteremo  con  A'  -\-  B'  Tinsieme  di  tutti 
i  numeri  che  si  ottengono  come  somma  di  un  numero  della 
A'  con  un  numero  della  classe  B\  cioè  il  complesso  di  tutti 
i  numeri  della  forma  a'/j  +  h\. 

Ciò  premesso  è  facile  riconoscere  che  le  due  classi  A-^B 
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ed  A'  -\-  B'  sono  atte  a  definire  un  nuovo  numero 

cioè  che  anche  le  due  classi  A-^-  B  ed  il'  +  5'  soddisfano 
alle  due  proprietà  fondamentali.  Invero  dalle  disuguaglianze 

che  sussistono  per  ipotesi  qualunque  siano  gli  indici  i^jj  h,  kj 
si  deduce:  a^  -f  hj  <  a\  +  h\ ,  cioè  ogni  numero  della  classe 
A  -\-  B  ^  minore  di  ogni  numero  della  classe  A^  -f  B',  Se  poi 
facciamo  la  differenza 

(«'A  +  6'ft)-(«i  +  6>)  (1) 

fra  un  numero  qualunque  a\  +  h\  della  classe  -4'  +  jB'  ed 
un  numero  qualunque  ag  +  b  j  della  classe  A  -h  B ,  vediamo 
che  essa  può  anche  scriversi  identicamente  cosi: 

Ma,  per  ipotesi,  la  diflFerenza  a'/,  —  a^  può  rendersi  piccola 
quanto  si  vuole  scegliendo  opportunamente  gli  indici  h  ed  i; 
lo  stesso  dicasi  della  differenza  b\  —  bj ,  quindi  anche  la  loro 
somma  cioè  la  differenza  (1)  può  rendersi  piccola  a  piacere 
prendendo  opportunamente  gli  indici  i^j^h,k\  cioè  le  due 
classi  A-^  B  ed  A'  -y  B'  soddisfano  anche  alla  seconda  pro- 
prietà fondamentale. 

Il  simbolo  {A  -\-  B  j  A'  -\'  B')  rappresenta  dunque  un  nu- 
mero che  noi  dimostreremo  ora  essere  il  solo  numero  atto  ad 
essere  definito  come  la  somma  di  a  e  di  ^. 

Sia  infatti  x  il  numero  che  si  voglia  definire  come  somma 
a  4-  p.  Dalle  diseguaglianze 

a,.  <  a  <  a\ 

che  hanno  luogo  per  le  definizioni  di  a  e  ^  ,  si  deve  poter 
dedurre: 

a^  +  &y  <  a  +  P  <  a^h  +  ^  » 
e  quindi  anche 

Gì  -{-bj  <x  <  a'y^  H-  b\. 
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Il  numero  x  sarà  dunque  maggiore  di  tutti  i  numeri  della 
classe  A  +  B  e  minore  di  tutti  quelli  della  classe  A' -{- B'. 
Esso  rappresenterà  dunque  il  numero  di  separazione  delle 
due  classi  cioè  sarà  appunto 

x={A  +  B  ,  A'  +B'y 

Concludiamo  dunque  che  la  definizione  di  somma  dei  due 
numeri  (Aj  A*)  e  {B  ^  B')  non  può  essere  data  che  nel  modo 
seguente: 

{A,  A')  +  (B,  B')  =  (^  +  5,  ^'  +  5')  •  •  •  (2) 

Ed  è  poi  facile  di  riconoscere  che  allo  stesso  risultato  si 
perviene  anche  nel  caso  in  cui  V  uno  o  1'  altro  dei  due  nu- 
meri a  e  ^,  od  ambedue,  si  riducano  a  semplici  numeri  ra- 
zionali definiti  dal  simbolo  (a,  a)  e  (6,  h).  Come  pure  si  vede 
immediatamente  che,  posta  per  l'addizione  questa  definizione, 
seguiterà  a  sussìstere  per  tutti  i  numeri  reali  il  teorema  fon- 
damentale che  la  somma  di  più  addendi  è  indipendente  dal- 
l'ordine di  sommazione,  ecc. 

11.  Sottrazione.  —  Dato  un  numero  qualunque  (A  , -4')  , 
se  indichiamo  con  —  w4  e  con  —  i4'  le  stesse  classi  di  nu- 
meri che  formano  A  ed  A'  presi  però  con  segno  contrario, 
si  vede  subito  che  le  due  classi  (—  A')  e  ( —  A)  soddisfano 
del  pari  alle  proprietà  fondamentali,  cosicché  esisterà  il  nu- 
mero 

i-A',-  A). 

Sommando  questo  numero  col  precedente ,  si  avrà  per  la 
regola  di  addizione 

{A,  A^)  +  (-  A\  -  ^)  =  (A  -  A\  A'  -  .1). 

Ma  ogni  numero  della  prima  classe  A  —  A\  essendo  della 
forma  a^  —  a'y  sarà  negativo,  ed  ogni  numero  di  A^  —  A  sarà 
invece  positivo.  Il  numero  0  è  dunque  maggiore  di  tutti  i 
numeri  della  prima  classe  e  minore  di  tutti  quelli  della  se- 
conda onde  si  avrà 

{A-A\A''^A)  =  0 
epperò: 

{A,A')  +  {-A',-A)  =  0.  (3) 
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Esiste  dunque  un  numero  che  sommato  con  (A  ,  A')  pro- 
duce zero.  Questo  numero  si  indicherà  anche  con  —  (A^  A') 
ed  il  suo  valore  è  dato  da  (—^4',  —  ^). 

Ciò  premesso,  se  {A  ,  A')  e  (B,  B')  sono  due  numeri*  qua- 
lunque, esisterà  anche  il  numero 

S  :=  (A,  A')  +  [- (B,  B')]  (4) 

che  sommato  con  {B,  B')  darà  evidentemente  (A,  A').  Questo 
numero  risolve  dunque  il  problema  di  sottrarre  da  (^,  A')  il 
numero  {B^  J5')  e  si  scriverà 

(A,  A')  -  {B,  B')  =  Z. 

Ma  la  (4)  può  anche  scriversi: 

5  =  {A,  A')  +  (-  B<,  -  B) 

e    per  la  regola  di  addizione 

3  =  (^  -  J5',  A'  -  B). 

Il  problema  della  sottrazione  è  dunque  risoluto  in  ogni 
caso  dalla  formola: 

{A,  A*)  -  {B,  B')  =  (^  -  fi',  A'  -  B).  (5) 

12.  Moltiplicazione.  —  Vediamo  ora  che  cosa  si  debba 
intendere  per  prodotto  di  due  numeri  {A,  A')  e  (fi,  B'),  Co- 
minceremo dal  supporre  che  questi  due  numeri  siano  entram- 
bi positivi  e  quindi  anche,  come  è  sempre  lecito,  che  le  classi 
A,  A',  B,  B'  si  compongano  di  soli  numeri  positivi. 

Se  indichiamo  con  A*'B  l'insieme  di  tutti  i  numeri  della 
forma  a,  •  bj  che  si  ottengono  moltiplicando  un  numero  di  A 
per  un  numero  di  fi  ,  e  similmente  con  A^  *  B'  il  complesso 
di  tutti  i  numeri  della  forma  a';,» 6 '^^ ,  si  riconosce  facilmente 
che  le  due  classi  A»B,  ed  A'*B'  individuano  un  nuovo  nu- 
mero. 

Invero  dalle  disuguaglianze: 


si  deduce 


a,  •  bj  <  a',^  .  b\ 
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cioè  ogni  numero  della  classe  A  *  B  è  minore  di  ogni  numero 
della  classe  A'-B\  Se  poi  formiamo  la  differenza 

a\  b'f,-  ai  bj 

vediamo  che  scegliendo  opportunamente  gli  indici  h  jk  ji  ,j 
potrà  rendersi  piccola  a  piacere,  poiché  essa  può  anche  scri- 
versi identicamente  sotto  la  forma 

dove  ciascuno  dei  fattori  b\  —  bj  ed  a\  —  a^  può  rendersi 
piccolo  a  piacere  per  supposto. 

Esiste  dunque  il  numero  {AB^  A^B')  e  noi  diciamo  che  è 
questo  il  solo  numero  che  possa  definirsi  come  prodotto  dei 
due  numeri 

a  =  {A,A')  ,  ^={B,B'). 

Supponiamo  infatti  che  si  voglia  definire  come  prodotto  di 
questi  due  numeri  un  certo  numero  reale  x.  Poiché 

a  •  p  =  aj 

dalle  diseguaglianze  fondamentali 

a-  <  a<  a'f^ 

si  dovrà  poter  dedurre: 

Gì  'bj  <  X  <  a'i^  *  b\. 

Il  numero  x  dovrà  dunque  essere  maggiore  di  tutti  i  nu- 
meri della  classe  A*  B  %  minore  di  tutti  quelli  della  classe 
A^  •  JB'.  Ciò  significa  che  dovrà  essere  appunto 

{AB  ,  A'B')  =  X. 

La  definizione  di  prodotto  non  può  darsi  dunque  che  nel 
modo  indicato,  cioè: 

(A  ,  A') .  {B  ,  £')  =  {AB  ,  A^B^). 
13.  Da  questa  definizione  di  prodotto  segue  senz'  altro  che 
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il  prodotto  dì  due  o  piic  numeri  è  indipendente  dàW  ordine 
di  moltiplicazione  dei  fattori. 

Si  vede  inoltre  che  il  prodotto  di  un  numero  qualunque 
per  V  unità  è  il  numero  stesso,  poiché  si  ha: 

{A,  ^')  •  (1 , 1)  =  UX  1  ,  A' XI)  =  {A  ,  A) 

e  che  il  prodotto  di  un  numero  qualunque  per  lo  zero  è 
uguale  a  zero,  poiché 

{A,  A')  .  (0.  0)  =  U  X  0,  ^'  X  0)  =  (0,  0)  =  a 

Reciprocamente  si  vede  che:  se  un  prodótto  di  due  numeri 
(A,  A')  e  (B,  B')  è  nullo,  dovrà  essere  tale  almeno  uno  dei 
fattori.  Infatti  dall'  eguaglianza 

(A,  A'){B,  B')  =  {AB,  A'B')  =  0 

si  deduce  evidentemente  che  gli  elementi  di  AB  y  per  sup- 
posto tutti  positivi ,  dovranno  essere  tutti  nulli.  Ma  a  tale 
oggetto  si  richiede  necessariamente  che  siano  nulli  tutti  gli 
elementi  dell'  una  o  dell'altra  delle  due  classi  A  e  B,  cioè , 
che  è  lo  stesso,  che  sia  nullo  l' uno  o  V  altro  dei  due  numeri 
{A,  A')  6  {B,  B'). 

14.  Se  i  due  numeri  (A,  A')  e  (B,  B')  non  sono  entrambi 
positivi,  sarà  sempre  lecito  supporre  che  ognuno  di  essi  sia 
definito  per  mezzo  di  numeri  tutti  positivi  ovvero  tutti  ne- 
gativi, dopo  di  che  non  si  avrà  che  estendere  ai  numeri  reali 
la  nota  regola  dei  segni  per  ricondurre  la  definizione  di  pro- 
dotto dei  due  numeri  a  quella,  data  pocanzi,  di  prodotto  di 
due  numeri  positivi. 

15.  Divisione.  —  Dati  due  numeri  reali  positivi  qualisivo- 
gliano  a  e  ^,  dividere  il  primo  per  il  secondo  significa  cer- 
care un  terzo  numero  x  che  moltiplicato  per  il  secondo  ri- 
produca il  primo.  Dovendo  soddisfarsi  all'  eguaglianza 

^x  =  a, 

si  vede  primieramente  che,  se  il  numero  ^  è  zero  senza  che 
sia  zero  a,  non  può  esistere  alcun  valore  finito  di  x  che  rap- 
presenti il  quoziente  di  a  per  ^ ,  e  che  se  a  e  p  sono  en- 
trambi nulli,  ogni  numero  sostituito    per  x  soddisferà  all'è- 
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guaglianza,  e  potrà  quindi  considerarsi  come  quoziente  di  a 
per  ^. 

16.  Noi  supporremo  dunque  che  dei  due  numeri 

a  =  {A,A')  ,p  =  (B,B') 

il  secondo  {Bj  B')  sia  diverso  da  zero;  cosicché,  se  indichia- 
mo con 

e 

ft'     h'     h' 

gli  elementi  di  J?  e  di  B\  potremo  ritenere  che  le  6^ ,  òg  ,  63  . .  . 
sian  tutte  positive  .e  maggiori  di  un  certo  numero  6  diverso 

da  zero.  Designiamo  ora  con  —  la  classe  formata  dai  numeri 

/> 

111  1,,    ^  ,  11 

-7-  ,  -r-  ?  T"  •  •  •   6  con  -     quella  formata  dai  numeri  rri-r»*'» 

Òj  &2  63  B'  ^V^2 

È  facile  riconoscere  che  queste  due  classi  individuano  un 


nuovo  numero 


(  —  ,  —  j.  Infatti  dalla  disuguaglianza 


h  <  6',. 

si  deduce 

1         1 
< 


cioè  ogni  numero  di  —,  è  minore  di  ogni  numero  di  — .  Inol- 
tre  la  differenza 


h     6'a       hb'u  V  S 


2 


può  rendersi  piccola  quanto  si  vuole ,  rendendo  sufficiente- 
mente piccola  la  diiferenza  b\  —  b^ ,  poiché  il  denominatore 
0^  è  diverso  da  zero. 
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Se  ora  facciamo  il  prodotto  di  ?  pel  nuovo  numero 


otteniamo  per  la  regola  degli  articoli  prec. 

poicliè  i  numeri  della  prima  classe  essendo  della  forma  -r-p  r 

ed  essendo  per  supposto  ò,-  <  ò'/j ,  saranno  tutti  minori  di  1 
e  similmente  quelli  della  seconda  tutti  maggiori  di  1.  11  nu- 
mero p'  è  dunque  V  inverso  di  f. 

Sia  ora  x  il  quoziente  cercato  di  a  per  S  ;  si  dovrà  avere 

g  .  3c  =  a  (8> 

e  quindi  anche 

ossia  per  la  (7) 

se  =  p'  •  a 

e  questo  numero  soddisferà  evidentemente  alla  (8),  cioè  sarà 
il  quoziente  cercato. 

Esso  può  esprimersi  più  semplicemente.  Si  ha  infatti  per 
la  regola  del  prodotto: 

-4  a- 

dove  —  è  il  complesso  di  tutti   i  numeri  -J^  che  si  ottengo- 

li 

no  dividendo  un  elemento  qualunque  di  A  per  uno  qualun- 

A^ 
que  di  JB',  e  similmente  per  -—  • 

B 

11  quoziente  della  divisione   di  a  per  p  ,  che  abbiamo  di- 
mostrato esistere  ed  essere  perfettamente  determinato,  si  in- 
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dica  col  simbolo  — .  Il  problema  della  divisione   è   dunque 
risoluto  dalla  formola. 

(^.^')        M       A'\  (a) 


EaaroimL 

l.o  Dimostrare  che 

[(^  A')  f  {B,  B')]{C,  C)  ^.  {A,  A'){C,  C)  +  (5,  B')(C,  C) 

d^onde  si  deduce  poi  sabito  P  estensione  della  regola  per  il  pro- 
dotto di  due  polinomi. 

2.<>  Dimostrare  che 

{A,  A'y{C,C')  ^  (A,  A') 
iB,B')'{C,C')      {B,B') 

8.^  Dimostrare  che  esiste  sempre  una  ed  una  sola  radice  reale 
^ma  (n  intero)  di  un  numero  reale  positivo  p  preso  ad  arbitrio.  So 
indichiamo  con  A  il  complesso  dei  numeri  razionali  la  cui  po- 
tenza n™»  è  inferiore  a  p,  con  A'  il  complesso  di  quelli  la  cui  po- 
tenza n™*  è  maggiore  di  p^  si  avrà  allora 

n  *»__ 

(il ,  -4.')    Tzp  cioè  yj  p  —  (-4  ,  A'). 


§  3.0  —  liimite  di  una  sacoessione  (progressione) 

infinita  di  nameri  reali. 


17.  Consideriamo  una  successione  di  un  numero  infinito  di 

numeri  «j ,  «2  ?  ^3  j  ^4  •  •  •  ^n  •  •  •  *^^®  ^^®  ^^  ^S^i  valore  del- 
l'indice  n  corrisponda  un  valore  ben  determinato  di  a^.  Si 
dice  che  una  siffatta  successione  ammette  un  limite  a  (o  an- 
che che  tende  ad  un  limite  a  col  crescere  di  n  all' infinito) 
quando  la  differenza  fra  a  ed  uno  qualunque  dei  termini  di 
indice  abbastanza  grande  sia  più  piccola  di  una  quantità  as- 
segnata, piccola  ad  arbitrio.  0 ,  in  altri  termini ,  se  ce  un 
numero  positivo  pìccolissimo,  si  potrà  sempre  determinare  n 
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in  modo  che  tutti  i  numeri  della  successione  a  partire  da  a^ 
digeriscano  da  a  per  meno  di  e.  Cioè  si  dovrà  avere  in  va- 
lore assoluto: 

a  — a„<e  ,  a  — «„+i<  £  ,  a  — ««^j  <6,... 

contemporaneamente  per  lo  stesso  valore  di  6. 

Si  dice  anche  talora,  con  locuzione  più  semplice  ma  meno 
rigorosa,  che  i  numeri  di  una  successione  tendono  ad  a  quan- 
do col  crescere  degli  indici  essi  si  avvicinano  indefinitamen- 
te ad  a. 

Se  una  successione  d' infiniti  numeri: 

^1  >  ^2  ^  '^S  >  •  •  •  ^n  •  •  • 

ammette  un  limite  a,  ciò  s'indica  colla  scrittura: 

lim  a^=  ÓL 

11=00 

e  spesso  più  semplicemente  con  lima^  =  a ,  sottintendendo 
per  w  =  Qo  . 

Esempio  1.®  —  Poiché  col  crescere  dell'indice  n  i  numeri 

diventano  sempre  più  piccoli,  fino  a  differire  dallo  zero  di 
tanto  poco  quanto  si  voglia,  si  avrà 

lim  ^  =  0. 
«-co  n 

Esempio  2.o  —  Sia  la  successione: 

2      3      4      5  1  +  n 


3  '  4  '  5  '  6''"2  +  n' 
Per  questa  successione  si  ha: 

,.     1  +  w 

hm =1. 

»=oo  d,  -{•  n 
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Per  verificare  ciò  formiamo  la  differenza  fra  il  limite  pre- 
sunto 1  ed  un  termine  qualunque  o,j. 
Si  trova: 

l  +  n_2+w-(l+w)_         1 


2  +  n  2  +  n  2  +  n 

ed  è  evidente  che  lai  frazione  diviene   più  piccola  di 

2  4-  n 

ogni  quantità  assegnabile  col  crescere  indefinitamente  dell'in- 
dice n.  Dunque  ecc. 

18.  Data  una  successione  indefinita  di  numeri 


^1  »  ^2  7  ^3  7  •  •  •  >  ^/l  7 


.  . 


si  tratta  ora  di  stabilire  un  criterio  per  riconoscere  se  essa 
ammetta,  oppur  no,  un  limite  determinato. 
Noi  dimostreremo  a  tale  oggetto  il  seguente: 

Teorema.  —  La  condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè 
una  successione  di  infiniti  numeri  ammetta  un  limite  ,  si  è 
che^  fissata  una  quantità^  piccola  quanto  si  voglia  e,  esista  ìin 
valore  finito  delV  indice  n  tale  che  la  differenza  fra  il  nu- 
mero a„  ed  uno  qualunque  dei  successivi  sia^  in  valore  asso- 
luto^ minore  di  z,  Si  deve  cioè  avere  *; 

contemporaneamente  per  fc  =  1,  2.  3,  .  .  .  . 

Cominciamo  col  dimostrare  che  questa  condizione  è  neces- 
saria. Invero,  ammettiamo  che  della  successione  data 


^17  ^2  ì  ^s  ì  *  *  '  ì  ^n  1 


»  . 


il  limite  ci  sia,  e  sia  A.  Presa  allora  una  quantità  e  piccola 
ad  arbitrio,  si  potrà  sempre  prendere  poi  n  abbastanza  grande 
perchè  si  abbia: 


*  D'  ora  innanzi,  per  designare  il  valore  assoluto  di  una  quan- 
tità, rinchiuderemo  la  quantità  stessa  fra  due  parentesi  quadre. 
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ed  inoltre 

[^-a«-K*]<  Y  ,  fc=l,  2,  3,... 
onde 

e  ancora  a  fortiori  *: 

[(^  -  «„+&)  -  U  -  ««)]  <  e 
cioè  appunto 

Dunque,  se  la  successione  ammette  il  limite,  la  condizione- 
è  verificata,  opperò  è  necessaria  per  1'  esistenza  del  limite. 

19.  Passiamo  ora  a  dimostrare  che  questa  condizione  è  an- 
che sufficiente;  ammetteremo  dunque  che,  per  ogni  quantità 
positiva  e,  fissata  piccoJa  ad  arbitrio,  si  possa  sempre  deter- 
minare n  in  modo  da  avere 

[«/.+7t  -  a„]  <  e  ,  A:  =  1,  2,  3,  .  .  . 

e  dimostreremo  che  allora  esiste  necessariamente  un  limite 
per  la  successione  data. 

Immaginiamo  di  avere  una  successione  di  quantità  posi- 
tive diverse  da  zero  Sj  ,  Sg  »  ^s  >  •  •  •  »  ^n  »  •  •  •  ^^1®  c^®  sia 
lime„  =  0.  Una  siffatta  successione    si  può  sempre  costruire 

«=00 

in  infiniti  modi;  per  esempio  basterà  prendere  £„  =  -.  Presa 

n 

una  qualunque  di  queste  quantità  e,- ,  si  potrà  sempre ,  per 
ipotesi,  determinare,  corrispondentemente  ad  essa  ,  un  certo 
valore  w,-  dell' indice  n  tale  da  avere 

[a„.  +  /t  -  «fij.]  <  ^i (1) 


*  Poiché,  se  «  e  /5  sono  due  numeri  reali,  si  ha  sempre; 
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In  corrispondenza  delle  quantità  Si  ,  £9  >  ^3  ?  •  •  •  avremo 
dunque  altrettanti  indici  n^  ,  n^  y  n„  ,  .  .  .  per  i  quali  saranno 
verificate  le  disuguaglianze: 

[««2  +  *  -  «nj  <h  7  (A:  =  1,  2,  3,  ...  ) 


Ciò  premesso,  indichiamo  con  A  la  classe  formata  dai  nu- 
meri: 

^«j      ^1  >  ^«2      ^2  j  •  •  •  >  ^«^      ^i  7  •  •  • 
e  con  ^'  quella^  formata  dai  numeri: 

^n-  "^  ^1  )  ^«^  +  ^2  >  •  •  •  »  ^«,.  4-  £|  7  •  •  .  • 

1  z  t 

Dico  che  queste  due  classi  individuano  un  numero  {A,A^)=ai 
e  che  questo  è  appunto  il  limite   della  successione  data. 
Consideriamo  infatti  un  elemento  qualunque  a„  —  6^  della 

i 

classe  A  ed  uno  qualunque  a„  +  e,-  della  classe  A\ 

J       ^ 

Dobbiamo  dimostrare  primieramente  che 


0  che  è  lo  stesso: 


»        J 


Ora   ciò    riesce   manifesto    se   si  riflette   che ,  nel  caso  di 
Uj  >  w^ ,  si  ha  per  le  (1): 
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e,  nel  caso  di  ny  <  n^ ,  si  ha  per  le  stesse  (1) 

onde  in  ogni  caso  sarà: 

i  J  ' 

ed  a  fortiori 

In  secondo  Inogo  dobbiamo  dimostrare  che  la  differenza 

Kj  +  e,)  -  (««.  -  S() 

può  rendersi  piccola  a  piacere  scegliendo  opportunamente  gli 
ìndici  i  ed  j.  Ed  invero  a  tale  oggetto  basterà  prendere  ^=2, 
poiché  allora  questa  differenza  si  riduce  a  2  •  e^  che,  per  sup- 
posto, può  rendersi  piccolo  a  piacere  prendendo  V  indice  i 
abbastanza  grande. 

Ora  io  dico  che  il  numero  a  =  (^,  A^)  cosi  determinato,  è 
appunto  il  limite  della  successione  a^  ,  02 ,  ^3 ,  .  .  .  .  Infatti  , 
poiché  a  é  compreso  fra  i  numeri  di  X  e  quelli  di  -4'  si  ha: 

%  t 

e  anche  cambiando  i  segni  a  tutti  i  membri: 

e^  -  «ft .  >  -  a  >  -  a» .  -  e^  •  •  •  (2) 

Inoltre,  per  le  (1),  si  ha: 

««.+  e»  >  «a.+&  >  a„  -  s,.  ,  fc  =  l,  2, . .  .  (3) 

Se  ora  sommiamo  membro  a  membro  la  (2)  con  la  (3)  ot- 
teniamo 

2ei  >  a„  ^^  —  a  >  —  2c,    A;  =  1,  2,  .  .  . 

i 

cioè: 

[a-««.^*]<2e<  A:  =  l,  2,  ...  (4) 

Basterà  dunque  prendere  V  indice  m  di  a^^  maggiore  di  n^ 

Gas^iaa—- Algehra  complementare,  8 


\ 
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perchè  a^  differisca  da  a  per  meno  della  quantità   piccolis- 
sima 26^;  e  ciò  esprime  appunto  che 

lim  a,«  =  a, 

f»=00 

20.  Come  applicazione  del  teorema  ora  dimostrato  voglia- 
mo far  vedere  che;  una  successione  infinita  di  numeri  posi- 
tivi crescenti: 

^-i  <[  3'2  <[  ^3  "^I  ^4  •  •  •  W) 

(ì  cui  valori  non  divengono  infinitamente  grandi  col  crescere 
delV  indice  n)  tende  sempre  ad  un  limite  determinato. 

Dire  che  i  valori  (5)  non  possono  divenire  infinitamente 
grandi  col  crescere  dell'  indice  n  significa  potersi  determinare 
un  numero  positivo  k  tale  che  si  abbia  sempre 

a,^<k 

comunque  grande  si  voglia  prendere  l' indice  n. 

Ciò  premesso ,  si  immagini  fissata  a  piacere  una  quantità 
positiva  E;  anche  piccolissima  purché  non  nulla,  e  si  consi- 
deri la  progressione  aritmetica 

0 ,  £ ,  2£  ,  3£  ,  4£  ,  .  .  .  . 

Per  mezzo  di  questi  termini  l' intervallo  compreso  fra  0  e 
k  si  verrà  a  suddividere  in  un  numero  finito  di  intervalli  più 
piccoli  (cioè  p.  es.  da  0  ad  £,  da  £  a  2£  ,  .  .  .  da  w£  a  A: , 
se  A:  è  compreso  fra  me  ed  (m  +  1)  e).  Si  immagini  ora  co- 
nosciuto quello  di  questi  intervalli  che  è  l'ultimo  in  cui  possa 
trovarsi  compreso  qualche  numero  della  successione  (5).  Esso 
potrà  essere  l'intervallo  estremo  fra  mz  e  A:,  o  più  general- 
mente un  intervallo  qualunque  fra  [/.£  e  {\j.  +  1)  £.  Sia  allora 
a,i  un  elemento  di  (5)  compreso  in  esso.  Per  ipotesi  tutti  i 
numeri  della  successione  a^ ,  a^^^  >  •  •  •  saranno  inferiori  a 
(jjL  +  1)  £ ,  d'  altra  parte  essi  sono  per  le  (5)  superiori  od  al 
più  eguali  ad  a^  ;  quindi  essi  si  troveranno  tutti  compresi, 
al  pari  di  a^,  nelP  intervallo  fra  jjl£  e  {\k+l)e.  Si  avrà 
quindi  evidentemente 

[di  —  a,vd  <  2     &  =  1,  2,  3,  ...  . 

La  condizione  necessaria  e  sufficiente  per  V  esistenza  del 
mite  resta  cosi    verificata. 
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21.  Per  trovare  il  limite  di  una  successione  infinita  di  nu- 
meri si  fa  spesso  uso  del  seguente  teorema: 

Se  a,j  e  b„  tendono  ad  uno  stesso  limite  OL  col  crescere  dei- 
Vindice  n  e  Cn  è  un  numero  sempre  compreso  fra  a„  e  b„, 
esso  pure  avrà  per  limite  OL  col  crescere  di  n  alV  infinito. 

Infatti,  poiché  c„  è  compreso  fra  a„  e  &„,  la  differenza 
c„  — a  sarà  compresa  fra  a„— a  e  fra  b^—a.  Ma,  essendo  a 
per  supposto  limite  di  a„  e  di  6„  ,  ciascuna  delle  differenze 
a^  —  a  e  ò„  —  a,  per  le  definizioni  di  limite  ,  diventerà  pic- 
cola a  piacere  purché  si  prenda  l'indice  n  abbastanza  gran- 
de. Lo  stesso  accadrà  dunque  a  fortiori  della  differenza  c„— a 
il  cui  valore  algebrico  é  compreso  fra  quelli  di  questi  due; 
cioè  c^  tenderà  del  pari  allo  stesso  limite  a  col  crescere  di 
n  air  infinito. 

22.  Se  il  numero  a„  finisce  per  diventare,  in  valore  asso- 
luto, più  grande  di  qualsivoglia  quantità  assegnabile  col  cre- 
scere infinitamente  di  w,  si  dice  qualche  volta  che  a^  ha  per 
limite  V  infinito  e  si  scrive: 

lim  a„  =  00  . 

Se  inoltre  col  crescere  dell'  indice  n ,  il  numero  n  finisce 
per  avere  sempre  lo  stesso  segno  positivo  (  o  negativo  )  si 
dice  più  specificatamente  che  a^  ha  per  limite  l'infinito  po- 
sitivo ovvero  1'  infinito  negativo,  scrivendosi  a  seconda  che 
ha  luogo  Tuno  o  l'altro  caso: 

lim  a,^  =  +  00  ,  ovvero:  lima„  =  —  x  . 
ns=Qo  ^  n=Qo 

A  schiarimento  di  queste  definizioni  si  considerino  i  se- 
guenti esempi: 

r     2  +  n 

lim =  4-00 

n-co      2  • 

,.     2-n 

lim  — —  =  —  00 

fl=00         2 

_      2+(-l)'*.n 

lim ~ =  00  . 

flaoo  2 
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Esercizi. 

1.®  Se  a^ ,  a^  )  «3  ,  .  .  .   è  nna   successione  infinita  di  numeri  pò- 

sitivi  tali  che  il  rapporto tenda  ad  un  lìmite  determinato- 

a  minore  di  1 ,  col  crescere  di  n  alP  infinito  si  avrà  necessaria- 
mente 

lim  «rt  "=  0 
n-oo 

La  reciproca  non  è  vera. 

2.®  Applicare  il  teorema  precedente  a  dimostrare  che 

lim  - —  =  0. 

0 

8.®  Applicare  il  teorema  dell*  articolo  (21)  a  dimostrare  che 

sino; 
lim =  1 

fl=ao     X 

cioè  che  la  successione: 

sinaTQ        sina?!        sinxj 
Xq  x^  x^ 

ha  per  limite  1  quando  la  successione 


^0  »  *i  »  ^2 


ha  per  limite  zero. 


§  4.0  —  Operazioni  fondamentali  sai  limiti  finiti. 

23.  Se  a„  e  b„  tendono  risp,  ai  limiti  finiti  A  e  B  ,  la 
somma  a^  +  b^  avrà  per  limite  A+B,  e  la  differenza  a^— b^ 
avrà  per  limite  A  —  B. 

Per  dimostrare  che  lim(«^  +  &„)  =  A-^  B  basta  far  vedere 
che  per  tutti  i  valori  abbastanza  grandi  di  n  si  può  avere 

(A +  ^)-K +  &„)<£ 
e  essendo  una  quantità  piccolissima  fissata  ad  arbitrio.  Que- 
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«ta  disuguaglianza  può  anche  scriversi 

(4-aJ  +  (B-6„)<e 

e  sotto  questa  forma  si  vede  chiaramente  che  essa  sarà  sod- 
disfatta per  tutti  i  valori  abbastanza  grandi  di  n ,  poiché  , 
essendo  per  supposto  lima„  :=  il  e  lim&„  =  B^  ciascuna  delle 
due  differenze  \A  —  a,^  e  {B  --h,^  j  e  quindi  anche  la  loro 
somma,  diventa  piccola  a  piacere  per  n  abbastanza  grande. 
Per  dimostrare  poi  che  \\m{a^  —  b^)  =z  A  —  B  si  procede  in 
modo  affatto  simile  considerando  che  la  differenza 

(A-B)-  (a„  -  bj 
può  scriversi  identicamente  sotto  la  forma 

{A  -  a„)  -{B-  b„). 

24.  Se  a„  e  b„  tendono  rìsp,  ai  limiti  finiti  A  e  B,  il  pro- 
dotto a^«b„  avrà  per  limite  il  prodotto  A'B. 

Come  sopra,  basta  dimostrare  che  la  differenza 

A*B-a„^h^ 

può  ridursi  piccola  a  piacere  per  n  abbastanza  grande.  In- 
vero si  può  scrivere  identicamente 

ed  ora  è  facile  rióonoscere  che  ciascuna  delle  due  parti  che 
compongono  il  secondo  membro  può  divenire  piccola  a  pia- 
cere per  n  abbastanza  grande.  In  fatti  le  differenze  (-4— a„) 
e  (B—b^)  potendo  per  ipotesi  rendersi  piccole  a  piacere  lo 
stesso  deve  dirsi  del  prodotto  di  A  —  a^  per  la  quantità  fissa 
B  e  del  prodotto  di  B  —  b^  per  il  fattore  a^;  poiché  que- 
st*  ultimo,  avendo  per  limite  finito  A,  si  conserverà  sempre 
finito,  cioè  inferiore  ad  una  quantità  fissa  assegnabile. 

25.  Se  a,f^  e  b,^  tendono  risp.  ai  limiti  A  e  B  e  se  JB  è  di- 

a  A 

verso  da  zero,  il  quoziente  r^  avrà  il  limite  finito  ^^  • 

K  ^ 

Cominciamo  dal  dimostrare  che  il  quoziente  —  ha  per   li- 
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mite  — .  Basterà  dimostrare  che  la  differenza 

1        1  _K-B_^^  1 

può  rendersi  piccola  a  piacere  per  n  abbastanza  grande.  Ora 
ciò  è  vero  poiché  l'ultimo  membro  è  il  prodotto  di  due  fat- 
tori, dei  quali  il  primo  6,,  —  B  diviene  piccolissimo  per  ipo- 
tesi ed  il  secondo  resta  finito.  Invero  perchè  il  secondo  fat- 

tore  -  potesse  divenire  grande  quanto   si  voglia  col  cre- 

scere  di  n  bisognerebbe  che  il  fattore  6,^  del  denominatore 
potesse  divenire  piccolo  a  piacere  per  n  abbastanza  grande, 
ossia  che  b^^  avesse  per  limite  lo  zero,  il  che  è  contrario  al 
supposto. 

Ciò  premesso,  poiché: 

lima,,  =  A   e  lim  —  =  —  , 

si  ha  per  il  teorema  del  prodotto  dell'art,  prec. 

lima*.  •  —  =  A  •  — 
"    6„  B 


ossìa  appunto 


26.  Come  applicazione  importante  del  teorema  sul  quoziente 
dei  limiti  proponiamoci    di  trovare   il  limite,  per  n  infinito, 

dell'  espressione —  ,  a,  6,  e,  d  essendo  quattro  numeri 

e  -{-  dn 

costanti. 

Il  numeratore  a-\~hn  tende  in  generale,  per  n  infinitamente 
grande,  ad  un  limite  infinito  e  lo  stesso  dicasi  del  denomi- 
natore. Volendo  quindi  applicare  il  teorema  del  quoziente 
converrà  prima  trasformare  la  frazione  in  modo  che  tanto  il 
numeratore  che  il  denominatore  tendano  a  limiti  finiti. 

A  tale  oggetto  basterà  dividere  per  n  i  due  termini  della 


—  39   — 

frazione  con  che  essa  non  cambia  di  valore  e  prende  la  forma 


a 

—  +  h 

n 

n 


Ma  se  n  cresce  indefinitamente,  —  e  —  tendono  evidente- 

n        n 

mente  a  zero,  onde: 

lim  ^—  +  ft)  =  6    ,    lìmi—^-d^^d 

epperò,  applicando  ora  il  teorema  del  quoziente,  si  trova 

, .     a-^-hn       h 

lim =  —  • 

e  -\-  dn       d 

EserciBi. 


a-^bn  +  cn^  a -\- bn  +  cn^ -^  dn^ 

l.o  Trovare  il  limite  di  ~ — p- ,   di     ,--n r-s — =— s?  ®c°» 

a-\-bn-\-cn^  a-^bn-^cn^-^an^ 

per  n  =  00  . 

\n 
2.0  Trovare  il  limite  di  ==—■ . 

nr 

3.<^  Dimostrare  che 


liin?a±i=('liin-^-!^'-)'- 


4.<>  Se  il  quoziente  r—  tende  ad  un  limite  finito,  e  se  si  ha  inol- 

On 

..       bfi  A.  1  ">                                                 T        **/l4 1  —  <***  , .      <hi 

tre  hm      /  ^      1 ,  dimostrare  che:       ^^^  -, r~  =  "°^  IT' 


Si  applichi  r  identità 
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5.®  Dedurre  come  corollario  che:  se — **  '*'*    tende  ad  un  limite 


On 


finito  diverso  dall'  unità  ,   si  ha:  lim  — ^^-^  =  —  lim     **  '*'^    . 

fln  —  <»n  -.  1  On  j 


§   5.0  —  Potenze  e  limiti  di  potenze  di  numeri  reali. 

27.  Le  potenze  successive 

h,  h\  h^,  h*,  .  .  .  h«,  .  .  . 

di  un  numero  positivo  h  tendono  alVinfinito  positivo  quando 
h  >  1,  e  tendono  invece  a  zero  quando  h  <  1. 

Cominciamo  dal  supporre    che   h  sia   un   numero  positivo 
maggiore  di  1.  Si  può  scrivere: 

A  =  1  +  (^  -  1) 


Infatti,  poiché  A  >  1 ,  si  ha  a  fortiori  fc*  >  1 ,  e  moltipli- 
cando i  due  membri  per  [h  —  1) 

Sommando  ora  membro  a  membro  le  n  ineguaglianze  scritte 
sopra,  e  considerando  che  i  termini  in  h^h^^h^,  ,  .  .  h^~^  si 
distruggono  nel  primo  membro  perchè  eguali  a  due  a  due  e 
di  segno  contrario,  si  ottiene 

^^  >  n(^  -  1)  +  1 (1) 

Da  questa  disuguaglianza  si  vede  ora  che  il  valore  di  h^ 
può  divenire  grande  quanto  si  vuole  purché  si  prenda  1'  es- 
ponente n  abbastanza  grande,  poiché  volendo  che  h^  superi 


I 


—  41  — 

un  numero  positivo  K  scelto  grande  a  piacere,  basterà ,  in 
virtù  della  (1),  di  prendere  n  in  modo  che  si  abbia 

cioè  di  prendere 

il  che  si  può  sempre  fare  prendendo  per  n  il  numero  intero 

immediatamente  superiore  a  r ■• 

h —  1 

Si  ha  dunque 

lim/i'*  =  -foo      (^>1).  (2) 

28.  Supponiamo  ora  che  h  sia  un  numero  positivo  minore 
di  1.  Poiché  allora  il  numero  reciproco  -  è  invece  maggiore 

ih 

di  1,  si  ha  per  quanto  precede 

lim  •  (  7  )    =  +  00 

fisco      \h/ 

0,  che  è  lo  stesso: 

lim  Tn  =  +  <30  . 
flsoo  h 

1 

Ma  perchè  la  frazione  -^  diventi  grande  quanto  si  vuole, 

col  crescere  di  w,  è  necessario  che  il  denominatore  hJ^  diventi 
piccolo  quanto  si  vuole,  cioè  appunto  che  si  abbia 

lim/^'^rrO     (/Kl).  (3) 

n=oo 

29.  Finora  non  abbiamo  considerato  che  valori  interi  e  po- 
sitivi dell'esponente  n.  In  algebra  però  si  dà  un  significato 
ben  determinato  all'espressione  h^  qualunque  sia  il  numero 
reale  a.  Poiché  lo  scopo  di  ciò  si  è  di  rendere  più  semplice 
e  più  generale  il  calcolo  algebrico ,  conviene  vedere  se  sia 
possibile  di  dare,  per  convenzione,  ad  ^*  un  significato  tale 
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che  seguitino  poi  a  sussistere  senza  eccezione,  le  regole  fon* 
damentali  del  calcolo  algebrico,  ed  in  ispecie  la  regola  fon- 
damentale espressa  dalla  formola 

K^ .  h^'  =  /fc«^*' (4) 

Partendo  da  questo  concetto  si  è  riconosciuto  facilmente 
che  il  significato  di  h^  non  può  darsi  che  in  un  unico  modo. 
Cioè,  se  a  è  dapprima  un  numero  razionale  positivo,  vale  a 

m 

n 

si  dovrà  porre  come  definizione  di  /i*: 


Ifìh 

dire  della  forma  a  =  —  dove  m  ed  w  sono  interi   e  positivi , 


Ut      n 


^«  =  »Jh"' ...  (a) 

e,  se  a  è  un  numero  razionale  negativo: 

--11 

Poste  queste  definizioni ,  alle  quali  deve  aggiungersi  an- 
cora il  caso   particolare: 

h^=:l  (e) 

è  facile  verificare  che  la  formola  fondamentale  (4)  seguiterà 
a  sussistere  per  tutti  i  valori  razionali  degli  esponenti  a  ed  a'. 

30.  Dalla  definizione  (a)  segue  che:  Se  a  è  un  esponente 
positivo  (per  ora  anche  razionale)  la  potenza  h*  avrà  un  va- 
lore maggiore,  uguale  o  minore  di  1  secondochè  h  sia  mag- 
giore j  eguale  o  minore  di  1. 

Sia  infatti,  per  fissare  le  idee ,  h>  1  e  supponiamo,  se  è 
possibile:  che  si  avesse  (m  ed  n  essendo  interi  e  positivi) 

/t'*<l; 
se  ne  dedurrebbe  elevando  alla  potenza  n*»*: 
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Ora  ciò  è  assurdo  ,  poiché  essendo  ^  >  1 ,  a  maggiore  ra- 
gione sarà  h'^  >  1. 

31.  Si  vede  invece  che  :  se  a  è  un  esponente  negativo^  la 
potenza  h*  sarà  rispettivamente  minore,  uguale  o  maggiore  di 
ìf  secondo  che  h  sia  maggiore j  uguale  o  minore  di  1. 

Ciò  è  una  conseguenza  immediata  del  teorema  precedente, 
se  si  consideri  che,  per  la  definizione  (6),  h~^  è  la  recipro- 
ca di  h^. 

32.  Finalmente,  noteremo,  come  illustrazione  della  defini- 
zione (e)  che,  se  si  consideri  una  successione  di  numeri 

avente  per  limite  lo  zero,  e  si  formino  le  potenze 

h^t  ,  h^»  ,   A^» ,  .  .  . , 

questa  nuova  successione  avrà  appunto  per  limite  Vunità. 

Supponiamo  infatti,  per  fissare  le  idee,  ^  >  1  e  le  e  posi- 
tive, e  consideriamo  la  differenza  h^^  —  1  che  è  certamente 
positiva  (art.  30).  Dobbiamo  dimostrare  che,  dato  un  numero 
positivo  dj  anche  piccolissimo,  si  può  sempre  determinare  n 
in  modo  da  avere: 

il  che  equivale  a  scrivere: 

h^n<  i  +  S 
od  anche 

i_ 
(1  -h  òfn  >  k. 

Ora  è  manifesto  che  quest'  ultima  disuguaglianza  sarà  sod- 
disfatta dai  valori  abbastanza  grandi  di   n,  poiché^  essendo 

per  supposto  lims,^  =  0,  la  reciproca  —  avrà   per  limite   -f-  co  , 

quindi  il  numero  1  4-  o,  che  è  evidentemente  maggiore  di  1, 
venendo  elevato  ad  un  esponente  positivo  grande  quanto  si 
vuole  finirà  per  superare  certamente  il  valore  di  h  (art.  27). 

33.  Il  risultato  dell'articolo  precedente  viene  espresso  dalla 
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scrittura 

lìmh^n  =  1. 

«=00 

Per  esprimere  però  al  tempo  stesso  che  per  w  =  oc  Tespo- 
nente  8„  tende  al  limite  zero  si  preferisce  di  scrivere 

lim  h'  =  1  .  .  •  (5) 

e=o 

e  si  dice  che  un  numero  positivo  elevato  ad  un  esponente  pic- 
colissimo tende  al  valore  1  quando  V  esponente  tende  al  va- 
lore 0. 

34.  Vediamo  ora  quaV  è  il  significato  da  darsi  ad  ^*  quan- 
do a  è  un  numero  irrazionale  definito  da  due  classi  J.  ed  il' 
di  numeri  razionali.  Siano  «j  ,  «2  >  ^3  ^  numeri  di  A  ed 
<2'|  ,  a'2  ,  a'3  .  .  .  quelli  di  A\  Questi  numeri  essendo  razio- 
nali potremo  prenderli  come  esponenti  di  A  e  formare  cosi 
una  prima  classe  di  numeri 

h""^  ,  A«-  ,  7i«»  .  .  . 

che  indicheremo  brevemente  con  A^,  ed  una  seconda  classe 
di  numeri 

A"'i  ,A°'«,fe"'»,  ... 

che  indicheremo  brevemente  con  h^' , 

Dico  che  queste  due  classi  individuano  un  numero.  Infatti, 
supponendo  per  es.  per  fissare  le  idee  A  >  1 ,  si  ha  eviden- 
temente (art.  30) 

h     =  h  h    >  k 

poiché  per  supposto  la  differenza  {a'j  —  a^)  è  positiva,  onde 

h^'j~^i  è  maggiore  di  1.  Dunque  ogni  numero  di  h^  è  mino- 
re di  ogni  numero  di  h^'. 

Per  riconoscere  poi  che  la  differenza  h^  j  —  h^i  fra  i  numeri 
delle  due  classi  può  rendersi  piccola  a  piacere  scegliendo 
opportunamente  i  ed  j  basta  riflettere  che  si  può  scrivere 
identicamente 

a'i         ai         cu     ai- ai  cu     ^ 

h^-h    =h   {h        -l)  =  h(h^-l) 
dove  l'esponente  e=  a'j  —  ai  può  rendersi  piccolo  a  piacere 
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scegliendo  opportunamente  %  ed  j.  Ma  per  g  abbastanza  pic- 
colo h^  differisce  da  1  di  tanto  poco  quanto  si  vuole ,  onde 
il  fattore  {h^  —  1)  differirà  di  tanto  poco  quanto  si  vuole 
dallo  zero;  opperò  il  prodotto 

si  potrà  anche  rendere  piccolo  a  piacere,  restando  Paltro  fat- 
tore h^i  sempre  finito. 

Resta  cosi  dimostrata  V  esistenza  del  numero  {h^ ,  h^*)^  e 
questo  numero  si  assume*  naturalmente  come  definizione  di 
^*.  Possiamo  dunque  scrivere  la  definizione  deir  elevazione 
ad  esponente  irrazionale  come  segue: 

^(A,A')  ^  (hX^  T^A')  ...  (d) 

35.  Dalla  definizione  [d)  segue  subito  che  i  teoremi  degli 
art.  30  e  31  sussistono  anche  per  un  esponente  a  irrazio- 
nale. Sia  infatti  a  =  {Aj  A')  un  irrazionale  positivo  e  suppo- 
niamo per  fissare  le  idee  ^  >  1. 

Poiché  per  la  definizione  (d)  il  numero  ^*  è  maggiore  dei 
numeri  h'^  e  questi,  essendo  h>  1,  sono  maggiori  di  1  (art. 
30),  a  maggiore  ragione  sarà  maggiore  di  1  il  numero  h^.  Ecc. 

Ed  ora  è  facile  concludere  che  se  V esponente  reale  x  varia 
crescendo  continuamente  dalV infinito  negativo   alV  infinito  pò- 
sitivo,  V esponenziale  M®  varia  dallo  zero   all'  infinito  positivo 
crescendo  pure  continuamente  se  h  >  1.    Varia  invece  da4-<» 
a  0  decrescendo  continuamente  se  h  <  1. 

Sia  infatti  ^  >  1  e  supponiamo  che  all'  esponente  x  si  dia 
un  accrescimento  positivo  y.   Si  avrà  allora 

onde,  poiché  h^  >  Ij  per  quanto  si  è  notato  poco  fa: 

36.  Chiuderemo  queste  considerazioni  sulle  potenze  col  se- 
guente teorema  che  può  servire  a  calcolare  il  limite  di  una 
potenza  quando  si  conosce  il  limite  della  base  ed  il  limite 
dell'esponente:  se  a^  e  b„  tendono  rispettivamente  ai  limiti 
finiti  A  (  positivo  e  diverso  da  zero  )  e  B  coZ  crescere  inde- 
finitamente delVindice  n,  la  potenza  a„*n  tenderà  al  limite  A^,   • 

Poiché  per  supposto:  lima„— -4  e  \imb,^=B,  se  poniamo 

5-  =  a„,6„-J5  =  p„ 
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si  avrà  (§  4.o): 

lima,,  =  1  ,  lim^„  =  0.  (1) 

Intanto,  per  le  posizioni  fatte,   si  ha: 
onde  si  può  scrivere 

e  anche,  per  la  regola  fondamentale  degli  esponenti: 

a/n  =  ^B,^P^.a,B-^Pn..  .  (2) 

dove  il  secondo  membro  è  il  prodotto  di  tre  fattori,  ciascu- 
no dei  quali  tende ,  come  ora  vedremo  ,  ad  un  limite  finito, 
cosicché  per  il  teorema  del  prodotto  dei  limiti  (§  4)  il  limite 
di  a,^n  altro  non  sarà  che  il  prodotto  di  questi  tre  limiti. 

Invero  il  primo  fattore  -4B  non  dipendendo  da  n  conserva 
sempre  il  suo  valore,  cioè  ha  per  limite  se  stesso. 

Il  secondo  fattore  ^P»*,  poiché  la  base  A  resta  fissa  e  l'e- 
sponente ^n  tende  al  limite  zero  ,  tenderà  come  già  sappia- 
mo (art.  33)  al  limite  1. 

Quanto  al  terzo  fattore  a^^^^n  commcìdi.iaio  dal  notare  che, 
essendo  lim^,,  =  0,  esisteranno  evidentemente  due  numeri  in- 
teri fissi  h  e  k  che  comprendono  la  somma  5  +  p„  per  tutti 
i  valori  abbastanza  grandi  dall'  indice  n.  Ma  se 

si  ha  anche  (art.  36). 

a„"<a„B +?«<«„*. 

Poiché  ora  lima^  =  1,  si  ha,  pel  teorema  sul  prodotto  dei 
limiti: 

lima,/*  =  lima„»lima„  .  .  .  =  (limaj''  =  l'*  =  1 

e  similmente 

lima/  =  1. 

Dunque  il  fattore  af^'^^^  si  trova  sempre  compreso  fra  due 
quantità  che  tendono  allo  stesso  limite  1,  e  perciò  il  limite 
sarà  del  pari  Punita  (art.  21). 
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Dalla  (2)  si  conclude  pertanto: 

come  dovevasi  dimostrare: 

Notiamo  espressamente  che  il  teorema   può    cadere  in  di- 
fetto quando  fosse  ^  =  0,  o  quando  l'uno  o  l'altro  dei  limiti 

A  Q  JB  fosse  infinito.  Cosi    per  es.   il  limite  di  (  IH —  )    per 

\      n/ 

w  =  X  non  è  già  dato  da  1°° ,  ovvero  sia  da  1 ,  come  par- 
rebbe a  prima  vista ,  ma  da  tutt'  altro  numero  come  vedre- 
mo^ in  seguitò. 

È  facile  però  di  riconoscere   che  il  teorema  seguita  a  sus- 
sistere anche  quando  A  =  0  e  B  è  finito  e  diverso  da  zero. 

Esercizi. 


..  Calcolare  limKJ  A-] —  e  lim  v/ /4". 


n  n 


2.  Dimostrare  che  lim  sj  n  ■=.  lim  v^w  +  A;  =  1. 

«saOO  fl=0O 


§  6.0  —  Serie  a  termini  reali. 

37.  Fondandosi  sul  concetto  di  limite  si  può  dare  un  si- 
gnificato a  certe  espressioni  che  implicano  un  numero  infi- 
nito di  operazioni.  Le  più  semplici  ed  importanti  espressioni 
di  questo  genere  sono  le  cosi  dette  serie.  Data  una  succes- 
sione infinita  di  numeri 

l'algoritmo 

«1  +  «2  +  ^3  +  •  •  •  +  ^n  +  •  •  •  (1) 

che  si  ottiene  congiungendo  tutti  questi  numeri  col  segno  di 
somma  si  chiama  serie. 

A  primo  aspetto  sembra  impossibile  che  V  algoritmo  (1) 
possa  esprimere  un  numero,  non  potendosi  concepire  la  som- 
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ma  di  un  numero  infinito  di  termini;  ma  soltanto  si  può  con- 
cepire il  significato  delle  somme  parziali: 

cioè  in  generalo  della  somma 

S,,  =  ai+a2+«d+  •  •  •  +^n-i+«»  (2) 

che  si  ottiene  considerando  soltanto  i  primi   n  termini  del- 
l' algoritmo  (1). 

Intanto  però  queste  somme  parziali: 

formano  una  successione  infinita  (  §  3  )  di  numeri ,  che ,  in 
molti  casi,  potrà  avere  un  limite  finito. 

Supposto  ora  che  questo  limite  finito  esista  e  sia  A,  cioè 
che   si  abbia 

lìmS,,  =  A...  (4) 

«=00 

si  dice  che  la  serie  infinita  (1)  ammette  per  somma  j4  e  si 
scrive 

^  =  «j  +  «2  +  ag  -f-  •  •  •  •  (5) 

In  tal  caso  si  dice  anche  che  la  serie  (1)  è  convergente. 
Cioè:  una  serie  si  dice  convergente  quando  la  somma  dei  suoi 
primi  n  termini  converge  ad  un  limite  finito  col  crescere  in- 
definitamente del  numero  n» 

Se  invece  la  somma  dei  primi  n  termini  finisce  per  dive- 
nire, in  valore  assoluto,  più  grande  di  qualsiasi  quantità  as- 
segnabile, col  crescere  dell'indice  n,  cioè  se 

lim  /S'^  =  00 
n=co 

si  dice  che  la  serie  (1)  è  divergente^  e  si  può  scrivere 

00  =  flj^  -f-  «2  -|-  «3  -f-  .  •  .  . 

Finalmente,  in  tutti  gli  altri  casi,  cioè  quando  la  S^  non 
tende  ad  alcun  limite  determinato  col  crescere  di  n,  si  dice 
che  la  serie  (1)  è  indeterminata. 
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Per  meglio  chiarire  queste  definizioni,  consideriamo  qual- 
che esempio  di  ognuna  di  queste  tre  specie  di  serie. 

38.  Si  abbia  la  serie 

il  cui  termine  generale  è  a^  =  . -r-.  Si  ha: 

(n  —  l)n 

^,11  1 


1-2      2-3  (n-l)n 

il  che  si  può  anche  scrivere: 

^-=^+(-i-^)  +  (2--3>(ri)+--+(;éi-^)' 

onde  tralasciando  nel  secondo   membro   i  termini   che  si  di- 
struggono, 

1 


n 


Di  qui  segue  evidentemente: 

lim/S„  =  lim(2--^  =  2. 
n=oo  "  \       n) 


La  serie  (6)  è  dunque  convergente  ed  ha  per  somma  il 
numero  2. 

Come  esempio  di  serie  divergenti  si  hanno  evidentemente 
le  due  seguenti 

1  +  1  +  1  +  14-  .  .  . 

1  +  2 +  3  +  4  +  5  +  ... 

e  come  esempio  di  serie  indeterminata  basterà  citare  la  serie 

1-1  +  1-1  +  1-1  +  .  .  . 

nella  quale  la  somma  di  un  numero  qualunque  di  termini 
oscilla  sempre  fra  il  valore  +  1  ed  il  valore  —  1 ,  ma  non 
tende  ad  un  unico  valore  determinato. 

Capelli. — Algebra  complementare,  4 


—  so- 
do. Se  la  serie: 

^1  +  ^2  "^  ^3  ^"  •  •   ' 

è  convergente  e  sia  S  la  sua  somma,  si  ha 

e  quindi  anche,  che  è  sostanzialmente  la  stessa  cosa^ 

lim  S^^i  -  S. 

Sottraendo  queste  due  eguaglianze  membro  a  membro  viene 

lìmS,,  -  lim/S'^^i  =  0 

od  anche  pel  teorema  sulla  differenza  dei  limiti  (art.  23): 

lim(;^„  -  S,^,)  =  0. 
Ma 

onde  si  conclude  che 

lim  aj^  =  0 

«=00 

cioè:  Se  una  serie  è  convergente^  il  termine  generale  a„  deve 
tendere  al  limite  zero  col  crescere  indefinitamente  delV  in- 
dice n. 

40.  La  condizione  lima^  =  0,  che  abbiamo  visto  essere  ne- 
cessaria per  la  convergenza  della  serie  a^  +  ag  4-  «3  +  .  .  .  , 
non  è  però  sufficiente.  Infatti  è  agevole  il  trovare  esempi  di 
serie  per  le  quali  è  soddisfatta  questa  condizione,  e  ciò  non- 
dimeno sono  divergenti  o  indeterminate. 

Si  consideri  invero  la  serie 

in  cui  a,»  =  -—  ,  onde  evidentemente  lima„  =  0.  Indicando  con 
n 
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^^  la  somma  dei  [Jl  termini  consecutivi  al  ji™o,  cioè  ponendo 

e  osservando  che  x-  è  il  più  piccolo  dei  [k  termini  del  secondo 
membro,  si  vede,  sostituendo  in  luogo  di  ogni  termine  l'ul- 
timo  termine  ^r-  >  che 

2[x 

.11  1  1 

»"     2ji      2[JL  2[k     ^    2[JL 

cioè 

e  >1. 

*^^2 

Ora,  aggruppando  opportunamente  i  termini  della  serie  (7) 
si  può  scrivere: 

1       /l        1\       /l        1        1        1\ 

=  i+Y4-03  +  e4  +  08  +  6i6  +  ... 

dove  il  secondo  membro  può  divenire  infinitamente  grande, 
giacché  ognuno  dei  termini  0|  ,  62  ?  ^s  ?  *  *  *  ^  maggiore  di  -. 

La  serie  (7)  è  dunque  divergente. 
Se  consideriamo  invece  la  serie 

11111111  ,^, 

vediamo  che  essa  pure  soddisfa  alla  condizione  lima„  =  0.  Ma 
è  facile  riconoscere  che  essa  non  è  né  convergente  né  di- 
vergente, ma  bensì  indeterminata. 

41,  Teorema.  —  Affinchè  una  serie  sia  convergente  è  ne- 
cessario e  swfficiente  che^  data  a  piacere  una  quantità  picco- 
liasima  e  ,  si  possa  sempre  determinare   V  indice  n  in  modo 
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che  la  somma  di  un  numero  qualunque  di  termini  della  se- 
rie consecutivi  alV  n^^  sia  sempre  minore  di  £  in  valore  as- 
soluto. 

Infatti  perchè  la  serie  (1): 

flfj  4-  ^2  +  0^3  +  .  .  . 

sia  convergente  è  necessario  e  sufficiente  (art.  37)  che  la  suc- 
cessione di  numeri   (3): 

01,02,03,04,... 

tenda  ad  un  limite  determinato  col  crescere  indefinitamente 
dell'indice  n.  Applichiamo  dunque  il  teorema  dimostrato  al 
§  5  (art.  18)  che  dà  la  condizione  necessaria  e  sufficiente 
affinchè  una  successione  infinita  di  numeri  ammetta  un  li- 
mite finito  e  determinato.  Applicando  questo  teorema  vedia- 
mo che,  data  a  piacere  una  quantità  piccolissima  e,  si  deve 
poter  determinare  n  in  modo  che  le  differenze 

siano  tutte  più  piccole  di  z.  Ma  dalla  (2)  si  deduce  eviden- 
temente 

o^^i  -  o,i  =  a„^i 

^«4-3  ~  ^11  ~  ^«+1  +  ^n+2  +  ^n+3 


Si  dovrà  dunque  avere  contemporaneamente  per  lo  stessa 
valore  di  s: 

[«/i+l]  <  £  >  [«n+l  +  ««+2]  <  S  ì  [^n+i  +  «n+2  +  «n+sl  <  S,  .  .  .  . 

Resta  cosi  dimostrato  il  teorema  sopra  enunciato. 
Ponendo  per  brevità: 

cioè  indicando  con  R^^p  la  somma  dei  p  termini  consecutivi 
air^mo^  possiamo  anche  esprimere  la  condizione  necessaria  e 
sufficiente  per  la  convergenza  sotto  la  forma 

[i?„,p]<e        2>  =  1,  2,3,4,  ...  (10) 


{ 


—  53  — 

intendendo  che  fissato  a  piacere  s ,  si  potrà  poi  fissare  op- 
portunamente il  valore  di  n.  Quanto  al  valore  di  p  esso  re- 
sta poi  sempre  arbitrario. 

42.  Come  applicazione  di  questo  criterio  generale  di  con- 
vergenza vogliamo  dimostrare  che: 

Se  i  termini  di  una  serie  sono  alternativamente  positivi  e 
negativi^  decrescenti  (p  almeno  non  crescenti)  in  valore  asso- 
luto e  col  termine  generale  tendente  a  zero ,  la  serie  è  con- 
vergente. 

Sia  infatti  la  serie 

dove  le  w  sono  numeri  positivi,  tali  che  si  abbia 


ed  inoltre 


^1 3:«23:%3:w4  •  •  -j^n-i^^n^ 


lim  Uf^  =  0. 

n=Qo 


Per  dimostrare  la  convergenza  di  questa  serie  basterà  di- 
mostrare che  si  può  soddisfare  alle  condizioni  (10). 
Ora  nel  nostro  caso   si  ha 

Aggruppando  due  a  due  i  termini  del  secondo  membro  si 
può  anche  scrivere: 

dove  le  differenze  w„^.i--w„a.ijW„^.3— m^^^,  ecc.  sono  tutte  positive 
poiché  per  supposto  w^^.i3^w^+2  1  **n+2~  ^^/i+s  ecc.  Ciò  posto, 

se  p  è  pari,  il  secondo  membro  sarà  composto  esclusivamente 
di  queste  differenze  positive,  se  invece  p  è  dispari  si  avrà 
nel  secondo  membro,  oltre  a  queste  differenze  un  ultimo  ter- 
mine isolato  w^+p  evidentemente  positivo.  Pertanto ,  in  en- 
trambi i  casi  il  secondo  membro,  come  composto  di  parti 
tutte  positive  sarà  positivo,  cioè: 

(- 1)» .  i?,.p  >  0. 
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Se  scriviamo  invece  R^p  sotto  la  forma 

vediamo  similmente  che  nel  secondo  membro,  dopo  il  primo 
termine  positivo  u^^^^  ,  si  hanno  soltanto  delle  parti  negati- 
ve, onde 

(-  1)"  .  i?„p  <  u,+,. 

Riunendo  le  due  diseguaglianze  cosi  trovate  conchiudiamo 
dunque  che 

0  <  (-  !)•*  •  Enp  <  w„+i 

cioè  che  il  valore  assoluto  di  Rnp  è  minore  di  «^^.i. 

Ciò  posto  si  immagini  data  a  piacere  una  quantità  posi- 
tiva piccolissima  e.  Poiché  per  supposto  ìimu,^  =  0,  si  potrà 
fissare  n  abbastanza  grande  perchè  si  abbia, 

Ma  allora,  poiché  si  ha  per  quanto  precede 

[Rnp]<u^+i  (11) 

si  dedurrà  a  fortiori 

[Rnp]  <  e    ;>  =  1,  2,  3,  .  .  .  . 

La  serie  proposta  a  segni  alternati  è  dunque  convergente. 

Dalla  diseguaglianza  (11)  emerge  inoltre  che  prendendo 
come  somma  della  serie  infinita  la  somma  dei  soli  primi  n 
termini ,  si  commette  un  errore  non  superiore  al  valore  di 
^«+i>  poiché  la  (11)  ci  dice  che  la  somma  di  un  numero 
qualunque  di  termini  consecutivi   all'  n™o  non  può  superare 

Es.  La  serie 

1.1111  r^c.^ 

è  convergente.  Volendo  calcolare  la  sua  somma  a  meno  di 
— -  di  unità  basterà  prendere  la  somma  dei  primi  99  termini  : 

11  11 

^■'T'*"T""-"""98"^99" 
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43.  Chiuderemo  questx)  §  con  un'  osservazione ,  che  è  an- 
che assai  importante  nella  pratica.  Se  ad  una  SQrie  si  ag- 
giunge o  si  toglie  un  numero  finito  di  termini,  ciò  può  sol- 
tanto alterare  la  sua  somma  ma  non  già  la  sua  natura;  cioè 
se  essa  era  convergente,  resterà  ancora  convergente,  se  in- 
determinata o  divergente  resterà  ancora  tale.  Per  persuadersi 
di  ciò  basta  riflettere  che,  indicando  al  solito  con  Sn  la  som- 
ma dei  primi  n  termini  della  serie  data  e  con  S'n  la  som- 
ma dei  primi  n  termini  della  serie  modificata,  se  per  esem- 
pio dalla  serie  data  si  siano  soppressi  k  termini  la  cui  som- 
ma sia  Aj  si  avrà  per  n  abbastanza  grande: 

o  „  4-  -4  =  Sfi^fi. 

Poiché  -4  è  un  numero  costante  che  non  dipende  da  w,  è 
chiaro  che,  se  la  serie  data  è  convergente,  cioè  se  S^^-n  tende 
ad  un  limite  finito  per  n  =  oo ,  si  dedurrà 

ìimS'n  -\-  A  =  \im8l^^f^  =  lìmSn 
onde 

lim/S'n  =  -A  +  lìmSn, 

Da  questa  osservazione  segue  per  es.  che  la  serie  a  segni 
misti  considerata  alPart.  prec.  sarà  convergente  anche  se  le 
condizioni  imposte  ai  termini  non  siano  verificate  proprio  a 
cominciare  dal  primo  termine  ma  soltanto  da  un  certo  ter- 
mine in  poi.  Lo  stesso  dicesi  di  tutti  i  criterii  di  conver- 
genza che  daremo  nel  seguente  §. 

Esercizi. 

1.  Esaminare  le  serie  a  termini  decrescenti, 

3         4         5         6 

2  +  -2-  +  T  +  T  +  T  +  --- 

„        8        4         5         6 

^-T-'-T-T  +  T--- 

2 .  Dimostrare  la  convergenza  della  serie 
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3.  Dimostrare  la  divergenza  della  serie: 

2         3"^4         5         6"^7         8       T'^lO       *** 

4.  Dimostrare  V  indeterminazione  della  serie 

11_J^IJ_1         1         1         1         1 
^■"2"^3   ■^3~T~"4""4"^"5"^'5""^y+   5    ""••' 

§  7.0  —  Serie  a  termini  reali  e  positivi. 

44.  Una  serie  a  termini  tutti  positivi  o  almeno  tutti  posi- 
tivi a  partire  da  un  certo  termine  in  poi  (art.  43)  non  può 
inai  essere  indeterminata.  Sia  infatti  Sn  la  somma  dei  primi 
n  termini.  Poiché  i  termini  sono,  come  è  lecito  ritenere,  tutti 
positivi,  le  Sn  saranno  tutte  positive  e  si  avrà 

Si  <  S2  <^  Sq  .  ,  .  <  Sn^i  <  Sn  <  .  .  . 

quindi  se  la  Sn  non  diviene  infinitamente  grande  col  cre- 
scere di  w,  cioè  se  la  serie  non  è  divergente,  la  successione 
Si  j  S2  ,  Sq  ,  .  .  .  dovrà  tendere  ad  un.  limite  determinato,  se- 
condo quanto  si  è  già  dimostrato  al  §  3.^  (art.  20),  cioè  la 
serie  proposta  sarà  convergente. 

45.  Una  serie  che  abbia  i  term,ini  rispettivamente  non  mag- 
giori dei  termini  corrispondenti  di  una  serie  convergente  è 
anche  convergente. 

Avvertiamo  una  volta  per  sempre  che  in  questo  paragrafo 
consideriamo  soltanto  serie  a  termini  positivi. 
Siene  infatti  le  due  serie 

Wi  4-  ^2  +  %  +  •  •  • 

la  prima  delle  quali  si  sappia   essere  convergente,  e  suppo- 
niamo che  si  abbia,  per  ogni   valore   di  i,  v^^^u^. 
Posto  allora 

«^1  +  «2  +  •  •  •  4-  ^rt  =  ^rt  >   1^1  4- 1?2  +  •  •  •  +  ^^«  =  ^  «  > 
si  avrà  evidentemente 
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Poiché  ora  la  prima  serie  è  convergente,  cioè  la  Sn  resta 
finita  col  crescere  di  n,  a  fortiori  resterà  finita  la  S^n  che 
è  minore  di  Sn ,  cioè  per  quanto  si  è  notato  all'  art.  prec. 
anche  la  seconda  serie  sarà  convergente.  E  poi  manifesto  che 
la  somma  della  seconda  serie  non  potrà  superare  quella  della 
prima. 

Una  serie  che  abbia  i  termini  rispettivamente  non  m,inori 
dei  term^ini  corrispondenti  di  una  serie  divergente  è  del  pari 
divergente. 

Omettiamo  la  dimostrazione  che  è  affatto  analoga  alla  pre- 
cedente. 

46.  Cerchiamo  di  applicare  questi  teoremi  a  riconoscere  la 
natura  della  serie 

111  /.N 

1  +  2^  +  37  +  4?  +  .. .  (1) 

confrontando  i  suoi  termini  coi  termini  della  serie 

che  già  abbiamo  dimostrato  essere  convergente,  ed  avere  per 
somma  il  valore  2.  I  termini  n^^  delle   due   serie    (1)  e  (2) 

1  1 

sono  dati  risp.  da  — g-  e  da 


Poiché  ora 


w  (n  —  l)n 


n2 


1  1 

< 


n*n      (n  —  l)n 

segue  dal  teorema  dell'  art.  45  che  la  serie  (1)  è  anche  con- 
vergente, e  si  avrà  certamente 


(i  +  -Jf  +  ^  +  ^  +  ---)<2- 


47.  Una  serie  convergente  a  termini  positivi  resta  conver- 
gente ancorché  si  moltiplichino  i  suoi  termini  per  numeri  ar- 
bitrari^ positivi  0  negativi^  inferiori  in  valore  assoluto  ad  un 
certo  numero  fisso. 

Sia  infatti 

«1  +  «2  +  ^3  +  •  •  •  (^) 
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una  serie  convergente  a  termini  positivi,  e  si  deduca  da  essa 
la  nuova  serie 

ctj  •  ttj  4-  «2  •  ^2  +  ^3  •  ^3  +  •  •  •  (^) 

moltiplicandone  i  termini  pei  coefficienti  a^  ,  «g  ,  ag  ,  .  . .  che 
supporremo  tutti  inferiori  in  valore  assoluto  ad  un  certo  nu- 
mero A. 

Indicando  con  Rn,p  la  somma  dei  p  termini  consecutivi  al- 
l' w™o  per  la  serie  (a)  e  con  R*n,p  la  stessa  somma  per  la 
serie  (6)  si  ha  evidentemente 

[R^np]  =  [«„+ 1  •  a«+i  +an+2'«n4.2  +  *-«  *fi+p  +  ^»-»-p] 
<-^  '^»  +  l  +  ^n4-2  + +  ^114-p 


cioè 


\^\,^  <  ^  •  [^« ,  pi- 
Ma,  essendo  la  (a)  convergente,  la  [i?w,p]  può  rendersi  mi- 

e 
nere   di  —,  per  n  abbastanza  grande   e  per  qualunque  va- 

lore  di  p.  Allora  si  avrà 

A*[Rn,p]  <  £ 

e  quindi  a  fortiorij  in  virtù  della  diseguaglianza  precedente, 
si  avrà 

il  che  dimostra  appunto  la  convergenza  della  nuova  serie  (&). 

Corollario.  —  Una  serie  convergente  a  termini  positivi  re- 
sta convergente  anche  se  si  prendano  negativamente  quanti 
termini  si  vogliono. 

Poiché  ciò  equivale  infatti  a  moltiplicare  quei  termini  pel 
numero  finito  (—1). 

48.  Volendo  determinare  la  natura  di  una  serie  è  special- 
mente importante  di  paragonarla  colla  serie,  i  cui  termini 
crescono  in  progressione  geometrica: 

1  -f  ^  -r  ^2  +  /i^  +  . . .  +  A«  -f  A"-*"^  +  . . . .  (3) 
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Cominciamo  dunque  dal  vedere  per  quali  valori  di  h  que- 
sta serie  sia  convergente  e  per  quali  divergente.  È  facile  di 
verificare  che: 

onde: 


il  che  si  può  anche  scrivere: 

Ciò  posto,  se  h  <  1,  la  potenza  h^  tenderà  a  zero  col  cre- 
scere  di  n  (art.  27),  onde  anche  il  quoziente    - — -   tenderà 

JL  """  /• 

a  zero  e  dalla  (4)  si  dedurrà, 

lim/Sr,,  =  r- 

n—oo  1  —  Al 

La  serie  (3)  sarà  dunque   convergente   ed  avrà  per  som- 

'^    1 
ma • 

Se  ^  =  1,  la  serie  (3)  si  riduce  ad  1+  1  +  1  4-  .  .  .  che  è 
evidentemente  divergente,  ed  a  maggior  ragione  sarà  diver- 
gente per  h>  1. 

Concludiamo   dunque    che    la  serie    (3)    converge    soltanto 

quando  h.  <  1  ed  allora  ha  per  somma —  • 

49.  Se  ^  <  1 ,  affinchè  una  serie  Wq  +  «j  4-  Wg  +  •  •  •  sia  con- 
vergente, sarà  dunque  sufficiente  che  (almeno  da  un  certo 
punto  in  poi)  i  suoi  termini  sieno  minori  dei  termini  corri- 
spondenti della  serie  1  -\- h  + h^  +  .  .  ,  ^  la  quale  è^  conver- 
gente per  Tart.  prec.  Cioè  basterà  che  si  abbia  u^'~^h^  o,  che 

n 
è  lo  stesso,  s/un  "<~^.  Pertanto:  Se  una  serie  gode  della  prò- 
pineta  che  le  radici  dei  suoi  termini^  d'  indice  eguale  alV  in- 
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dice  del  termine,  non  superino   un  certo  numero  fisso  h  mi- 
nore di  Ij  essa  sarà  certamente  convergente. 

Nelle  applicazioni  riesce  però  più  comodo  di  stabilire  il 
paragone  fra  una  data  serie  ed  una  serie  in  progressione  geo- 
metrica sotto  una  forma  alquanto  diversa  che  conduce  ai  cri- 
terii  degli  articoli  seguenti. 

50.  Teorema.  —  Se  per  una  data  serie  si  verifichi  che  il 
rapporto  di  un  termine  al  precedente  ,  almeno  a  partire  da 
un  termine  di  posto  abbastanza  avanzato,  sia  sempre  minore 
{od  uguale)  a  una  quantità  fissa  h  minore  delV  unità,  la  se- 
rie data  sarà  certamente  convergente. 

Sia  infatti  w^  4-  w,  +  itg  +  .  .  •  la  serie  data  e  supponiamo 
che,  almeno  da  un  certo  valore  di  n  in  poi,  si  abbia  sempre: 

''±i-=fe<l  (5) 


Un 


dove  A  è  un  numero  positivo  fisso  minore  di  1. 
Poiché  si  può  scrivere  identicamente: 


^«+1  _  ^»+l 

W;,4-2 

^11+3 

^n+/ 

U            u,^ 

«*«+l 

^M+2 

w«-^<-l 

dove  nel  secondo  membro  non  figurano  che  rapporti  di  ter- 
mini consecutivi,  i  quali  per  supposto  sono  tutti  minori  di  h, 
si  avrà: 


^«+« 


<  h'  (6) 

«*« 

onde 

Da  queste  diseguaglianze  segue  primieramente  che 

lim  u^  =  0  (8) 

Wl=oo 

poiché  col  crescere  di  t  all'  infinito  si  ha  (art.  28)  che  la  po- 
tenza h*  tende  al  limite  zero. 

Inoltre,  indicando  al  solito  con  JRnp  la  somma  dei  p  ter- 
mini della  serie  data  consecutivi  air  n^io  ^  si  potrà  scrivere 
per  la  (7)  : 
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ed  anche  raccogliendo  il  fattore  comune  Un  ' 

ed  a  maggior  ragione 

Enp<Un(l-ì-h  +  h^-\-  .  .  .  +  h^'^  4-  fe**  +  .  .  .  ) 
cioè  essendo  h  <  1,  (art.  6): 

^np<-3^-  (9) 

Poiché  ora  limw^  =  0,  data  una  quantità  positiva  £  piccola 
a  piacere  ,  si  potrà   sempre   prendere  n   abbastanza    grande 

u 
perchè   si  abbia  ; — ^  <  e,  onde  a  maggior   ragione  si  avrà 

1  —  h 

per  la  (9): 

•tin^p  *C  £  ^  =  1}  ^^  Oy  •  .  • 

E  dunque  soddisfatta  la  condizione  necessaria  e  sufficiente 
per  la  convergenza  di  una  serie  (art.   41). 

La  serie  proposta  è  dunque  convergente;  e  dalla  formola 
(9)  si  vede  inoltre  che  V  errore  che  si  commette  prendendo 
come  somma  della  serie  la  som>ma  dei  soli  primi  n  termini 

è  inferiore  ad • 

51.  Nella  maggior  parte  dei  casi,  anziché  potersi  determi- 
nare una  quantità  h  minore  di   1  la  quale   sia  sempre  mag- 

ai 

giore  dei  rapporti    ""^"^  ,  riesce  per  lo  più  agevole   di  ricono- 

scere  che  questo  rapporto,  col  crescere  indefinitamente  di  n, 
tende  ad  un  certo  limite  finito.  Si  ha  allora  il  seguente  teo- 
rema: Se  per  una  serie  u^  -f  u^  -h  Ug  +  Uj  +  .  .  .  ,  il  rapporto 

— ^^,  col  crescere  indefinitamente  delV  indice  n,  tende  ad  un 

limite  minore  dell*  unitày  la  serie  è  convergente. 

Questo  teorema  si  deduce  senza  difficoltà  dal  precedente. 
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Supponiamo  infatti  che  si  abbia 

fi=oo    Un 

dove  a  è  un  numero  positivo  minore  dell'unità. 

Si  indichi  allora  con  h  un  numero   compreso  tra  a  edjl , 
per  es.  la  media  aritmetica  fra  1  ed  a. 

Poiché     "        tende  al  limite  a,  ciò  significa  che  per  tutti 


Wn 


i  valori  abbastanza  grandi  di  w,  il  rapporto  -^ — -  differirà  da 

a  per  meno  di  quello  che  ne  differirà  h.  Si  avrà  dunque  per 
n  abbastanza  grande: 

^^^  <  /i  ,  fe  <  1 

Un 

e  si  ricade  cosi  nel  teorema  dell'  art.  prec. 

52.  Come  applicazione  di  quest'ultimo   criterio  di  conver- 
genza considereremo  la  serie,  assai  importante  in  analisi: 

/y»  /VI*  /y»8  /wi4 

Per  questa  serie  si  ha: 


ajfi-Hi 


Mn 


j        !^-^l         3C»-^».1.2.3  ...  71 


a? 


t/n  «••         ce*'.  1.2.3.  ..  (n-fl)      ^"^^ 


onde 


lim^^  =  cc.lim-i— =0. 


Il  limite  del  rapporto    ""^^ ,  che  è  zero,  è  dunque  minore  di 

Un 

1,  quindi  la  serie  (10)  è  convergente. 
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53.  La  serie  (10)  si  chiama  serie  esponenziale  per  una  ra- 
gione che  vedremo  fra  poco.  Facendo  in  essa  a;  =  1  si  ha 
come  caso  particolare  la  serie  convergente: 

.       1       1        1 

la  cui  somma  si  suol  designare  colla  lettera  e. 
n  numero  e  definito  dall'eguaglianza 

.  Ili  ,,,N 

^  =  '+Ì^L2-^[3-^---  ^'') 

è  stato  adottato  come  base  dei  logaritmi  cosi  detti  naturali 
0  Neperiani, 

È  facile  di  dimostrare  che  il  numero  e  è  irrazionale  e  com- 
preso fra  2  e  3. 

Invero,  se  il  numero  e  fosse  razionale ,  dovrebbe   essere 

della  forma  - ,  p  e  o-  essendo  due  numeri  interi  e  positivi,  e 
q 

si  avrebbe 

;?      ,       1       1        1  1  11. 

-  =  1+7+77.  + nr  +  ...  + 7  +  .—  +  .—7^  +  •  •  • 


1   '    [2  •  [3^-"      |g-l      \q       |g+l 


Moltiplicando    allora   primo    e  secondo  membro    per  [$'  e 

considerando  che-.lo'  è  un  numero  intero   che  indicheremo 

q  L^ 

con  /,  e  che  i  primi  (  g  +  1  )  termini  del  secondo  membro 
moltiplicati  per  \_q  divengono  altrettanti  numeri  interi,  la  cui 
somma  indicheremo  con  I',  si  deduce: 

|g  +  1      |g4-2      |g-f  3 
cioè 

^=/'+-?-T+, À ^  + 


•  •  •  • 


^+1      (^+l)(^  +  2)      (g  +  1)  (g  +  2)(g  +  3) 
Noi  scriveremo: 

j=r  +  s  (12) 


—  fi4  — 
ponendo 

_  _J_      1_ 1 

Ora  è  facile  riconoscere  che  il  numero  e ,  il  quale  è  evi- 
dentemente positivo  e  diverso  da  zero ,  è  minore  di  1.  In- 
fatti se  ai  fattori  g4-l,g  +  2,gH-3,...  dei  denominatori 
di  ogni  frazione  sostituiamo  dappertutto  il  numero  più  pic- 
colo 2,  diminuendo  i  denominatori  cresceranno  i  valori  delle 
frazioni  stesse,  onde  possiamo  scrivere: 


1        1^         1 

''^2"^2":2  "^2.2.2  "*■••• 


o  anche 


dove  la  serie  chiusa  fra  parentesi   è  convergente  ed  ha  per 
somma ;,  (art.  48)  poiché  i  suoi  termini  formano  una  pro- 

gressione  geometrica  la  cui  ragione  (  =  -  j  è  più  piccola  di  1. 
Abbiamo  dunque 

2 

cioè  appunto  e  <  1.  Ora  ciò  è  in  contraddizione  con  V  egua- 
glianza (12),  poiché  un  numero  intero  I  non  può  evidente- 
mente essere  eguale  ad  un  numero  intero  /'  accresciuto  del 
numero  £  che  è  frazionario  perché  minore  di  1. 

E  dunque  assurdo  il  supporre  che  il  numero  e  sia  razio- 
nale. Passiamo  a  far  vedere  che  esso  é  compreso  fra  2  e  3. 
Che  esso  sia  maggiore  di  2  risulta  evidente  dalla  (11),  poi- 
ché i  soli  due  primi  termini  della  serie  che  ha  per  somma 
e  danno  già  una  somma  eguale  2.  Che  poi  esso  sia  minore 
di  3  si  vede  sostituendo  ai  fattori  dei  denominatori  nel  se- 
condo membro  di  (11)  il  numero  2,  poiché  allora  si  avrà: 


—  66  — 
Ma  come  sopra  la  somma  della  progressione  fra  parentesi 

è •  =  2;  si  ha  dunque  appunto: 

e  <  1  4-  2     cioè,     e  <  3. 
54.  Indichiamo  con: 

X       X         X  ìe" 

la  somma  dei  primi  w  +  1  termini  della  serie  (10)  e  parago- 
niamo questa  somma  collo  sviluppo  della  potenza  n^a  del  bi- 

X 

nomio  1  4-  -.  Per  il  noto  teorema  del  binomio  si  ha:  * 
n 

n{n  —  l)(w  —  2)  . . .  2.1  ^cc 

1.2.3...  w 
e  anche 


© 


/^1^?V-i^^a.!fcÌ)   ^^  ,  n(n-l)(n-2)    x^ 

w(w  -  l)(w  ~  2)  ...  2.1     X** 


+  ... 


n*  [n 

Ma  per  un  termine  qualunque  del  secondo  membro  si  ha: 

n{n  —  l)(n  —  2)  ...  (n  —  A:  +  1)      n    n  —  1  w  —  (fc  —  1) 

É ^  =  -  • •  .  .  .  •  — ■ 

nr  n       n  n 

"~  \        n/\        n/   '    \  n     / 


*  Vedi  la  dimostrazione  del  Teorema  del  binomio  al  Capitolo  II. 
Capelli. — Algebra  complementare.  5 


—  66   - 
onde  possiamo  anche  scrivere: 


-(-i)('-!)-(-^)S-     ^"' 

Sottraendo  ora  questa  eguaglianza  membro  a  membro  dalla 
(13)  viene: 

«.-(-^)"=['-(-i)lS 

-['-('-D('-D(-S]p-- 
4'-('-D0-D--('-^)]e- 

1  2  3  w  —  1 

Poiché  i  fattori   1 ,1--,1--,...,1 r—   sono 

n  n  n  n 

tutti  minori   di  1 ,  il  prodotto  (  1 )(l )•••(  ^ )> 

in  cui  h  <n,  sarà  pure  minore  di  1  onde  la  differenza  : 

è  positiva^  e  se  in  questa  differenza  sostituiamo  in  luogo  di 
ogni  fattore  il  più  piccolo,  cioè  1'  ultimo,  si  avrà; 

-('4)(-i)."(-i)<-04y-  (-) 

Ma  se  nell'identità: 

1  -  g^  =  (1  _  2)(1  +  g  4.  »2  +  .  .  .  +  gfc-X) 
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sostituiamo  in  luogo  di  a  il  binomio  1 si  ha: 

n 

onde  poiché  i  termini  contenuti  entro  la  parentesi  sono  tutti 
non  superiori  ad  1: 

l-(  1 )    <  —   1  +  1  +  1  +  •  •  •  +  1  [  <  —  • 

Confrontando  con  la  (16)  si  ha  dunque: 

.-(.^)(i_l)...(x_l)<t. 

\       n  /  \       n  /       \      n  /        n 

Sostituendo  ora  queste    espressioni    nel    secondo   membro 
della  (15)  si  trova: 

^        /      xY     1  (aj)^       2^  {xY       3^'   (xY  (n- 1)2  (ce)** 

\w/nL2w[_3n|_4  n  [n 

o  anche 

Ora  la  quantità  fra  parentesi  non   è   che  una  parte  della 
serie  infinita: 

Il  ~ir  là 

la  quale  è  convergente  poiché  il  rapporto  di  un  termine  col 
precedente  ha  per  limite  lo  zero  come  é  facile  verificare.  Se 
indichiamo  dunque  con  £  la  sua  somma;  si  avrà  dalla  (17)  a 
maggior  ragione 


-  68  - 

Di  qui  si  deduce,  poiché  il  secondo  membro  ha  evidente- 
mente per  limite  lo  zero  quando  n  tende  all'infinito: 


limf  i^n-fl+-VÌ  =  0. 

n=oo  (  \        71/    ì 


Ma  per  n  =  oo  la  >Sn  tende   ad  un  limite  finito ,  cioè  alla 
somma  della  serie  convergente  (10).  Si  conchiude  quindi: 


iitsco  n=oo  \       n/ 


cioè: 


,.     /.    ^\       ,      a;    -OJ*      se® 
lim(H-)  =1+1 +l~r  +  rr  +  ... 


(19) 


e  facendo  in  particolare,  x  =^  1: 

1.     ^.     1  \'*     .       1        1        1 

cioè  : 

limf  1  +  -  )    =  e 

55.  Si  può  scrivere  identicamente: 


(20) 


(21) 


Se  ora  m  ed  w  +  1    sono  due  numeri  interi  positivi  che 


n 


comprendono  fra  loro  il  numero  — ,  si  ha  : 


\      m^l/         I         /»\    I         \       m  J 

Ma  per  n  infinitamente  grande  anche  m  diviene  infinita- 
mente grande  e  si  ha: 

lin.(l^-L-r=lin.^"'-"^^>' 
V      m+  1/ 


V     m  +  1/ 
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»H-1 


-(-èr="4(-i)"-(-è)] 

=  limfl+— )   limfl+— )  =  6,1. 
La  potenza 

C-) 


(■•è) 


é  danqne  compresa  fra  due  numeri  che  tendono  allo  stesso 
limite  e  per  n  =  oc  ;  si  avrà  dunque  (art.  21): 


u^\® 


DJ  ' 


limi  1+-::-  r-"  =  e 


onde 

•f 


€  per  la  (21)  si  avrà  quindi: 


lim('l+-)*  =  e*  (22) 


Sostituendo  ciò  in  (19)  viene: 
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cioè:  la  serie  esponenziale  ha  per  somma  il  numero  e  elevato 
alVesponente  x. 

56.  Ritornando   alla   serie  generale   W|  +  Wg  +  Wg  +  . . . ,  si 
dimostra  poi,  in  modo  affatto  analogo  a  quello  tenuto  per  il 

teorema  dell'  art.  50,  che  se  il  rapporto     ^"^"^    si   conserva 

sempre  maggiore  di  un  numero  fisso  h  maggiore  délV  unità 

(e  in  particolare  se  lim  — —  >  1)  la  serie  è  divetgente. 

u 

Infatti  dalla  diseguaglianza    ■**'*'^  >  ^  si  deduce,  come  al- 
l'art.  50,  w^  +  j  >  u^h^  onde: 

dove  ora  la  somma  fra  parentesi  per  essere  h>  1 ,  diventa 
grande  quanto  si  vuole  per  p  abbastanza  grande^  quindi  ecc. 

u    ,-, 

57.  Notiamo  per  ultimo  che,  se  lim    ^      =  1,  non  può  dirsi 

in  generale  se  la  serie  sia  convergente  o  divergente.  Per 
persuaderci  di  ciò  considereremo  per  esempio  le  serie  òosi 
dette  armoniche,  cioè  le  serie  del  tipo 

1111 

XS  +  2^  +  3à+4Ì  +  ---  (24) 

Qui    si  ha  sempre  lim     ""*"    =  1  poiché: 


Intanto  la  serie  (24)  è  divergente  (art.  40)  per  a=  1,  in- 
vece è  convergente  (art.  47)  per  a  =  2. 

£  precisamente  si  può  dimostrare  che  la  serie  (24)  è  con- 
vergente quando  a>  1  ed  è  divergente  quando  a<l. 
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Esercizi  e  STote. 


1.  Dimostrare  la  divergenza  delle  serie 


8 


2.8  "^31^  4.5  ^5.6+- • 


2.  Dimostrare  la  convergenza  delle  serie 

i-       1         1     , 

1.2'^85"^4.5"^--  • 

1111  1 


1.2.3  '    2.3.4  •  3.4.6   '  4.5.6  4 

1X3  "^  4.5.6  "^  Tlae  **"  10.11.12  "^  *  " 

1  _2_  3  4__ 

£2^  "^  4^^  "^  7^  "^  10.11.12  '*''** 

3.  Dimostrare  col   criterio  del  rapporto  la  convergenza  della 
serio 

■|  2^         ^^         A.^ 

e  la  divergenza  della  serie: 

a+l      (ce  +  2)«       (x -K  3)» 

"^  LI  "^     il     ■*"~[F"'^"* 


4.  Trovare  la  natura  della  serie 


.  1  +  -2-  +  T  +  T+T  +  --- 

in  cui  ogni  denominatore  è  uguale   al  doppio  del  precedente  di- 
minuito di  1. 

5.  Se  nella  serie 


-—4--— H h...  («0  =  1  ,ai=2,ag  =  3,a3  =  5...) 

"0  «*1  «o 
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ogni  denominatore  è  uguale  alla  somma  dei  due  denominatori  pre- 
cedenti, dimostrare  che  si  ha  la  relazione: 


e  dedurne  che: 


6.  Studiare  la  serie 

1        5c*       a?'       flc*       a;* 

in  cui  ogni  denominatore  ò  uguale  alla  somma  di  tutti  i  precedenti. 

7.  Dimostrare  che 

(A:+l)* 

8.  Il  numero  0  ha  anche  molta  importanza  unitamente  al  nu- 
mero «e,  (rapporto  della  circonferenza  circolare  al  diametro) ,  nel 
calcolo  approssimato  di  [rt  quando  n  è  un  numero  assai  grande. 

Tale  calcolo  è  fondato  sulla  formola: 

lim —■ =  1 

«=«>      1.2.3...n 

detta  di  Stirling  dal  nome  del  suo  scopritore. 

9.  Dal  paragone  di  una  serie  qualunque  colle  serie  armoniche 
nasce  un  nuovo  criterio  di  convergenza,  che  potrà  essere  utile  in 
molti  casi  nei  quali  il  criterio  del  rapporto  cade  in  difetto.  Si  ha  il 
teorema:  ^S^e  in  una  serie  il  rapporto  cU  un  termine  al  precedente  ha 

per  limite  l'unità,  ma  però  lim  n.f 1  j  ha  un  valore  maggiore 

di  1,  essa  è  convergente, 
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§  8.0  —  Frazioni  contlnae. 


58.  Un  altro  esempio  importante  di  operazioni    infinite  si 
ha  neir  algoritmo  di  frazione  continua: 


«o  +  — 


1 

^2+  1 


(^) 


dove  aQ  ,  Oj  ,  ^2 ,  .  .  .  è  una  successione  infinita  di  numeri. 
Qaesta  espressione  è  per  sé  stessa  priva  di  senso.  Soltanto 
avranno  un  senso  le  successive  parti 

1  1 

^1  ^1  +  ~-y  •  •  • 

«2 

che  sì  chiamano  ridotte  della  frazione  continua  (1). 

Noi  indicheremo  queste  ridotte  con  Eq  ,  B^  j  R2  i  '  '  '  ^^' 
sicché  si  avrà  esprimendole  sotto  forma  di  unica  frazione 

^0  —  T"  »   ^1  ~  ~~T »  ^2  ""        ^  ^    ,  1 »  •  •  •    V^^ 

59.  Osserviamo  che  la  JR^  ha  per  numeratore  il  numera- 
tore della  i?i  moltiplicato  per  a^  più  il  numeratore  di  Eq  e 
per  denominatore  il  denominatore  della  B^  moltiplicato  del 
pari  per  Og  P^^  i^  denominatore  di  Bq,  Questa  legge  di  for- 
mazione é  generale  potendosi  mettere  tutte  le  successive  ri- 
dotte 

P  P 

sotto  forma  di  frazioni  uniche  ì  cui  numeratori  e  denomina- 
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tori  soddisfano  alla  stessa  legge,  cioè  :  la  ridotta  di  ordine 
n  è  una  frazione  che  ha  per  numeratore  il  numeratore  della 
ridotta  precedente  moltiplicata  per  &n  piii  il  numeratore  del- 
l' antiprecedente.  Similmente  il  denominatore  è  uguale  al  de- 
nominatore della  precedente  moltiplicato  per  an  piit'  il  deno- 
minatore delV  antiprecedente. 

Per  dimostrare  questa  legge,  che  già  abbiamo  visto  veri- 
ficarsi per  le  prime  tre  ridotte ,  basterà  far  vedere  che  se 
essa  è  vera  per  la  ridotta  di  ordine  n  lo  sarà  del  pari  per 
quella  di  ordine  n  -f  1.  Invero  per  il  supposto  si  ha* 

R     =ia    -^—  1  =^=  ^*^'^^^  "^  ^n-2 

"  '       «1   +  —  .  Q-        Qn.l«n  -i-  Qn-2 


1 

.  + 

Ora  la  ridotta  i?^  +  i  si  può  evidentemente  calcolare  sosti- 
tuendo in  E^  ad  a^  la  somma  a,^H ;  si  ha  dunque: 


_    ^n  +  l\^n  ~l^n    ^  "^n-  2/  "^  ^^  -  1 


cioè  appunto 

come  si  doveva  dimostrare. 

60.  I  numeratori  e  denominatori  di  due  ridotte  consecuti- 
ve non  sono  indipendenti  fra  loro.  Essi  sono  legati  dalla  re- 
lazione generale 

p„Q«_i-p„_iQ„=(-ir-i  (4) 
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Invero  poiché 

Po  =  «0  )  A  =  «o<*i  +  1  ,  .  .  . 

Qo  =  1   y  Qi  =  «1  j 

la  relazione  (4)  è  vera  per  n  =  l.  Potremo  dunque  supporre 
che  la  (4)  sia  stata  già  dimostrata  fino  al  valore  n  ,  e  ba- 
sterà dimostrare  che  essa  è  vera  anche  per  w  +  1.  In  effetto 
si  ha: 

cioè  appunto,  in  virtù  della  (4): 

^„+lQ„-  PnQn  -!  =  -(-  1)"-'  =  (-  ir 

c.  d.  d. 

61.  Se  indichiamo  con  A^  la  differenza  fra  la  ridotta  i?^  e 
la  ridotta  -R^»i  si  avrà; 

cioè  per  la  formola  (4): 

ossia:  Za  differenza  fra  due  ridotte   consecutive   è  uguale  al- 
V inversa  del  prodotto  dei  denominatori  di  tali  ridotte^  col  se- 
gno -ho  —  secondochè  Vindice   della   ridotta   di   ordine  mi- 
nore è  pari  o  dispari. 
Poiché  evidentemente: 

-^»=(^n-"-^n-l)+(^/»-l""-^n-2)+(^n-2'"^n--8)+-(-^l— ■^o)+-'^0 
=  ^n+  A^-1  +  An-2  +  •  •  •  +  ^1  +  ^0  >  (7) 

sostituendo  per  le  1  le  espressioni  (6)  si  ottiene: 

^"  ""•>■*■  Q^  "  QA  "^  q;qs  ~  "■  "^  ^~  ^^"^  c  a;  ^'^' 

formola  detta  di  Eulero. 
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62.  Noi  supporremo  d'ora  innanzi  che  i  numeri  %,  0|,  a^»..- 
mediante  i  quali  è  composta  la  frazione  continua  (1),  siano 
tutti  positivi  e  diversi  da  zero. 

Supporremo  che  neanche  si  possano  avvicinare  indefinita- 
mente a  zero  col  variare  dell'indice  n.  Ciò  equivale  a  sup- 
porre che  le  Aq  ^  a,  ,  ^2  ,  ^3  y  •  •  •  siano  tutte  maggiori  di  un 
certo  numero  £sso  e,  che  non  è  zero. 

In  tale  supposizione  dalla  legge  di  formazione  delle  Qq  , 
Qì  )  Q2  i  Qs  -  •  •  contenuta  nella  formola 

Qn  =  «nQn-f  +  Qn-2  (8) 

segue  evidentemente  che  i  numeri  Qq  7  Q|  »  Q3 ,  f  •  sono  tutti 
positivi  e  che  Q^  è  maggiore  di  Q^  _  g. 
Si  ha  dunque 

Qo  <  Q2  <  Q4  <  Qe  •  •  •  (9) 

Qi  <Q3<Q5<Qi"  (10) 

Inoltre  è  facile  riconoscere  che  in  ciascuna  di  queste  due 
successioni  il  termine  generale  Qn  tende  a  divenire  infinita- 
mente grande  col  crescere  di  w. 

Infatti  sostituendo  nella  prima  delle  due  ineguaglianze: 

Q»-«  ^  ^rt-lQ>»-2  +  Qn-3 

il  valore  di  Q^_j  dato  dalla  seconda  viene: 
onde 

e,  poiché  le  an  sono  tutte  maggiori  di  e,  a  fortiori 

Q„>(l  +  6«)-Q„.,. 

Se  dunque  consideriamo  per  es.  la  successione  (9)  si  de- 
durrà a  maggior  ragione 

Q,^  >  (1  +  €^)*Qo. 
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Ma,  essendo  1  +  e^  nn  numero  maggiore  di  1,  la  potenza 
(1  +  £*)*  diviene  infinitamente  grande  per  ifc=oo  .  Dunque  ecc.. 
63.  Se  confrontiamo  le  due  differenze  successive: 

A      ^=     (-1)""'    ^A   ^(-1)"-^ 

vediamo  che  la  seconda  è  dì  segno  contrario  alla  prima  •  e 
minore  in  valore  assoluto  poiché  Q„>Qy»-2'  Inoltre  è  chiaro 
che  si  ha 

limA,^  =  0 

avendo  veduto  poco  fa  che  le  Q^  divengono  infinitamente 
grandi  col  crescere  di  n  airinfinito.  Da  tutto  ciò  segue  (art* 
42)  che  la  serie  infinita 

è  convergente.  D'altra  parte  la  somma  dei  primi  n  +  1  ter- 
mini di  questa  serie  è  appunto,  come  si  vede  dalla  formola 
(7),  la  ridotta  E^  della  nostra  frazione  continua. 

Concludiamo  dunque  che  le  successive  ridotte  della  frazione 
continua  tendono  ad  un  limite  finito  e  determinato  il  quale 
altro  non  è  che  la  somma  della  serie  convergente: 

1  1  1 


QoQi     QiQa    Q2Q3 

Questo  limite  si  chiamerà  il  valore  della  frazione  continua 
infinita  Bq  H +  • . . 

64.  Circa  il  modo  secondo  cui  le  successive  ridotte  tendo- 
no al  valore  I  della  frazione  continua  c'è  da  osservare  quanto 
segue: 

1.°)  le  ridotte  di  ordine  pari  E*q  ,  B;^  ^  £4 ,  .  .  .  formano 
una  successione  di  valori  sempre  crescenti.  Si  ha  infatti: 

e  le  somme  A,  +  A2 ,  ^3  +  A4  ,  .  .  .  sono  tutte  positive  poiché 
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per  es.  Ag  è  positivo  e  maggiore  in  valore  assoluto  di  ^4  che 
è  negativo. 

2.0)  le  ridotte  di  ordine  dispari  B,  ^  E.3  ,  B.5  ^  .  .  .  for- 
mano una  successione  di  valori  sempre  decrescenti.  Infatti: 

dove  ora  le  somme  fra  parentesi  sono  invece  tutte  negative; 
3.<^)  il  valore  I  della  frazione  continua   sarà  dunque  Ve- 
lemento  di  separazione  delle  due  classi  di  ridotte,  cioè  si  po- 
trà scrivere; 

4.0)  di  qui  segue  come  corollario  che  due  ridotte  conse- 
cutive qualunque  R^  ed  R^^ ,  comprendono  fra  di  loro  il  va- 
lore della  frazione  continua; 

5.0)  Poiché  il  valore  /  della  frazione  continua  è  com- 
preso fra  R^  ed  R^  _  ^ ,  Terrore  che  si  commette  prendendo 
R^j  od  R^  _ , ,  come  valore  approssimato  di  /  sarà    eviden- 

temente  minore  della  differenza  R^—  R^  _ ,  =  A^  =  jr -r— . 

65.  Sia  J=  —  un  numero  razionale  (m  ed  n  interi).  Se  n, 

n  ^ 

è  il  resto  (positivo)  della  divisione  di  m  per  n,  si  può  scri- 
vere ,  indicando  con  a^  un  numero  intero  ,  m  =  Aq/i  +  w,  , 
onde: 

m  n,  1 

n         "*      n        ^      n 

Essendo  w,<n  sia  a^  il  quoziente  intero  ed  n^  il  resto  della 
divisione  di  n  per  Wj;  sarà; 

n  n^  1 

—  =  aiH =a,  H 

n^  7^1  72| 

n^ 

e  sostituendo  nell'eguaglianza  precedente: 

m  1 


Hi. 
n^ 
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Se  il  numero  ng  fosse  eguale  a  zero,  questa  espressione  si 

ridurrebbe   ad    a^  +  -  ;  ma,  se  n^  è  diverso  da  zero,  si  può 

ce 

procedere  allo  stesso  modo  e  si  troverà: 

m  1  - 

—  =  «0  +  —        1 
n  a^  -\ n^ 

«2   + 


ng 


e  cosi  di  seguito  finché  si  giunge   ad  un  resto   nJ^^^  =  0,  il 
che  accadrà  certamente  poiché  i  numeri,  n  ,  n,  ,  n^  ,  ng  ,  .  .  . 

m 

vanno  sempre  diminuendo  di  un'  unità.  Allora  il  numero  — 

si  troverà  sviluppato   sotto  forma   di   una  frazione  continua 
limitata: 

m  1 

n  a,  4-  . 


1 

66.  Se  il  numero  /  é  irrazionale,  é  chiaro  che,  procedendo 
come  si  è  fatto  pel    caso   di   un   numero    razionale  ^  si  darà 

luogo  ad  una  frazione  continua  illimitata  ««  H 1 

in  cui  le  a,  ,  ag ,  .  .  .  sono  numeri  interi  e  positivi  diversi  da 
zero.  È  facile  riconoscere  che  il  valore  di  tale  frazione  con- 
tinua è  precisamente  il  numero  irrazionale  /  che  le  ha  dato 
origine.  A  tale  oggetto  basta  evidentemente  di  dimostrare 
che  il  numero  /  é  sempre  compreso,  come  lo  é  il  valore  li- 
mite della  frazione  continua,  fra  due  ridotte  consecutive  quali 
si  vogliano  Ry^^\  ed  Rn*  Infatti  si  ha: 

^n-i  =  ^o  +  — r 

a,  +  • 


1 

• 

1 

+ 
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e  queste  sono  appunto  due  ridotte  consecutive  della  frazione 
continua: 

/=ao  +  — 


1 

+ 


che  rappresenterebbe  il  valore  esatto  di  J,  qualora  non  si 
volesse  ulteriormente  sviluppare  il  numero  irrazionale  A.  Ora 
noi  sappiamo  che  il  valore  di  una  ridotta  qualunque  è  sem- 
pre compreso  fra  quelli  delle  due  ridotte  che  lo  precedono. 

67.  Un  numero  qualunque  si  può  sviluppare  in  un  solo 
modo  in  frazione  continua  ad  elementi  interi.  Infatti,  quando 
le  rtj  ,  ^2  ?  •  •  •  s^^^  numeri  interi  positivi,  ogni  espressione 
della  forma 

«2  +  • 


è  certamente  una  frazione  dell'unità.  Se  dunque  si  avesse: 
«0  +  —       1  =a'o  +  -7-       1 


eguagliando  nei  due  membri  le  parti  intere  e  le  frazionarie 
si  dedurrebbe  appunto  a^  =  «'q.  Similmente  si  proverebbe  poi 
che  a|  =  a  f  ecc. 

68.  Essendo  per  supposto  i  numeri  a^  ,  a,  ,  ag  >  •  •  •  ^^ttì  in- 
teri (e  positivi  dal  secondo  in  poi)  è  chiaro  che  i  due  ter- 
mini P^  e  Q^  di  una  ridotta  qualunque  E^  saranno  numeri 
interi.  Inoltre  essi  saranno  primi  fra  loro,  poiché  dall'egua- 
glianza già  dimostrata: 


^A-.-P«-iG„  =  (-i) 


»-l 
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segue  che,  ae  Pn  e  Qn  avessero  un  divisore  comune  diverso 
da  1,  questo  dovrebbe  dividere  (—1)'*"^  il  che  è  assurdo. 
Dunque  le  successive  ridotte  calcolate  colla  legge  data  in 
principio  si  presenteranno  sempre  sotto  forma  di  frazioni  già 
ridotte  ai  minimi  termini. 

69.  Notiamo   per  ultimo  che ,  essendo   le   ^q  ,  a|  ,  a^  ,  .  •  . 
tutti  numeri  interi  e  positivi,  le  formolo 

ci  dicono  che: 

Po  <  Pi  <  ^2  <  ^3  <  •  •  • 
e 

Qo  <  Qi  <  Q2  <  Q3  <  •  •  • 

onde 

1 


[An]  =  7r~77< 


epperò  (cfr.  art.  64):  l'errore  che  si  commette  prendendo  come 
valore  approssimato  della  frazione  continua  una  delle  sue  ri- 
dotte è  minore  delVunità  divisa  per  il  quadrato  del  denomi- 
natore di  tale  ridotta. 

Esercizi. 

3482 


1.  Sviluppare  in  frazione  continua  il  numero  ^  ^^^ 

1243 

2.  Sviluppare  V  2   in  frazione  continua. 

P      F      P" 

3.  ®®  "77  1  Tv'  )  ^  sono  tre  ridotte  consecutive  dimostrare  che 

P        "      Q^' 

4.  Si  dimostri  che  nel  convertire  una  frazione  ridotta  ai  mini- 
mi termini  in  frazione  continua  due  resti  consecutivi  sono  sem- 
pre primi  fra  loro. 


Cateij^i— Àlgebra  complementare.  6 
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CAPITOLO  IL 

ELEMENTI    Di    ANALISI    COMBINATORIA 
E  LORO  APPLICAZIONE  ALL' ALGEBRA. 


§  1.^  —  Disposizioni;  permatazioni ,  inversioni 

nelle  permutazioni. 


70.  Il  numero  di  modi  differenti,  secondo  cui  sopra  k  po- 
sti dati,  fra  loro  distinti ,  si  possono  distribuire  altrettanti 
oggetti  scelti  fra  n  oggetti  dati,  si  dice  numero  delle  dispo- 
sizioni di  n  oggetti  k  a  k.  Naturalmente  il  numero  k  dei  po- 
sti deve  supporsi  non  maggiore  del  numero  n  degli  oggetti. 
Noi  indicheremo  questo  numero  con  D^  ,  j^. 

Se  a,  ,  ^2  7  •  •  •  ^  ^n  s^^^  S^^  ^  oggetti  dati,  una  disposizio- 
ne qualunque  A:  a  fc  si  può  rappresentare  coll'allineamento 

dove  Z|  ,  2*2  ,  .  .  .  ift  sono  k  numeri  differenti  scelti  fra  1  ed 
riy  e  dove  l'ordine  di  allineamento  esprime  che  al  primo  dei 
posti  si  è  situato  l'oggetto  a^  ,  al  secondo  l'oggetto  a^  ecc. 

71.  Fra  le  X>„,^  disposizioni  cosi  formate  ve  ne  sono 
D^ -  \ììi-%  libile  quali  il  primo  posto  si  trova  occupato  da 
fli  ,  poiché  una  volta  situato  a,  al  primo  posto  si  potranno 
poi  disporre  a  piacere  sui  A;  —  1  posti  che  restano  gli  altri 
n  —  1  oggetti  cioè  appunto  in  i^^  «  i ,  »  .  ^  modi  distinti. 
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Similmente  si  vede  che  fra  le  D^ ,  ^  disposizioni  ve  ne  sa- 
ranno Z>^_i  ,^_  i  che  al  primo  posto  hanno  T  oggetto  «g ,  e 
cosi  di  seguito.  Poiché  dunque  le  D^ ,  j^  disposizioni  sono  co- 
stituite da  D^  _ , ,  ^  _  «  disposizioni  che  cominciano  con  a,  , 
da  2)^  -  iìh-i  che  cominciano  con  Og ,  ecc.  e  gli  oggetti  che 
possono  portarsi  al  primo  posto  sono  n ,  si  avrà  evidente- 
mente 

Cambiando  in  questa  relazione  generale  successivamente  n 
e  k  di  un'  unità  se  ne  deducono  le  altre  seguenti 

■^n-lJfc-  I  =  (w  —  l)-^n-2>*-2 


dalle  quali  moltiplicate  fra  loro  membro  a  membro  si  trae  y 
osservando  che  si  ha  evidentemente  -0^-/1 +  *m  =  w  —  A:  4- 1  : 

2>^ ,  j^  =  n(n  —  l)(n  —  2)(n  —  3)...(n  —  A:  +  2)(n  —  A:  -f  1  ).     (2) 

Il  numero  D^jj^  è  dunque  eguale  al  prodotto  di  k  numeri 
interi  consecutivi  decrescenti  a  cominciare  da  n. 

72.  Se  supponiamo  in  particolare  di  prendere  k  =  n ,  si 
avranno  le  disposizioni  di  n  oggetti  sopra  n  posti.  In  tal 
caso  esse  si  chiamano  piuttosto  permutazioni  degli  7i  oggetti 
od  elementi  dati  sopra  gli  n  posti,  o  semplicemente  permu- 
tazioni di  n  elementi.  Il  loro  numero  s'  indicherà  con  Pn . 
Se  dunque  nella  (2)  si  faccia  A:  =  n  si  avrà: 

^n  =  ^n^n'=  n{n -- l^n  -  2)  .  .  .  3.2.1  =  [n.  (3) 

Cioè:  il  numero  delle  permutazioni  di  n  elementi  dipinti 
è  eguale  al  prodotto  dei  numeri  naturali  da  1  ad  n. 

Questo  numero  si  indica  con  [n  o  anche  con  ni  e  si  chia- 
ma fattoriale  o  anche  facoltà  di  n. 

73.  Se  gli  n  elementi  si  designano  con  a,  ,  ag  ,  £(3 ,  . .  .  ,  a^^^ 
si  chiama  permutazione  fondamentale  quella   fra  la  [n  per- 
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mutazioni  nella  quale  ogni  elemento  occupa  il  posto  corri- 
pondente  al  suo  indice.  Essa  è  rappresentata  dall'allinea- 
mento 

ttmClmCla     •     •     •     Qfl 

dal  quale  si  dedurranno  poi  tutte  le  altre  permutazioni  in- 
vertendo in  tutti  i  modi  possibili  V  ordine  degli  oggetti ,  il 
che  si  può  fare  metodicamente  come  segue.  Si  comincia  dallo 
scrivere  (supponendo  p.  es.  per  fissare  le  idee  w  =  5)  la  per- 
mutazione fondamentale 

e  da  questo  se  ne  deduce  una  seconda 

scambiando  il  secondo  elemento  col  primo. 

Ognuna  di  queste  due  permutazioni ,  scambiando  in  essa 
l'elemento  che  si  trova  al  terzo  posto  con  l'uno  o  con  1'  al- 
tro dei  due  precedenti,  ne  darà  altre  due,  cosicché  in  tutto 
si  avranno  le  2.3  permutazioni. 

«««2^3^4^5    1    «3^2^l^4^5    ì    ^l^3^2^4^5 
«2^1^3^4^6    >    «3^l^2^4^5    )    «2^3^t^4^5 

le  quali  diventeranno  2.8.4  se  in  ognuna  di  esse  si  cambierà 
r  elemento  che  sta  al  quarto  posto  con  ciascuno  dei  prece- 
denti. 

Finalmente  se  in  ognuno  di  queste  ultime  si  scambi  l'ul- 
timo elemento  con  ognuno  dei  4  precedenti  si  avranno  in 
tutto  le  2.3.4.5  permutazioni  dei  5  elementi  dati. 

74.  Sìa  ai 02^3  .  .  .  a^  la  permutazione  fondamentale  degli 
n  elementi.  In  essa  gli  indici  degli  elementi  si  seguono  nel- 
r  ordine  naturale  ;  ma  se  invece  si  consideri  una  qualunque 
delle  altre  permutazioni  accadrà  certamente  di  trovare  qual- 
che elemento  seguito,  immediatamente  o  no,  da  un  elemento 
di  indice  più  piccolo.  Si  dice  allora  che  questi  due  elementi 
si  trovano  in  inversione.  Cosi  p.  es.  partendo  dalla  permu- 
tazione fondamentale  01^2^30405  in  cui  non  ci  sono  inver- 
sioni e  formando  la  permutazione  0^0^0^020^  si  vede  che  in 
quest'ultima  gli  elementi  03  ed  «2  ^^  trovano  in  inversione* 
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Per  trovare  quale  sia  il  numero  totale  di  inversioni  con- 
tenute in  una  data  permutazione  basterà  paragonare  ogni 
elemento  con  ciascheduno  di  quelli  che  si  trovano  scritti  dopo 
di  esso  e  vedere  se  vi  sia  o  no  inversione.  Cosi  p.  e.  nella 
permutazione  ora  scritta  vi  sono  in  tutto  2  inversioni,  cioè 
di  «3  con  «2  ,  di  a^  con  ag. 

75.  Di  tutte  le  [n  permutazioni  degli  n  elementi  si  chia- 
meranno permutazioni  di  classe  pari  quelle  in  cui  si  trovi 
un  numero  pari  di  inversioni  e  permutazioni  di  classe  dispari 
quelle  in  cui  il  numero  di  inversioni  sia  dispari.  Cosi  p.es. 
delle  sei  permutazioni  di  a^  ,  a^j  a^  tre  sono  di  classe  pari: 
^«^2^3  (9  ^^v.),  a^a^a^  (2  inv.),  «30102  (2  inv.)  e  tre  di  classe 
dispari: 

a^a^a2(l  inv.),a3a2a,(3  inv.),  a^a^a^^l  inv.). 

76.  Teorema.  —  Se  in  una  permutazione  si  scambiano  fra 
di  loro  due  elementi  qualisivogliano,  la  permutazione  cambia 
di  classe. 

Sieno  infatti  af^  ed  a^^  gli  elementi  che  si  vogliono  scam- 
biare in  una  data  permutazione,  e  cominciamo  dal  supporre 
che  si  trovino  scritti  consecutivamente,  cosicché ,  indicando 
complessivamente  con  A  la  successione  degli  elementi  scritti 
prima  di  af^  e  con  B  quella  degli  elementi  scritti  dopo  di  a^j 
la  permutazione  sarà  della  forma 

Aaf^aj^B 

e  scambiando  fra  loro  af^  ed  a^  prenderà  invece  la  forma 

Aaj,aj^B. 

Se  ora  si  esaminano  le  inversioni  fatte  dagli  elementi  di 
A  coi  successivi,  è  chiaro  che  il  risultato  sarà  lo  stesso  tanto 
nella  prima  che  nella  seconda  permutazione  e  lo  stesso  di- 
casi per  riguardo  alle  inversioni  che  gli  elementi  di  B  pos- 
sono fare  cosi  fra  loro  come  con  af^  ed  a^^.  Soltanto  nel  con- 
fronto di  a^j  con  a^  si  avrà  risultato  opposto  nelle  due  per- 
mutazioni; cioè  la  seconda  permutazione  avrà  un'  inversione 
di  più  ovvero  un'  inversione  di  menò  della  prima ,  secondo 
che  h  sia  minore   o  maggiore    di  k.  In   entrambi   i  casi   la 


—  se- 
dasse sarà  passata  dal  pari  al  disparì   o   viceversa ,  cioè  si 
sarà  cambiata  classe. 

Supponiamo  in  secondo  Inogo  che  O/^  ed  a^  non  siano  con- 
secutivi, ma  che  fra  essi  si  trovino  compresi  altri  X  elementi 
il  cui  complesso  indicheremo  con  C  La  permutazione  primi- 
tiva sarà  allora  della  forma 

Aa^Caj^B  (4) 

e  dopo  lo  scambio  di  a^  con  aj^  diventerà: 

Aa^Ca^B.  (5) 

Se  ora  nella  (4)  scambiamo  V  elemento  a^^  con  1'  elemento 
consecutivo  a  destra  e  cosi  consecutivamente  con  tutti  i  X 
elementi  dì  (7  e  per  ultimo  anche  con  a^^  la  permutazione 
<4)  si  cambierà  in 

A'C'aj,,a^^B  (6) 

dopo  essersi  effettuati,  per  quanto  si  è  dimostrato  poco  fa , 
X  -f  1  cambiamenti  successivi  di  classe.  Se  poi  nella  (6)  cam- 
biamo a^  successivamente  con  ognuno  dei  X  elementi  di  (7, 
è  chiaro  che  la  (6)  prenderà  appunto  la  forma  (5) ,  ed  il 
cambiamento  di  classe  si  sarà  aifettuato  altre  X  volte.  In 
tutto  si  sono  fatti  cosi  2X  X  1  cambiamenti  di  classe,  cioè  la 
permutazione  (4),  per  prendere  la  forma  (5),  sarà  passata  al- 
ternativamente dalla  classe  pari  alla  classe  dispari  un  nu- 
mero di  volte  eguale  a  2X  4- 1,  che  è  un  numero  dispari,  ep- 
però  essa  si  troverà  in  ultimo  nella  classe  opposta  a  quella 
in  cui  era  prima  e.  d.  d. 

77.  Di  tutte  le  permutazioni  di  n  elementi  il  numero  di 
quelle  di  classe  pari  è  quanto  il  numero  di  qitelle  di  classe 
dispari. 

Immaginiamo  infatti  di  avere  scritte  tutte  le  [n  permuta- 
zioni degli  n  elementi  e  di  scambiare  quindi  in  tutte  le  per- 
mutazioni un  certo  elemento  con  un  altro.  È  chiaro  che,  fatta 
astrazione  dall'ordine,  si  avranno  sempre  le  stesse  [n  permu- 
tazioni degli  n  elementi.  Intanto  pel  teorema  precedente,  le 
permutazioni  di  classe  pari   saranno   divenute   di   classe  di- 
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spari  e  viceversa.  Quindi  il  numero  delle  prime  deve  essere 
necessariamente  eguale  al  numero  delle  seconde. 


1.  H  massimo  numero  di  inversioni  che  può  avere  una  permu- 

n{n  —  1) 
tazione  degli  n  elementi  a^  ,  a^  ,  ,  .  » ,  an  6  dato  da ==  N. 

Esiste  una  sola  permutazione  che  ha  le  N  inversioni;  ne  esistono 

(n  +  l)(w  ~  2) 
n  -1  che  ne  hanno  ^—1;  ne  esistono che  ne  hanno 

N-2. 

2.  Esistono  tante  permutazioni  di  n  elementi  c^e  hanno  un 
certo  numero  X  d^  inversioni  quante  ne  esistono  che  ne  hanno 
n(n-l) 

~~2  ^' 

8.  Verificare  che  delle  24  permutazioni  di  4  elementi  ve  ne  sono 
risp.  1,  8,  5,  6,  5,  8,  1  che  hanno  risp.  0,  1,  2,  8,  4,' 5,  6  inversioni. 

4.  Per  sapere  quante  siano  le  permutazioni  di  n  elementi  che 
hanno  X  inversioni ,  basta  vedere  in  quanti  modi  si  possono  de- 
terminare n  —  1  numeri  positivi  «x^  ,  «,  ,  o^  ,  .  .  .  ,  «^  .  ^  risp.  sono 
superiori  ad  1,  2,  8,  ...  .  n — 1  tali  che  si  abbia  sempre: 


5.  Quante  sono  le  permutazioni  di  n  oggetti  in  cui  ogni  og- 
getto ha  cambiato  posto?  ovvero  m  dati  oggetti  hanno  cambiato 
posto  ? 

§  2.^  —  Delle  sostltazionl  fra  n  elementi. 

78.  Si  chiama  sostituzione  l'operazione  per  cui  da  una  certa 
permutazione  di  n  elementi  dati  si  passa  ad  un'altra  permu- 
tazione degli  stessi  n  elementi.  Se  le  due  permutazioni  siano: 

di  a^ Gì  (1) 

1        8  '* 

la  sostituzione  per  cui  dalla  (1)  si  passa  alla  (2)  si  designa 
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col  simbolo 


>S=(    '    «  '»)  (3) 


12  /» 


il  quale  esprime  che  airelemento  a^  deve  sostituirsi  a,- ,  ad  a^- ,  a,-  ec. 

1  12         1 

E  evidente  che  la  sostituzione  B  non  cambia  se  si  eseguisce 
simultaneamente  una  stessa  permutazione  fra  gli  elementi  del 
suo  denominatore  e  quelli  corrispondenti  del  suo  numeratore. 
Cosi  per  4  elementi  si  avrà: 

\«2«3^4«l  /        \«3«2«4«4  /         V«i«2^3^4  / 

Per  confrontare  fra  loro  due  sostituzioni ,  si  comincerà 
dunque  dal  ridurle  allo  stesso  denominatore;  dopo  di  che  af- 
finchè esse  siano  eguali  sarà  necessario  e  sufficiente  che  i  due 
numeratori  siano  formati  da  due  permutazioni  identiche  fra 
loro. 

Di  qui  segue  che  fra  n  elementi  si  hanno  \n  sostituzioni 
fra  loro  distinte ,  poiché  si  può  sempre  supporre  che  le  so- 
stituzioni abbiano  tutte  per  denominatore  la  permutazione 
fondamentale  a^a^  .  ,  ,  an  ,  nel  mentre  che  per  il  numeratore 
potrà  prendersi  una  qualunque  delle  [n  permutazioni  degli 
n  elementi. 

79.  Se  S  e  T  sono  due  sostituzioni  fra  gli  stessi  elementi, 
si  chiama  prodotto  di  >S'  e  di  T,  e  si  indica  con  ST,  quella 
sostituzione  che  risulta  dall'  eseguire  sopra  gli  elementi  pri- 
ma la  sostituzione  S  e  poi  la  sostituzione  T. 

Cosi  se  si  abbia  p.  es. 


8 
si  trova: 


_  /a2a^a^ayaQa^a^a-j\  j^^ /%«8^!<^4<^2<^5^6^7A 
\a^a2a^a^a^aQa'Ja^  I  \^i^2^3^4^5^6^7^8/ ' 


\«i«2%^4<^5^6'^7^8/  * 

Se  invece  si  eseguisca  prima  la  sostituzione  T  e  poi  la  so- 


—  so- 
stituzione 8  si  trova: 


T  8=  (^S^1^2^i^i^6^5^s\ 


che  è  una  sostituzione  diversa  da  quella  trovata  poco  fa.  Si 
vede  dunque  che  il  prodotto  di  più  sostituzioni  non  è  in  ge- 
nerale indipendente  dalVordine  dei  fattori. 

Se,  come  caso  particolare ,  si  verifichi  che  8>  T  =  T,8 ,  le 
due  sostituzioni  jS"  e   T  si  dicono  permutabili  fra  loro. 

80.  Se  8.T=:  S.Q  ne  segue  che  T=  Q.  Lo  stesso  accade 
se  T,S  =  Q.8.  Crediamo  inutile  trattenerci  a  dimostrare  que- 
sta asserzione ,  la  cui  verità  è  una  conseguenza  immediata 
della  definizione  stessa  di  prodotto. 

81.  Se,  dati  k  elementi  a,  ,  a^  ^  .  .  .  a^  ,  al  posto  di  a,  si 
poDga  0L2 ,  al  posto  di  a^  si  ponga  a^  e  cosi  di  seguito  fin- 
ché al  posto  di  aj^_,  si  sostituisca  a^^  e  per  ultimo  al  posto 
di  a^^  si  ponga  il  primo  elemento  a, ,  si  dice  che  fra  i  k  ele- 
menti a^a2  »  .  »  OLj^  si  è  eseguita  una  sostituzione  circolare  che 
si  indica  anche  col  simbolo  (a^a^  .  .  .  a^).  Cioè: 

La  ragione  di  questa  denominazione  sta  in  ciò  che  la  so- 
stituzione in  parola  si  può  eseguire  dividendo  la  circonfe- 
renza in  k  parti  eguali ,  collocando  nei  k  punti  di  divisione 
ordinatamente  gli  elementi  a^a2  .  ,  ,  ol^  e  facendo  quindi  ruo- 
tare la  circonferenza  intorno  al  centro  di  un  angolo  eguale 
alla  A:™a  parte  di  4  angoli  retti. 

82.  Se  si  indichi  con  0  questa  sostituzione  circolare ,  le 
potenze  0^,  0^,  0*,  .  .  .  di  0,  cioè  i  risultati  che  si  ottengono 
eseguendo  successivamente  due  volte  di  seguito,  tre  volte  di 
seguito,  ecc.  la  stessa  0,  si  otterranno  evidentemente  facendo 
ruotare  la  circonferenza  di  un  angolo  rispettivamente  doppio, 
triplo  ecc.  del  precedente.  E  poiché  facendo  ruotare  la  cir- 
conferenza di  un  angolo  eguale  a  k  volte  il  precedente,  cioè 
di  4  retti,  ogni  punto  della  circonferenza  ripiglia  la  primi- 
tiva posizione  si  vede  che 
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poiché  si  suole  chiamare  sostituzione  unità  quella  sostituzio- 
ne che  lascia  al  loro  posto  ciascun  elemento. 

Si  vede  pure  che  le  sole  potenze  di  a  uguali  ad  1  son 
date  da  o'*,  o^*,  o^*  .  .  .  cioè  da  o  elevato  ad  un  multiplo  di  fc. 

83.  Una  sostituzioìit  qualunque  si  può  sempre  decomporre- 
in  un  prodotto  di  sostituzioni  circolari  fra  gruppi  di  elementi 
tutti  distinti. 

Sia  invero  S  una  sostituzione  qualunque  fra  gli  w  elementi 
«1  ,  a2  .  .  .  . ,  a^.  Chiamando  a,  uno  di  questi  n  elementi  sia 
poi  «2  1' ©leniento  che  la  sostituzione /S^ fa  succedere  ad  a,,a^ 
quello  che  essa  sostituisce  ad  otg  >  °^4  <lu6llo  che  sostituisce 
ad  ag  e  cosi  di  seguito.  Poiché  il  numero  degli  elementi  é 
limitato,  arriveremo  cosi  proseguendo  certamente  ad  un  ele- 
mento a^j^j  che  coincida  con  uno  degli  elementi  (tutti  distinti) 
a^  ,  «2  ,  .  .  .  aj^_i ,  a^  trovati  precedentemente.  È  facile  ricono- 
scere che  l'elemento  precedente  con  cui  esso  coinciderà  sarà 
necessariamente  il  primo  aj.  Poiché,  se  si  avesse  per  es. 
aj^^i  =  «3  ,  ciò  significherebbe  che  la  sostituzione  S  pone  con- 
temporaneamente al  luogo  di  «2  ®^  ^^  luogo  di  a^j  lo  stessa 
elemento  aj^^^.  Quindi  dovrebbe  essere  «2  =  ^-kì  ^^  allora  non 
sarebbe  più  a^^,  il  primo  elemento  che  coincida  con  uno  dei 
precedenti,  ma  bensì  a^j  contrariamente  al  supposto.  Dovrà 
dunque  a^^,  coincidere  con  «^  ;  e  di  qui  segue  che  la  so- 
stituzione S  equivale ,  per  quanto  riguarda  gli  elementi 
a^  ,  (22  ?  ^n-'^ìt-i  ì  ^hì  ^^^^  sostituzione  circolare  (a^  «g  a^,»,OLj^). 
Per  quanto  poi  riguarda  i  rimanenti  n  —  k  elementi,  partendo 
da  uno  fra  essi  ^,  si  formerà  un  nuovo  ciclo  (p,  P2  •  •  •  Pfc)  ^^ 
elementi  che  da  >S'  verranno  permutati  fra  loro  circolarmente, 
e  cosi  poi  se  avanzino  ancora,  altri  elementi  un  terzo  ciclo 
(Yi  Y2  •  •  •  Tz)  ®  cosi  via  fino  ad  esaurire  tutti  gli  n  elementi 
dati. 

Adunque  la  sostituzione  data  è  il  risultato  di  sostituzioni 
circolari  fra  gruppi  di  elementi  del  tutto  diversi  epperò  è 
eguale  al  loro  prodotto.  Cosi  si  ha  p.  es. 

84.  Consideriamo  le  potenze  successive 

S\8,S^,S'>,...  (4) 
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di  una  data  sostituzione  Sj  la  prima  delle  quali,  esprimenda 
che  S  deve  eseguirsi  0  volte,  altro  non  significa  che  Vunitày 
cioè  la  sostituzione  che  lascia  al  loro  posto  tutti  gli  elementi. 
Poiché  il  numero  delle  sostituzioni  fra  gli  n  elementi  dati  è 
limitato  (  =  [n\  le  infinite  sostituzioni  (4)  non  possono  es- 
sere tutte  distinte.  Allora  la  S^  sia  la  prima  di  esse  che 
coincide  con  una  delle  precedenti;  si  avrà  p.  es. 

SP  =  S'     r<p  (5) 

il  che  può  anche  scriversi: 

onde  (art.  80): 

Di  qui  si  vede  che  8^~^  coincide  con  una  potenza  di  in- 
dice precedente.  Ma  per  supposto  la  prima  potenza  che  coin- 
cide  con  una  delle  precedenti  è  /S^;  dev'  essere  dunque 


cioè 

j9  —  r  =p 

e  la  (5)  ci  dà  allora 

r  =  0 

cioè:  la  prima  delle  potenze  successive  di  una  sostituzione  S 
che  coincide  con  una  delle  precedenti,  coincide  necessariamente 
con  V  unità. 

85.  Il  più  piccolo  numero  intero  p  per  il  quale  si  ha 
8^  =^\  si  chiama  V  ordine  della  sostituzione  8.  Esso  espri- 
me quante  volte  di  seguito  si  deve  eseguire  una  stessa  so- 
stituzione 8  fra  gli  elementi  dati  affinchè  ciascuno  di  essi 
riprenda  la  posizione  primitiva.  Dall'  art.  82  si  vede  chia- 
ramente che  l'ordine  di  una  sostituzione  circolare  fra  k  ele- 
menti è  uguale  precisamente  a  k. 

Poiché  è  /S'^  =  1  si  avrà  poi  per  le  potenze  di  8  succes- 
sivamente ad  /S'^: 

^p+i  ^  8^-8^8^ ,  8^""^  =  8^  ,  /S^+«  =  8^ 

onde  si  vede  che  le  potenze  successive  di  8  si  riproducono 
periodicamente  di  p  in  p,. 
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86.  LiOrdine  di  una  sostituzione  qualunque  S  é  uguale  al 
Tninimo  multiplo  dei  numeri  k,  h,  1,  .  .  .  che  esprimono  quanti 
elementi  sono  contenuti  in  ciascuno  dei  cicli  nei  quali  si  de- 
compone. 

Siano  infatti  p.  es.  Cj ,  Cg  ,  C3  i  cicli  nei  quali  si  decom- 
pone la  sostituzione  8  ì  quali  contengano  risp.  k  ,  h  j  l  ele- 
menti. La  potenza  S^  si  otterrà  eseguendo  p  volte  la  sosti- 
tuzione circolare  (7j  fra  gli  elementi  del  primo  ciclo,  p  volte 
la  sostituzione  C2  fra  quelli  del  secondo  ciclo  e  cosi  via. 
Poiché  ora  per  supposto  S^  =  1,  è  chiaro  che  dopo  ciò  gli 
elementi  di  ciascun  ciclo  saranno  ritornati  al  posto  primiti- 
vo, cioè  che: 

Ma  per  aversi  C^^  =  1  è  necessario  (art.  82)  che  p  sia  un 
multiplo  del  numero  k^  similmente  dovrà  essere  un  multiplo 
di  Ti  e  di  Z...  Esso  sarà  dunque  appunto  il  minimo  comune 
multiplo  di  questi  numeri. 

87.  Chiuderemo  con  un  cenno  sui  cosi  detti  gruppi  di  so- 
stituzioni, le  cui  proprietà  sono  di  grande  importanza  in  molte 
questioni  di  algebra  superiore. 

Un  sistema  di  sostituzioni  fra  n  elementi  dati  si  dice  for- 
mare un  gruppo  quando  il  prodotto  di  una  qualunque  di  esse 
per  sé  stessa  o  per  una  qualunque  delle  rimanenti  appartiene 
allo  stesso  sistema.  Il  numero  delle  sostituzioni  distinte  di 
cui  si  compone  un  cosiffatto  sistema  dicesi  V  ordine  del 
gruppo. 

Ogni  gruppo  contiene  sempre  la  sostituzione  1 ,  poiché  , 
come  si  è  visto  sopra,  ogni  sostituzione  moltiplicata  per  sé 
stessa  un  numero  opportuno  di  volte  riproduce  1. 

Se  le  sostituzioni  di  un  gruppo  H  sono  tutte  comprese  fra 
quelle  di  un  altro  gruppo  (7,  si  dice  che  H  è  nn  sotto-gruppo 
di  G  ovvero  un  gruppo  parziale  di  G,  e  si  ha  il  seguente 
teorema  dovuto  a  Lagrange: 

88.  U ordine  di  un  gruppo  qualunque  è  divisibile  esatta- 
mente per  V  ordine  di  uno  qualunque  dei  suoi  gruppi  par- 
ziali. 

Siano  infatti  m  e  [/.  risp.  gli  ordini  di  G^  e  di  un  gruppo 
parziale  H  contenuto  in  G.  Se 

1  =  ^0  ,  /S'i ,  >§£  ,  .  .  .  5^»  _i  (6) 
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sono  le  pi  sostituzioni  di  cui  si  compone  H^  il  gruppo  G  con- 
terrà, oltre  a  queste  sostituzioni,  almeno  un*  altra  sostituzio- 
ne T|  e  quindi  anche  i  prodotti 

che  sono  evidentemente  tutti  distinti  fra  loro,  e  sono  anche 
tutti  distinti  dalle  sostituzioni  (6),  poiché  se  fosse  p.  es. 

Tj  Si  =  Sj  , 

indicando  con  k  V  ordine  della  sostituzione  8^  se  ne  dedur- 
rebbe 


ossia  poiché 


se  ne  dedurrebbe 


2\SrSi'-'  =  8jSi'''' 
Si  'Si  ''^  =  Si  =  1 , 

T,  =  Sj-  Si"-' 


cioè  la  sostituzione  2\  farebbe  parte  del  gruppo  H  contraria- 
mente al  supposto.  Se  il  gruppo  G  non  contiene  altre  sosti- 
tuzioni oltre  le  (6)  e  (7) ,  il  suo  ordine  sarà  2pL ,  che  è  un 
multiplo  di  pij  ed  il  teorema  è  dimostrato.  Se  esso  contiene 
qualche  altra  sostituzione  Tg  diversa  dalle  (6)  e  dalla  (7), 
essa  conterrà  anche  i  prodotti 

che,  al  pari  dei  prodotti  (6),  saranno  tutti  distinti  fra  loro  e 
tutti  distinti  dalle  (1).  Inoltre  essi  saranno  anche  tutti  di- 
stinti dalle  (2)  poiché  se  fosse 

ne  seguirebbe  (detto  ancora  k  l'ordine   di  Si): 

cioè:  la  T^  farebbe  parte  delle  (7)  contro  il  supposto. 

Se  ora  G  non  contiene  altre  sostituzioni  oltre  le  (6) ,  (7), 
(8),  il  suo  ordine  sarà  3|Ji  che  è  un  multiplo   di   \L,  In  caso 


—  94  — 

contrario  si  procederà  nello  stesso  modo  finché   siano  esau- 
rite tutte  le  sostituzioni  di  G.  Se; 

è  l'ultimo  sistema  di  prodotti  ottenuto,  il  complesso  di  tutte 
le  sostituzioni  di  8  sarà  dato  dal  quadro  seguente: 

1  ;  ^1  )  ^2  >  •  •  •  J  ^jjL— 1 

■'2»    -^2^1   }   •^2^2»**'>    -^2  ^|1— I 


e  Tordine  di  G  sarà  espresso  da   m  =  jJi  •  r ,  il  che  dimostra 
Tasserto. 

89.  Corollario.  —  U  ordine  di  un  gruppo  qualunque  di 
sostituzioni  fra  n  elementi  è  un  divisore  del  prodotto  1.2.3...n. 

Infatti  tutte  le  \n  sostituzioni  che  si  possono  effettuare  fra 
n  elementi  costituiscono  un  gruppo  che  si  chiama  il  gruppo 
simmetrico^  il  cui  ordine  è  l'ordine  massimo  possibile  cioè  \ru 

Ogni  altro  gruppo  fra  gli  stessi  elementi ,  essendo  neces- 
sariamente contenuto  in  questo,  avrà  dunque  per  ordine  un 
divisore  di  [n  *. 

Note  ed  Esercizi. 


1.  Si  chiama  trasposizione  una  sostituzione  che  si  limita  a  scam- 
biare fra  loro  certi  due  elementi  , lasciando  fermi  tutti  gli  altri. 
Dimostrare  che  una  sostituzione  qualunque  fra  n  elementi  si  può 
•considerare  come  il  prodotto  di  trasposizioni.  Cosi  ad  esempio: 

{abcd)  =  (ab)  ,{ac),  {ad). 


*  Per  gli  altri  importanti  teoremi  sulle  sostituzioni  veggansi  il 
capitolo  III  dell'opera:  A.  Capelli  e  G.  Garbieri.  Corso  di  analisi 
<ilgehrica.  Padova  1886;  e  l'opera  di  E.  Netto:  Teoria  delle  sostitu- 
zioni e  sua  applicazione  alV  algebra  (  Versione  dal  tedesco  di  Gr» 
Battaglini.  Torino  1885). 
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2.  Come  si  dotermìna  il  minimo  numero  di  trasposizioni  a  cui 
equivale  una  data  sostituzione? 

3.  Dimostrare  che  quelle  sostituzioni  ,  che  equivalgono  ad  un 
numero  pari  di  trasposizioni  fra  gli  n  elementi  dati  sono  in  numero 

\n 
di  ^=-  e  costituiscono  un  gruppo  (detto  gruppo  alternato). 

4.  Costruire  tutti  i  gruppi  di  sostituzioni  possibili  fra  tre  e 
quattro  elementi. 

5.  Cauchy  ha  dimostrato  che  se  V ordine  di  un  gruppo  di  sostitur 
zioni  è  divisibile  per  un  numero  primo  "p^fra  le  sostituzioni  del  gruppo 
vi  sarà  certamente  almeno  una  sostituzione  di  ordine  p. 

6.  Sylow  ne  ha  dedotto  che  se  V  ordine  di  un  gruppo  decomposto  nei 
suoi  fattori  primi  è  della  forma  p* .  q^ .  rT  . . . ,  esso  conterrà  certa- 
mente dei  gruppi  parziali  degli  ordini  p* ,  qP ,  r*T ,  . .  .  rispettivamente. 


§  3.<^  —  Combinazioni   semplici.  —  Potenza 

del  binomio. 

90.  Si  chiamano    combinazioni   di   m  oggetti   dati  n  ad  w 

yn'^m)  i  diversi  modi  nei  quali  cogli  m  oggetti  dati  si  può 
formare  un  gruppo  di  soli  n  oggetti.  Cosi  p.  es.  con  tre  ele- 
menti a^  ,  a^y  ^3  si  possono  formare  soltanto  tre  gruppi  cia- 
scuno di  due  oggetti,  cioè: 

Avevamo  visto  invece  potersi  formare  sei  disposizioni  di 
questi  oggetti  due  a  due,  cioè 

Si  riconosce  cosi  che  le  due  disposizioni  distinte  a,a2  ed 
a^a,  non  contano  che  per  una  stessa  combinazione. 

In  generale  si  vede  che  per  formare  tutte  le  disposizioni 
degli  m  oggetti  n  ad  w  si  potrà  cominciare  dal  formare  pri- 
ma tutte  le  combinazioni;  eseguendo  quindi  fra  gli  n  oggetti 
di  ciascuna  combinazione  le  ^„  =  Ij*  permutazioni  possibili, 
si  otterranno  appunto  le  disposizioni  cercate. 

Pertanto,  se  indichiamo  con  C^y^  ^  ^  il  numero  delle  combi- 
nazioni di  m  oggetti  n  ad.  w,  si  avrà  evidentemente  la  re- 
lazione 
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dalla  quale  si  deduce 

_  Bm.n  _   ^(^-1X^-2)  .  .  .  (m-n+l)  . 

'"'*'"■    P,,     ■"  1.2.3..  .n  *     ^  ^ 

.        w(w-l)  .  .  .  (w— n+1)     , 
91.  La  frazione ^^ si  suole  spesso  m- 

dicare  brevemente  col  simbolo  (      )  che  si  legge  w  sopra  n. 

Moltiplicandone  il  numeratore  ed  il  denominatore  per  |m— n  , 
la  sua  espressione  può  anche  scriversi 

/m\  __  mim—  1)  .  .  .  (m  —  n  +  l)  _       \jn       ^  ,^. 

\n/  [ti  L^I^ — ''* 

Se  ora  nella  formola 

cambiamo  n  in  7n  —  n.  essa  ci  dà: 

\m  \m 


a 


'^ ' '^"'^       l(m-n)  |m-(m-7i)      |m-n  |_n 

onde 

n  ^  ri 

cioè:  ^7  numero  di  combinazioni  di  m  oggetti  n  ad  n  è  eguale 
al  numero  di  combinazioni  degli  stessi  m  oggetti  m  —  n  ad 
m— n. 

92.  I  numeri  C^  ^  si  presentano  come  coefficienti  nello 
sviluppo  della  potenza  del  binomio  ,  che  è  un  caso  partico- 
lare dello  sviluppo  del  prodotto  di  n  binomi: 

(x  +  (x^)(x  +  Og)  .  .  .  (oj  +  a J. 
Se  effettuiamo  questo  prodotto   per  il   caso  di  n  =  2  e  di 
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n  =  3  troviamo 

(aj+a,)(ac+a2)=^^+(^i +0^2)^+0^1  «2 

=x^-\-{a^■^a^-{-a^)x^^^(a^(x^+a^CL^i■a^a^)x-{-a^a2Ci^ 
onde  facilmente  si  vede  che  in  generale  si  avrà: 
(aj+ai)(a;faj)...(sc+aj=aj'*+^,aj'*--i+^2c**""2+...^^_ia;+^^  (4) 

dove  il  coefficiente  Aj^  altro  non  è  che  la  somma  dei  prodotti 
delle  OL^  ,  a2  ,  ...  j  OL^^  combinate  k  a  k. 
Se  supponiamo  in  particolare  a,  =a2  =  ...  =  «^  =  «7  è  chiaro 

che  gli  f ,  j  prodotti  di  cui  si  compone  A^  si  ridurranno  tutti 

al  valore  comune  a*  ;  cosicché  A^  prenderà  il  valore  (  I.  )  a'* 

e  la  formola  (4)  ci  darà  lo  sviluppo  della  potenza  di  un  bi- 
nomio 

il  che  si  può  anche  scrivere: 

(x  +  «)'*=  x^  +  (J^  ax^'^  +  (2)  aV*-«  +  ... 

+  (^fj  a^'^x^  +  (j)  atT'^x  +  a^  (6) 

poiché  in  virtù  della  formola 


\k)''\n-k) 


dimostrata  all'  art.  precedente,  si  vede  che  degli  w  +  1  coef- 
Capelli. — Algebra  complementare.  7 
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fidenti  hinomiali  di  ordine  n: 

(s)='.a).a) („ii).(:) 

sono  eguali  fra  loro  due  a  due  quelli  situati  simmetricamente 
rispetto  ai  due  estremi. 

93.  Se  nella  (5)  si  faccia  se  =  a  =  1  si  ottiene  la  formola: 

(s)^©H2)+----^{:)=^- 

Per  a?=l,a  =  —  1  si  ottiene  invece  che: 

(s)-a)n2)--G)=»- 

Esercisi. 

1.  Dimostrare  che 

cr')= G)+ G-i)G')+ G-2)(  2  )+  - 

+(T)G-'i)+a')- 

2.  Verificare  la  formola  (?j=  (**T  )+(fcZi)  ®  dedurne    che  i 

coefficienti  hinomiali  dei  diversi  ordini  sono  rappresentati  dalle 
linee  orizzontali  del  seguente  quadro  (triangolo  aritmetico  di  Tar- 
taglia), 

1 

1     1 

12     1 

13     3     1 

14     6     4    1 

1     5  10  10    5     1 


in  cui  ogni  elemento  è  uguale  alla  somma    dei  due  che  gli  sono 
scritti  al  disopra. 


—  99  — 
3.  E  notevole  il  fatto  che  la  formula  binomiale 

seguita  a  sussistere  quand^  anche   ai  simboli  x    ,  y     non    si    dia 
Tordinario  signìfìcato  di  potenza,  ma  bensì  il-  significato 

X    =  a;(a7  +  1)(  se  +  2)  .  . .  (a;  4-  «  -  1) 

y*  ^  y(y  +  1)  (y  +  2)  . . .  (  2^  +  «  -  1) 

(a;  +  j/)   =  ixi-yXx+yi-l)  . . .  (a;+y+«-l). 
Si  ha  cioè  che: 

(x-\-y)(x-\-y-j'l) . . .  (x-\-yi-n-'l)=:x(xi-l)  . . .  (xf  ti-I) 

+  (l)aj(a;-f  1). . .  (a;+»-2)y4-(2)*(^-rl)  .  • .  («-f-w-8)y(i/+l)-f  . .  • 

4-y(y+i)...(y-f»-i) 

Questa  formola  è  dovuta  a    Vandermonde. 


§  4.  Ltegge  di  derivazione.  Sviluppo  di  Taylor. 

94.  Sia 

una  funzione  intera,  di  grado  n,  delPunica  variabile  x. 
Dando  ad  x  un  aumento  (incremento)  h  si  avrà: 

+«^-i(aJ+^H«n-  (2) 

Sviluppando  ora  le  potenze  contenute  nel  secondo  membro 
col  teorema  del  binomio  ed  ordinando  il  risultato  secondo  le 
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potenze  crescenti  di  h  si  trova 

+[ r 

f 

Si  vede  dunque  che  la  parte  del  secondo  membro  che  non 
contiene  h  altro  non  è  che  la  stessa  f(x)]  e  che  il  coefficiente 
della  prima  potenza  di  Ti  è  dato  dalla  funzione ,  di  grado 
n  —  1  in  Xj  che  si  deduce  da  f{x)  portando  in  ogni  termine 
di  f(x)  Tesponente  di  ce  a  coefficiente  e  diminuendo  al  tempo 
stesso  Tesponente  di  unità.  La  funzione  dedotta  cosi  da  f(x) 
con  questa  legge ,  che  chiameremo  legge  di  derivazione ,  si 
suole  designare  con  fXx)  e  si  chiama  derivata  di  f{x).  Co- 
sicché, se  la  f(x)  è  definita  dalla  (1),   si  ha 

f  (x)=naoa;^"HCw-l)«,as'*-2^,...^2a„_2aJ+a^_,.  (3) 

Applicando  la  legge  di  derivazione  al  termine  a„,  ossia  in 
generale  ad  una  costante^  si  ottiene  lo  zero  poiché  scrivendo 
a^  =  a^'X^  si  ottiene  appunto  come  risultato  O-a^x"^  cioè 
zero. 

95.  Applicando  alla  nuova  funzione  /'(a?)  la  stessa  legge 
di  derivazione  si  otterrà  una  funzione  di  grado  n  —  2  in  a; 
che  si  chiama  la  seconda  derivata  di  f(x)  e  si  designa  con- 
seguentemente con  f'\x).  Essa  è  data  da 

In  generale  si  indica  con  f^^\x)  la  funzione,  di  grado  n— fc, 
che  si  ottiene  applicando  k  volte  successivamente  ad  f(x)  la 
legge  di  derivazione. 

Si  avrà  dunque 

f (*)  (aj)=n(7i-l) ...  (7i-A;+l)ao«'*"*+(^-l)(^»-2)... 
dove  ogni  coefficiente  numerico  è  il  prodotto  di  k  interi  con- 


«  •   • 


•       •      •  •     w. 
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secutivi,  onde,  dividendo  entrambi  i  membri  per  [k,  si  può 
scrivere  più  comodamente 

+("~^y^-^-i+...  (5) 

Per  k  =  n  si  ha  una  semplice  costante 

f  (♦»)  (aj)=n  •  w— 1  •  n— 2  . . .  2aQ=[n  •  Oq 

onde  per  k>  n  sarà  poi  sempre  /(*») (se)  =  0. 

96.  Vediamo  ora  quale  sia  in  generale  il  coefficiente  di 
h^  nello  sviluppo  di  f(x  +  Ti)  secondo  le  potenze  di  k.  Svi- 
luppando ciascuna  potenza  nel  secondo  membro  della  (2)  col 
teorema  del  binomio  si  trova  subito  come  coefficiente  di  h^  l'e- 
spressione 


(;;)ao-''-*+(\')«.x«-»-i+ ("/)«, 


a.n-A.2  ^  _  ^ 


fik)fx) 

cioè  per  la  (5),  precisamente  -  -r—-   •  Questo  sviluppo  (detto 

[k 

sviluppo  di  Taylor  sarà  dunque: 

fix+h)=f{x)+hf>(x)+h>^-^^+  h^£!!^+...+h-^^    (6) 

97.  Se  nell'eguaglianza  (6),  che  vale  qualunque  siano  i  va- 
lori di  ce  e  di  hf  scambiamo  x  con  h,  il  che  non  altera  evi- 
dentemente il  primo  membro,  si  deduce  altresì 

f{x+hMih)^xf'(h)+x^  I^^x^^+...+x'^-^    (7) 
e  facendo  ora  ^  =  0: 

f  (x)=m+xf'{0)  H-  ~ ./"(0)+ ...  +  ~  / CJCO).  (8) 

[2  [n 
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Finalmente  se  nella  eguaglianza  (7) ,  che  vale  qualunque 
sia  Xj  sostituiamo  x  —  h  in  luogo  di  x,  essa  ci  dà  (poiché 
f[{x-h)+h]=f[{x)]: 

nx)=fih)Hx-h)f'ih)+(x-hy^-^+...+{x-hr^-^     (9) 
formola  di  cui  in  seguito  avremo  a  far  uso  più  di  una  volta. 


Vote  ed  Bsercud. 

1.  Data  la  funzione  di  x:  f{x)  =  a?*  —  3x*  -f  2x^  4- 10  calcolare  i 
valori  di  /(l) ,/'(!) ,/"(!)  ,..../•(-!),  fX-  1) , . . .   e   il  valore  di 

2.  Se  si  ponga  per  brevità 

x(a;+l)(a3-f  2)  . .  .  {x-\-n—l)=zx*% 

e  una  funzione  razionale  intera  di  x,  del  grado  n,  sia  data  sotto 
la  forma 

ove  le  A  sono  coefficienti  costanti ,  si  potrà    definire   una   nuova 
funzione /'(ic)  come  segue: 


f'(x)=nA^x"-^+{n-l)A^x"-^+  ...  +  ^„_,. 

Si  ha  allora  una  formola  di  sviluppo   affatto   analoga  alP  ordi- 
naria di  Taylor,  cioè: 


fix+h)=fix)+h  'f'{x)+h^  -Q^+h'  •  ^rP-+ ...  +h"^^ 

L£  La  [B 

=f(^)+h  •/  '{xHh» .  ^^+A»  •  ^^+  ...  +^''^-^' 
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§  5.  Combinazioni  con  ripetizione.  Sviluppo  della  po- 
tenza di  un  polinomio.  Numero  dei  termini  delle 
funzioni  intere  di  più  variabili. 


98.  Si  chiamano  combinazioni  con  ripetizione  di  m  oggetti 
M  ad  n  quelle  nelle  quali,  in  ogni  grappo  di  n  oggetti,  uno 
stesso  può  ripetersi  una  o  più  volte.  Cosi ,  nel  mentre  che 
con  tre  oggetti  a^  ,  ag  ,  a^  si  avevano  soltanto  le  tre  combi- 
nazioni semplici  due  a  due: 

si  avranno  invece  sei  combinazioni  con  ripetizione  cioè: 

Noi  indicheremo  il  numero  delle  combinazioni  con  ripeti- 
zione di  m  oggetti  n  ad  w  con  C'^  ^  che  sarà  evidente- 
mente in  generale  maggiore  di  C^  ,j. 

99.  Per  calcolare  C^^.^  immaginiamo  scritte  tutte  le 
C'.^  ^  ^  combinazioni  con  ripetizione  degli  m  oggetti  a^ ,  a^ ...  a^ 
n  ad  71  e  vediamo  quante  volte  nel  complesso  di  tutte  que- 
ste combinazioni  si  troverà  scritto  un  dato  elemento  p.  es. 
a^.  Poiché  ogni  combinazione  comprende  n  elementi,  il  nu- 
mero totale  degli  elementi  scritti  sarà  n^C^^  ^;  e  poiché 
ogni  elemento  si  troverà  scritto  evidentemente,  nel  complesso 
di  tutte  le  combinazioni,  lo  stesso  numero  di  volte,  uno  stesso 

rif 

elemento  p.  es.  a.  si  troverà  scritto    ^^^'^  volte. 

m 

D'  altra  parte  possiamo  avere  un'  altra  espressione  di  que- 
sto stesso  numero.  Da  tutte  le  combinazioni  in  cui  si  trova 
almeno  una  volta  lo  stesso  elemento  a^  togliamo  una  volta 
questo  elemento  ;  verremo  a  toglierlo  in  tutto  tante  volte 
quant'  è  il  numero  delle  combinazioni  con  ripetizione  di  m 
elementi  n—l  ad  n — 1,  cioè  C"^  ^.j  volte,  poiché  le  com- 
binazioni che  resteranno  saranno  proprio  le  (7'^  ^_i  combi- 
nazioni con  ripetizione  degli  m  oggetti  dati  w  •— 1  ad  n  —  1. 
Applicando  a  queste  rimanenti  il  ragionamento  precedente 
troveremo  che  il  numero  di  volte  che  si  troverà  ripetuto  lo 
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stesso  elemento    a.    in  tutte  le  C'     „  ,  sarà — ??^»-^tL' 

e  quindi  il  numero  di  volte  che  si  trova   ripetuto   lo  stesso 
elemento  nelle  C'^  .^  combinazioni  primitive,  sarà  la  somma 

i — ^»i*=L  e  di  C  '     ^_,  che  è  il  numero  di  volte  che 

s'era  tolto  l'elemento  a^  da  esse. 

Eguagliando  questa  nuova  espressione  del  numero  di  volte 
che  si  trova  scritto  a^  con  quella  trovata  precedentemente 
si  ha: 

d'onde  moltiplicando  per  m 


e  quindi 


fn  -u  n  —  1 


Analogamente  si  avrebbe,  cambiando  n  in  n  —  1, 

w  4-  71  —  2 


Da  queste  eguaglianze  moltiplicate  membro  a  membro,  sop- 
primendo i  fattori  eguali  del  primo  e  secondo  membro  ed 
osservando  che  (7'^  j  =  m,  si  deduce 

(w+n— l)(»i+7i--2)  . . .  (m+l)m  ,  . 

'^''*'^  w(n-l)(n-2) . . .  3.2JL  ^^ 
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0  anche 


C 


'        _/m  +  n-l\ 


cioè:  iZ  numero  delle  combinazioni  con  ripetizione  di  m  eie- 
menti  n  ad  n  è  uguale  al  numero  delle  combinazioni  semplici 
di  m  +  n  —  1  elementi  n  ad^  n. 

100.  Se  consideriamo  gli  elementi  a^  ^  a^  ^  >  •  *  ^  am  come  m 
numeri  arbitrari  dati ,  ad  ogni  combinazione  con  ripetizione 
di  questi  elementi  n  ad  n,  nella  quale  a^  sia  ripetuto  p.  es. 
ttj  volte,  «2  p.  es.  «2  volte  ecc.  si  può  far  corrispondere  un 
certo  prodotto. 

*1  *2  *3  *l» 

«1    •  «2    •  ^3   •  •  •  ^w 
dove 

a^+o^-^Oi^  4- . . .  -f  a;^=w.  (3) 

Tutti  questi  diversi  prodotti,  i  cui  esponenti  a  soddisfano 
alla  condizione  (3)  ,  non  sono  altro  evidentemente  che  i  di- 
versi termini  distinti  che  si  possono  presentare  nello  svilup- 
po dalla  potenza: 

(«1+^2+03+  .  .  .  +0"* 

poiché  ogni  termine  di  questo  sviluppo  non  potrà  essere  che 
il  prodotto  di  n  fattori  da  scegliersi,  semplicemente  o  ripe- 
tutamente, fra  le  a^ ,  ag . . . ,  a^. 

Pertanto:  il  numero  dei  termini  distinti  che  si  presentano 
nello  sviluppo  della  potenza  n^^  di  un  polinomio  di  m  ter- 
mini è  dato  da  C'^  ^. 

101.  E    chiaro    però    che    nello    sviluppo    della    potenza 

^+«2+  •••  +^m)'*  ^^^  stesso  termine   a^^^a  "...  a^*"*  potrà 
presentarsi  più  volte,  onde  si  dovrà  scrivere 

(ai-t-a2  +  . . .  +  O**  =  2  ^-«1  '-«2  ""  •  •  •  «m  "*  (4) 

flli-j-^2-|-...=7* 


—  106  — 

dove  la  sommatoria  va  estesa  a  tutti  i  sistemi  di  valori  de- 
gli esponenti  a^ ,  «2  >  ■  •  •  c^®  soddisfano  all'  eguaglianza  (3) 
e  dove  per  ogni  sistema  di  esponenti  a^  ,  ag ,  .  .  .  ,  a^  si  ha 
un  certo  coefficiente  A,  il  quale  sarà  evidentemente  un  nu- 
mero intero  e  positivo  che  indicherà  quante  volte  il  termine 

a^  ^a^  *. . .  a^y^  "•  si  presenta  nello  sviluppo  del  prodotto  di 
polinomi  eguali  :  • 

(ai+a2-|-...-fa^)"=(a^+a2+...-f-0(«i+^2+-+0— 

Per  determinare  il  valore  di  A  osserviamo  che  ,  essendo 
gli  ttj  fattori  del  prodotto  (5)  dai  quali  può  scegliersi  l'ele- 
mento a^ ,  una  volta  da  ciascun  fattore,  completamente  ar- 
bitrari, si  potranno  scegliere  questi  a^  fattori  in  tanti  modi 
diversi  quanto  è  il  numero  delle  combinazioni  semplici  di  n 

oggetti  a^  ad  a^  cioè  in  (        |  modi  diversi. 

Fissata  una  di  queste  combinazioni ,  dagli  n  —  a^ ,  fattori 
(aj  -h  «2  ■♦■•••  +  ^nò  ^^®  rimangono  dobbiamo  scegliere  ora 
«2  volte  V  a^  e  ciò  possiamo   fare   in   tanti   modi   quant'  è  il 

numero  (  ^ì?  ©^  allora  il  prodotto  (^  )(    „    *]  indicherà 

il  numero  dei  modi  distinti  con  cui  si  può  fare  la  scelta  di 
a^  volte  il  termine  a^  e  di  a^  volte  il  termine  02- 

Similmente   si   potrà   poi    scegliere   V  a^  un  numero  a^  di 

volte  in  tanti  modi  quant'  è  (  ^      ^  )  ecc.  ecc.  fino  a  sce- 

gliere per  ultimo  V  a^  ,  a^  volte ,  in   tanti   modi   quant'  è  il 

Si  avrà  dunque: 
o  anche  (§  3°  art.  2)(art.  91) 


A  = 
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«m 


cioè  sopprimendo  i  fattori  comuni  ai  numeratori   e   denomi- 
natori: 


L?l  l_?2  •  •  •  L?m  ' 

Sostituendo  ciò  in  (4)  otteniamo  dunque  come  espressione 
generale  dello  sviluppo  della  potenza  n^^  di  un  polinomio  di 
m  termini: 

Per  m  =  2  questa  formola  si  riduce  a  quella  già  trovata 
al  §  3,  per  lo  sviluppo  della  potenza  n^^  di  un  binomio. 

102.  Se 

fv^l  )  ^2  >  •  •  •  »  ^m)  =  -*-*  -^  •  *^1   «^2   •  •  •  ^/»  (  '  / 

è  una  funzione  intera  (  vedi  introduzione  )  delle  m  variabili 
a^i ,  a?2  .  .  . ,  sc^  ,  si  chiama  dimensione  di  un  termine  qua- 
lunque 

1      ^''^2      •    •    •  *^4|l 

della  funzione  la  somma  degli  esponenti,  a^+0f2+  ...  4-  «j^j  ^ 
cai  si  trovano  in  esso  elevate  le  variabili.  Si  chiama  grado 
della  funzione  /(as)  la  massima  dimensione  che  si  trova  nei 
suoi  termini.  Finalmente  la  funzione  si  dice  omogenea  se  tutti 
i  suoi  termini  hanno  la  stessa  dimensione.  Cosi  la  funzione: 

5 

J  {x)  =  ÓX^     -jr  4iCj  ^2*^3        o  *^2 
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é  una  funzione  intera  non  omogenea   di  5^  grado  delle  tre 
variabili  «i ,  a;^  ,  x^.  Invece  la  funzione: 

3 

j  [X)  =  2x^  ajj   +  4aj^  X2Xq  —  o  •^2 

è  una  funzione  intera  omogenea  di  5^  grado  fra  le  stesse  tre 
variabili. 

103.  Ciò  premesso,  se  la  (7)  è  una  funzione  intera  omo- 
genea di  grado  n  delle  m  variabili  sCi ,  a?2  ,  .  . .  a;^  ,  gli  espo- 
nenti a  dovranno  evidentemente  soddisfare  in  ogni  termine 
alla  condizione 

0^1  +  «2  +  •  •  •  +  *m  =  ^ 

onde  si  conclude  per  gli  articoli  precedenti  che  il  numero 
dei  termini  distinti  dì  una  funzione  omogenea  di  grado  n  di 

m  variabili  è  dato  in  generale  da  (  )  =  C',^   ^. 

Se  la  funzione  (7)  non  è  omogenea  si  avrà  soltanto  in  ogni 
termine 

a^  -f  ag  +  . . .  +  «^  <  n. 
Ma  se  si  scrive 

f(x)  -^  A*Xi  X2  . . .  «w  -1 
si  potrà  sempre  ritenere  ancora: 

a^-f  «2  +  .  .  .  +  a^  +  a^+i  =  n 

onde  si  vede  che  il  numero  dei  termini  distinti  di  una  fun- 
zione intera  di  grado  n  di  m  variabili  è  uguale  al  numero 
dei  termini  distinti  di  una  funzione  intera  ed  omogenea  di 
grado  n  di  m.-\-l  variabili,  cioè  è  uguale  (pel  teorema  pre- 


cedente) a  c'^,1 ,  .^ = y'iJ'^  • 
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Esercisi. 


1.  Fare  lo  sviluppo  di  (a5-ht/-|-z)3. 

2.  Calcolare  il  numero  dei  termini  dello  sviluppo  di  («+y+z)* 
e  calcolare  i  coef&cienti  dei  termini  x*,z  ed  x,y  .z\ 

3.  Dimostrare  che 

4.  Una  funzione  intera  di  grado  n  di  m  variabili  contiene  in 
generale  tanti  termini  quanti  ne  contiene  una  funzione  intera  di 
grado  m  con  n  variabili. 

5.  Il  massimo  coefficiente  nello  sviluppo  di  (a5^+a5j+...-f  a;^)'*    è 

In 

' —  dove  g  è  il  quoziente  ed  r  il  resto  della  divisione  di 


(ur(?+i)' 

n  per  m. 


6.  Definito  come  nei  §§  precedenti: 


n 


X  =cc(cc+l)(a?-f-2)...(a34-n— 1) 

si  ha  analogamente  allo  sviluppo  della  potenza   del  polinomio  la 
formola 


CIq    •  •  •  05 j^    • 


§  6.  DeriTazlone  parziale.  Sviluppo  di  Taylor 
per  funzioni  intere  di  più  Tariabili. 

104.  Sia  f(x,y,z)  U4a  funzione  razionale  intera  di  più. 
variabili,  p.  es.  di  tre  variabili  indipendenti  x  ^y ,  z.  Se  per 
un  momento  si  immagini  che  di  queste  tre  variabili  una  sola 
si  faccia  variare  effettivamente  mantenendo  invece  costanti  le 
altre,  è  chiaro  che  la/(a5,2/,«)  si  presenterà  allora  come 
ionzione  razionale  intera  di  una   sola  variabile ,  quella  che 
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varia  effettivamente,  e  potrà  derivarsi  colla  regola  ordinaria 
rispetto  a  tale  variabile  considerando  le  altre  come  incorpo- 
rate, nei  coefficienti  costanti.  Si  ottengono  cosi  delle  funzioni 
derivate  parziali  di  /(  ac ,  y ,  2  )  rispetto  ad  x  ovvero  ad  y 
ovvero  a  2; ,  a  seconda  della  variabile  rispetto  alla  quale  si 
fa  la  derivazione. 

Tali  derivate  si  sogliono  designare  risp.  con  f'^  if\  if^z 
od  anche  con  D^f^Dyf^  DJ. 

Questa  seconda  notazione,  nella  quale  2)^  ,  Dy ,  D^  si  pos- 
sono considerare  come  simboli  operativi  (  cioè  come  simboli 
di  operazioni  speciali  da  applicarsi  alle  funzioni  cui  si  pre- 
mettano )  è  specialmente  vantaggiosa  quando  occorra  di  rap- 
presentare il  risultato  di  più  derivazioni  parziali  eseguite 
successivamente  sulle  /(se  ,  y  ,  «)  ora  rispetto  ad  una,  or^.  ri- 
spetto ad  altra  variabile. 

Cosi,  ad  esempio  con 

o  più  brevemente  con 

B,^  i)/  B^fis^  ,y,z) 

verrà  a  significarsi  quella  funzione  che  si  deduce  da  /  de- 
rivando questa  parzialmente ,  prima  due  volte  rispetto  alla 
z,  poi  tre  volte  rispetto  a.à  y  e  finalmente  due  volte  rispetto 
ad  X. 

Es:  se        f{^ìyì^)'=  ^^'V  —  ^cc^V  —  ^z^y  -h  4 
si  avrà: 

DJ  ==  6£cy  -  \2x^y^z^ 
Dyf=  33c2  -  8xV^  -  32^ 

D^DJ=^D\f=^y--2^xy^z 
DyDJ  =  6ae  —  2^x^yz^    ecc. 

105.  La  funzione  dedotta  da  f  mediante  un  numero  qua- 
lunque di  successive  derivazioni  parziali  rimane  la  stessa 
benché  si  cambii  in  un  modo  qualunque  V  ordine  delle  deri- 
vazioni. Per  dimostrare  ciò  basterà  evidentemente  di  far  ve* 
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dere  che 
Invero  se 

se  ne  deduce  primieramente: 
onde  appunto: 

DyDJ=  2  ?a  •  ^aP7  ^""^  y^''  25^  =  ^x^y  f 

106.  Teorema  di  Eulero.  —  Se  f  è  una  funzione  intera 
omogenea  di  grado  m  di  più  variabili ,  la  somma  delle  sue 
derivate  parziali  rispetto  alle  variabili,  moltiplicate  per  le 
variabili  stesse,  coincide  colla  primitiva  funzione  f  moltipli- 
cata per  m. 

Sia  infatti  p.  es. 

una  funzione  omogenea  di  grado  m  di  tre  variabili  x  ,  y  yZ] 
cosicché  gli  esponenti  a  ,  p ,  y  ^^^o  soggetti  in  ogni  suo  ter- 
mine alla  condizione 

a  +  p  +  Y  =  w.  (1) 

Sì  ha  come  sopra: 

n,f=:Xy'A^^^x^yUi-' 

e  quindi,  moltiplicando  queste  espressioni  risp.  per  x ,y ,z 
e  sommando: 

=  2  (a  +  ?  +  7)  •  A,^^  se'  y?  zf 
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ossìa  appunto  per  la  (1): 

a? .  D^/  +  y  .  />y/  -f  2  •  D^/  =  m  2  ^^p^  CD*  2/ P  2j^  =  m .  / 

107.  Ci  proponiamo  ora  di  estendere  il  teorema  di  Taylor, 
già  stabilito  (art.  96)  per  funzioni  intere  di  una  variabile  , 
ad  una  funzione  intera  /(ce,  ,  scg  ,  .  .  . ,  ac^)  di  un  numero  qua- 
lunque n  di  variabili  x,  ,  ajg  ,  .  .  .  ,  x,^. 

Si  tratta,  cioè,  di  sviluppare  /(a?,  -f  ^^  ,  scg  +  '*2  »  •••  ^»+  ^n) 
secondo  le  potenze  e  i  prodotti  degli  incrementi /ii,^2,.../i„. 

Noi  giungeremo  al  risultato  in  modo  assai  semplice  appli- 
cando più  volte  di  seguito  il  teorema  di  Taylor  pel  caso  di 
una  sola  variabile.  A  tale  oggetto  però,  in  luogo  di  scrivere: 

o{x  +  /i)  =  9(a;)  +  h^\x)  -f  j-  -i^^x)  +  . . . 

ci  gioverà  scrivere,  secondo  la  nuova  notazione: 

9  (x  +  Ti)  =  1 1  +  — ^  +  -^  +  -^  +  . .  .  [  9  (x) . 

Se  m  è  il  grado  di  cp(a?)  rispetto  ad  ce,  il  numero  dei  ter- 
mini contenuti  nella  parentesi  sarebbe  m  +  1  ;  nulla  però  ci 
impedisce  di  considerare  una  serie  indefinita  di  termini , 
poiché  : 

Possiamo  anche  scrivere: 

9  (a?  +  A)  =  j  1  4-  -j^  +  ^— ^  -f-  '-jf-  +  . . .  (  9  (ic) 

e  quindi  anche  simbolicamente  (art.  55): 

hDx 

<p(x\-h)  =  e        •?(«).  (2) 

108.  Applicando  la  formola  (2)  alla  /(a^i  ,  scg ,  •  •  . ,  x^)  con- 
siderata per  un  momento  come  funzione  della  sola  x^  si  ha: 

f(Xi-ih^  ,  «2+^2  ,...)  =  «  fi^i  1  ^2+^2  >  ^3+^3  *  •  •  •  ) 
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Ma  similmente  si  ha,  considerando  come  variabile  «g  , 


h^x^ 


/(«l  »  aJ2+^2  )  aJg+^g  ,...)  =  «  /(a^i  ,  aia  )  ^3+^3  >  •  •  •  ) 

e  quindi  sostituendo  nella  formola  precedente: 
Applicando  nuovamente  la  formola  (2)  si  ha: 

e  sostituendo  nella  formola  precedente: 
_    ».^«.  *>-0«,  ^-D^ 

—  6  6  6  J"  ^fl5j  ,  ^2  y  Xq  j  aS^+Zl^  j  •  ,  •  y 

Cosi  procedendo  si  troverà: 

f{x^-^h^  ,  «2+^2  7  •  •  •  >  aj„+/irt) 

—  6  e         e  j \X^ ,  a?2  7  •  •  • }  x^) 

0  anche: 

f  («1  +  ^1 ,  0^2  +  ^2  j  •  •  •  >  «^n  +  ^/l) 
—  e  /  (.«^i  7  «^2  >  •  •  •  y  •^«-/ 

=  '€         f(x^,X2j.  .  .jX„)  (3) 

ponendo  per  brevità: 

^1^0?,  +  h^Dx^  +  .  .  .  +  K^xn  =  ^a>h'  (4) 

La  formola  (3;  contiene  appunto  lo  sviluppo  cercato,  poi- 
Capslli. — Algebra  complementare.  8 
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che,  sostituendo  ad  e        la  sua  espressione  in  serie,  ci  dà: 

/  2  t 

—  ]  ^  H     IT     '      \2      ^  •  •  •  \  f\^i  >  ^2  ?  •  •  •  >  ^/i )• 

Se  wi  è  il  grado  complessivo  di  /(as,  ,  scg  , .  .  .  ,  05,^)  nelle 
^1  >  ^2  »  •  •  •  '  ^n  >  Inasterà  evidentemente  di  limitare  lo  svi- 
luppo come  segue: 

=  {l  +  ^i.  +  .^  +  ...^Jjl-}/(,,,...,,j.    (5) 

109.  La  formola  (5)  ci  dà  lo  sviluppo  di/(a;,+fei,  ••M^Cn+^n) 
già  ordinato    secondo   i  gruppi    di   termini   omogenei   nelle 

Si  ha  infatti,  considerando  per  fissare  le  idee  tre  sole  va- 
riabili a\  ì  X2  ,  x^: 

+  r^h\  D\f+hSD'xJ+2h,h,D^^  D^J+  . . .  ] 

+  ■4[  h\D^a,J+Bh,  D\  D^J+  . . .] 

+  .  .  .  (6) 

Ricordando  la  formola  che  dà  lo  sviluppo  della  potenza  di 
un  polinomio  (art.  101)  si  trova  in  generale: 

*1    *2     «8 
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Sostituendo  per  ogni  termine  della  (  6  )  la  corrispon- 
dente espressione  (  7  )  si  ottiene  il  completo  sviluppo  di 
/"(ajj  +  /ij  ,  ajg  -f  /i^  ,  ajj  -h  ^3)  rappresentato  come  segue: 

iXj     A^    A3 

dove  ora  non  è  necessario  imporre  alcuna  restrizione  alla  va- 
riabilità degli  esponendi  a^ ,  ^^i^v 

Note  ed  Esercisi. 


1.  Chi  trovasse  qualche  difficoltà  nelPaso  che  abbiamo  fatto  al- 
Part.  106  del  numero  e  come  simbolo  operativo,  potrà  senza  cam- 
biare sostanzialmente  Findole  della  dimostrazione,  evitare  facil- 
mente Tuso  del  numero  e  e  dello  sviluppo  in  serie  nel  modo  se- 
guente. 

Sia  primieramente  una  funzione  razionale  intera  di  due  sole 
variabili  /(aj, ,  x^)  il  cui  grado  complessivo  in  Xy^  ed  x^  sia  m.  Per 
l'art.  105  si  ha: 

~  ,  1  + ---jp- +  -  j^  +  . .  .  +  — j^  J  /  ta^i  ,  a^2  ; 
d'onde  segue: 


/(«i+Aj  ,  x^-^h^  ~  1  ^  "^ 


"F  •  •  • 


u 


e  indicando  con  A^  l'insieme  di  tutti  quei  termini  dello  sviluppo 
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del  prodotto  delle  due  parentesi  che  sono  di  uno  stesso  grado  k 
di  derivazione  complessiva  rispetto  ad  x^  e  ad  a?,  : 

Ma  evidentemente  si  ha: 

n   k  k-i    ft-i 

KD.,       hP.,    h,     D     .. 

*  Lfc         li         |fc-i 


+  ~12 F2~ +  •••  +  -[!" 


=mi('^'^*'^(i)('^''4(*»^*') 


k-2  2  » 


K 

=  A[fti  ^«i  +  A»  ■°«,]  • 

Posto  per  brevità:  \I>^  +  A^-D^p  =  ^a;^»  resta  cosi  dimostrato 
che: 

/(aji+^i ,  aca+^ig)  =  j  1  +  -^^  +  -^  +  . . .  +  ^^^f/Ca^i,»»). 

Passando  ora  ad  una  funzione  /{x^  }^%  1  ^z)  di  ^^^  variabili  si 
avrà  primieramente  per  quanto  si  è  ora  dimostrato  (  detto  tn  il 
grado  di  /  in  cc^  ,  ajj  ,  x^  ): 
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e  per  V  art.  105  : 

fix^+h,,  ar^+Tia,  0:3+^3)  =j  1  +  -^  +  -^— +  •  •  • 

^o"*  ^""a;  ) 

[_m      J 
onde: 

=  1  l+Aj+Ag  +  .  .  .  +  Am  !/(aci  ,  X^  ,  053) 
dove,  con  procedimento  identico  a  quello  tenuto  sopra  si  troverà: 

1 


cioè  appunto 


A*  = -^  [  As  ^*,  +  ^*fc  J* 


A»  =  T^[  Al  J>x,  +  h^Dx^  +  Aj  2>x,  ]* 


c.  d.  d.  e  cosi  di  seguito. 

2.  Se  f(x^ , x^ , ...  ,a;^p  è  omogenea,  di  grado  m,  nelle  x^^x^^ ... , o?^ 
si  ha  semplicemente 

\hJ>x^^-\Dx^  +  . . .  4-  K^^nTf^^i  ;  ^2  >  •••  )  ^n) 

cosicché  per  m=2  lo  sviluppo  di  Taylor  ci  dà: 

/(«i+Ai  , ... ,  x^-^h^ 


CAPITOLO  III. 

TEORIA  DEI  DETERMINANTI  E  SUA  APPLICAZIONE 
ALLA  iaiSOLUZrONE  DEI  PROBLEMI  ALGEBRICI  DI 
PRIMO    GRADO. 


§1.0  Definizione  di  determinante. 

110.  Si  chiama  matrice  quadrata  ^i  ordine  n  la  figura  for- 
mata da  m^  numeri  (  elementi  della  matrice  )  scritti  in  uno 
stesso  piano  in  modo  da  formare  n  lìnee  orizzontali  ed  n 
linee  verticali  ciascuna  delle  quali  comprenda  n  elementi. 
Cosi  p.  es.  la  figura 

2     3     4     5 

0     12     3 

4    0-72 

3  4 

^  -2  M 

sarà  una  matrice  quadrata  di  4.^  ordine  ^  poiché  ogni  linea 
ed  ogni  colonna  contiene  quattro  elementi. 

In  una  matrice  quadrata  di  ordine  n  si  chiamerà  t™*  li- 
nea orizzontale  quella  che  occupa  1'  i^^  posto  cominciando  a 
contare  dall'alto  verso  il  basso,  e  si  chiamerà  j^^  colonna  o 
linea  verticale  quella  che  occupa  il  posto  j^^  contando  le 
colonne  da  sinistra  verso  destra. 

Finalmente  si  chiamerà  posto  {%  ,  j)  quel  posto  che  si  trova 
nella  intersezione  della  1™»  linea  orizzontale  colla  7™*  linea 
verticale. 
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Cosi  nell'esempio  precedente  si  vede  che  l'elemento  —7  si 
trova  sulla  terza  orizzontale  e  sulla  terza  verticale.  Esso  oc- 

3 
cupa  dunque  il  posto  (3  ,  3).  Invece  l'elemento  -  occupa    il 

posto  (4  ,  2). 

111.  Per  designare  in  generale  con  delle  lettere  gli  ele- 
menti di  una  matrice  quadrata  di  ordine  n  basterà  p.  es.  di 
indicare  con  a^^  quelPelemento  che  occupa  il  posto  {% ,  j\  co- 
sicché la  matrico;  prenderà  allora  il  seguente  aspetto. 

^11       ^12       ^13       •       •       •       ^1» 
^21       ^22       ^23       •       •       •       ^2» 


(1)    a^i     032     agg     .     .     .     a 


3R 


^«1      ^«2      ^«3        •       •       •       ^nn 


In  molti  casi  però  è  preferibile  di  designare  gli  elementi 
con  lettere  affette  da  un  solo  indice.  Ciò  si  può  ottenere 
per  es.  rappresentando  gli  elementi  della  matrice  col  quadro 


«1 

o« 

«S 

• 

. 

• 

«n 

\ 

\ 

63 

. 

. 

• 

K 

(2) 

Ci 

e» 

C3 

. 

• 

. 

<^n 

«1 

«2 

"3 

. 

. 

. 

«« 

112.  Consideriamo  tutti  i  prodotti  generalmente  distinti 
che  si  possono  formare  moltiplicando  fra  loro  n  elementi 
della  matrice  quadrata  di  ordine  n  colla  condizione  che  di 
ogni  linea  orizzontale  e  verticale  si  debba  prendere  ,  come 
fattore  del  prodotto,  uno  ed  un  solo  elemento.  Partendo  dalla 
notazione  (2)  è  chiaro  che  uno  qualunque  di  questi  prodotti 
sarà  della  forma 

ai  •  bi  'Ci      ...     Us  (3) 

*i     *2    '3  « 

scrivendo  dapprima  V  elemento  che  si  prende  dalla  l.a-  oriz- 


—  120  — 
zontale  che  sia  p.  es.  Of  ,  poi  quello  che  si  prende  dalla  2.^ 

orizzontale  che  sia  per  esempio  h^    e  cosi  via. 

Quanto  agli  indici 

essi  dovranno  essere  tutti  differenti ,  poiché  se  fosse  p.  es. 
h  =  1*3  ciò  significherebbe  che  il  prodotto  (3)  contiene  due 
elementi  h^  e  e,-  appartenenti  ad  una  stessa  colonna ,  con- 
trariamente alla  condizione  imposta. 

Gli  indici  (4)  non  saranno  dunque  che  una  certa  permu- 
tazione dei  numeri  naturali  distinti 

1,2,3}     .     .     •     )  71 

e  del  resto  si  potrà  scegliere  una  permutazione  a  piacere. 

Poiché  ora  di  tali  permutazioni  ve  ne  sono  [n  (art.  72)  è 
chiaro  che  si  potranno  formare  in  tutto  precisamente  [n  pro- 
dotti che  soddisfano  alle  condizioni  volute. 

Uno  qualunque  di  questi  prodotti 

a,-  hi  d      ...     Ui 

si  chiamerà  di  classe  pari  ovvero  di  classe  dispari  secondo- 
che  la  permutazione  formata  dagli  indici 

•        *       •  • 

è  di  classe  pari  o  dispari  (art.  75),  onde  già  sappiamo  che 
il  numero  dei  prodotti  di  classe  pari  sarà  eguale  a  quello  dei 

prodotti  di  classe  dispari,  cioè  sarà  •^- 

Ciò  premesso  :  si  chiama  determinante  della  matrice  qua- 
drata (2)  la  somma  degli  |_n  prodotti  ora  considerati  presi 
ciascuno  col  segno  +  o  —  secondochè  sia  di  classe  pari  o 
di  classe  dispari. 

Il  valore  di  questo  determinante,  dipendendo  evidentemente 
dai  valori  degli  n^  elementi  della  matrice,  si  suol  designare 
colla  matrice  stessa  chiusa   fra  due  tratti  verticali.  La  defi- 
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nizìone  di  questo  nuovo   simbolo    si   può   dunque  esprimere 
cosi 


"l 

«2 

«s 

• 

• 

• 

«n 

K 

b. 

6s 

• 

• 

• 

K 

Ci 

• 

1             • 

C8 

• 

• 
• 

• 
• 

• 
• 

C» 

•           • 

W.       Uo      u 


u 


A 


=  2  =*=  «i^  \  Cf^ .  •  •  «ù   (^) 


n 


dove  ogni  termine  della  somma  che  sta  nel  secondo  membro 
dovrà  prendersi  col  segno  +  o  —  secondochè  per  1*1,12 >*3  y*")'^n 
si  prenda  una  permutazione  di  classe  pari  ovvero  di  classe 
dispari. 

Secondo  questa  definizione  si  avrà  ad 


«1     «2 


&i     &2 


=  «1  62  "~  ^2  ^1  y 


1     2 
4-2 


esemplo 


=  -2-8=-10 


(6) 


«1    «2    % 

61      &2      ^3 


=  ai&j,C3+a2^3^1+^3^lC2'"^1^3C2~^3^2^l""^2^1<^3     C^) 


ecc. 


113.  I  due  ultimi  esempi  sono  già  sufficienti  a  mostrare 
V  importanza  della  nozione  di  determinante  per  quanto  ri- 
guarda la  risoluzione  dei  problemi  di  primo  grado.  Se  si  con- 
siderino infatti  le  due  equazioni  simultanee: 


e  si  risolvano  con  uno  degli  ordinari  metodi  elementari ,  si 
troverà: 


a 

«2 

p 

^ 

«1 

Og 

&i 

?>2 

S«i  —  OLÒ. 
«lC>2  -  «2^1 


«1 

a 

\ 

P 

«1 

% 

&1 

6, 

Cosi  pure  dal  sistema  di  tre  equazioni: 
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si  dedurrebbe  che 


X  = 


dove  la  frazione  nel  secondo  membro  ha  per  denominatore 
appunto  il  determinante  (7)  e  per  numeratore  un  determi- 
nante affatto  analogo,  colle  a  ,  ^  ,  7  in  luogo  delle  a^ ,  ^2,^3; 
similmente  per  y  e  z. 

114.  Delle  due  diagonali  della  matrice  quadrata  del  de- 
terminante (5)  si  chiama  prima  diagonale  o  diagonale  prin- 
cipale quella  che  passa  per  gli  elementi  a^  ,  02  ^  c^  ,  •••  ,  u^ 
e  seconda  diagonale  V  altra.  In  corrispondenza  a  ciò  si  chia- 
ma termine  principale  del  determinante  quello  formato  dal 
prodotto  degli  elementi  della  diagonale  principale,  cioè  il  pro- 
dotto 


«1  ^i 


... 


u. 


che  dovrà  prendersi  sempre  col  segno  +  poiché  gli  indici 
1  ,  2  ,  3  ,  .  .  .  ,  n  non  formano  alcuna  inversione  ma  seguono 
r ordine  naturale. 

Si  vede  che ,  per  fare  lo  sviluppo  del  determinante  (5), 
cioè  per  scrivere  gli  [n  termini  di  cui  si  compone,  si  può 
cominciare  dallo  scrivere  dapprima  il  termine  principale 
Aj  òg  ^3  •  •  •  ^«  e  dedurre  quindi  da  questo  tutti  gli  altri  ter- 
mini lasciando  ferme  le  lettere  a,&,c,...,u  e  permutan- 
do gli  indici  1  ,  2  ,  3  ,  .  .  .  ,  w,  in  tutti  gli  [n  modi  possibili 
coll'avvertenza  di  prendere  ogni  volta  il  termine  ottenuto  col 
segno  +  0  —  secondochè  la  permutazione  formata  dai  suoi 
indici  risulti  di  classe  pari  ovvero  di  classe  dispari. 

115.  In  molti  casi ,  specialmente  per  la  dimostrazione  di 
certi  teoremi,  è  più  comodo,  anziché  partire  dalla  notazione 
(2)  della  matrice  quadrata,  di  partire  invece  dalla  notazione 
(1).  Si  avrà  allora,  analogamente  alla  (5), 


flu 

«12 

«18 

. 

«1» 

«21 

«22 

«23 

. 

«2» 

«31 

«32 

«33 

. 

«311 

«ni 

««2 

«ns 

. 

««« 

(8) 


—  123  — 

In  un  termine  qualunque 

si  hanno  ora  due  permutazioni  di  indici,  cioè  quella  formata 
dai  primi  indici  e  quella  formata  dai  secondi  indici.  La  pri- 
ma è  sempre  1  ,  2  ,  S  ,  .  .  .  ,  n  cioè  segue  1'  ordine  naturale 
e  non  contiene  inversioni.  La  seconda  z\  ,  1*2  >  *8  *  •  •  •  »  *»  P^^ 
contenere  inversioni  ed  a  seconda  che  il  numero  di  tali  in- 
versioni sia  pari  o  dispari  si  dovrà  poi  preporre  al  termine 
il  segno  4-  o  — . 

116.  Se  in  un  prodotto  qualunque 


contenente  un  elemento  di  ogni  linea  ed  un  elemento  di  ogni 
colonna  del  determinante  (8)  si  scambino  fra  loro  due  fat- 
tori qualunque,  il  che  non  altera  il  valore  del  prodotto,  cioè 
si  scriva  p.  es. 

z,»2     i,»j     »»»3  "«'fi 

la  permutazione  dei  primi  indici  che  non  aveva  inversioni 
acquisterà  un  certo  numero  dispari  di  inversioni  (  art.  76  ). 
E  similmente  la  permutazione  dei  secondi  indici  acquisterà 
oppure  perderà  un  numero  dispari  di  inversioni. 

Di  qui  segue  che  la  somma  complessiva  delle  inversioni 
che  si  trovano  nelle  due  permutazioni  potrà  bensì  variare , 
ma  soltanto  dì  un  numero  pari. 

Se  dunque  per  mezzo  di  scambi  di  fattori  si  alteri  in  un 
modo  qualunque  l'ordine  dei  fattori  del  prodotto  (10),  cosic- 
ché esso  prenda  la  forma 


la  somma  complessiva   delle  inversioni   contenute    nelle  due 
permutazioni 

S]  Sg  63  .  . .  s,j  ed  J1J2J3  •  •  •  7» 

sarà  ancora  pari  0  dispari  secondochè  era  pari  0  dispari  la 


—  124  — 

somma  delle  inversioni  contenute  nelle  due  permutazioni  pri- 
mitive 

Segue  da  ciò  che  per  calcolare   il  segno   che   compete    ad 
un  prodotto  qualunque 


^s      I    ^e    ì  ì    ^e.      1     •  •  •  ^£       « 


contenente  un  elemento  di  ogni  verticale  ed  un  elemento  di 
ogni  orizzontale  si  potrà  tenere  a  piacere  V  uno  o  V altro  dei 
due  metodi  seguenti: 

l.o)  Si  cambi  V  ordine  dei  fattori  in  modo  che  i  primi 
indici  S|  ,  Eg  >  •  •  •  vengano  a  disporsi  secondo  V  ordine  natu- 
rale crescente  e  si  prenda  poi  il  prodotto  col  segno  +  o  — 
secondochè  la  permutazione  dei  secondi  indici  riesce  di  classe 
pari  0  dispari. 

2.<>)  Si  lasci  pure  fermo  V ordine  dei  fattori.  Allora  però 
si  prenderà  il  prodotto  col  segno  +  o  —  secondochè  sia  pari 
0  dispari  la  somma  complessiva  delle  inversioni  contenute 
nelle  due  permutazioni  s^  Sg  £3  .  .  .  6^  ed  Jij^j^  •  •  •  J»- 

117.  Questo  secondo  modo  di  stabilire  il  segno  di  ogni 
termine  del  determinante  mette  meglio  in  evidenza  che  la 
definizione  del  segno  è  perfettamente  simmetrica  rispetto  alle 
linee  orizzontali  e  verticali. 

Scriviamo  il  determinante  colla  notazione  (2j: 


^11      ^12      ^13      • 


^21       ^22       ^23 


^81       ^32       ^33     •       • 


^n\      ^/i2      ^«3 


.    a 


In 


.    a 


2/1 


.   a 


3  A 


.   a 


nn 


(«) 


Due  elementi  della  matrice  che  hanno  gli  stessi  indici  ma 
in  ordine  inverso  si  dicono  coniugati.  Cosi  per.  es:  a^g  ^  ^^^" 
iugato    con    «21  ?  ^34  ^^n  a^^   e  in  generale    aj-    con  a^j.  Gli 
elementi   della  diagonale   principale    sono   coniugati   con    se 
stessi. 
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Gli  elementi  coniugati ,  come  sì  vede  dalla  matrice ,  sono 
situati  simmetricamente  rispetto  alla  diagonale  ;  cosicché  se 
si  facesse  ruotare  il  piano  della  matrice  intorno  alla  diago- 
nale principale  di  180®,  ogni  elemento  prenderebbe  il  posto 
del  suo  coniugato,  nel  mentre  che  le  orizzontali  prendereb- 
bero il  posto  delle  verticali  e  reciprocamente. 

Il  nuovo  determinante  cosi  ottenuto  sarà 


^11       ^21       ^81 


^12       ^22       ^32 


^1»     ^2a      ^3n 


.    a 


Al 


.    a 


n% 


^13      ^23      ^33     •      •      •    CI 


nZ 


.    a 


nn 


(?) 


ed  io  dico  che  il  suo  valore,  sarà  lo  stesso  di  quello  del  de- 
terminante primitivo  (a).  Consideriamo  infatti  un  termine 
qualunque 

(■r) 


uPl     '^2P2     '^3P3  ^ 


aPfi 


del  determinante  (a).  È  chiaro  che,  fatto  astrazione  dal  se- 
gno, es^o  si  troverà  anche  nel  determinante  (^)  e  reciproca- 
mente, poiché  esso  contiene  un  elemento,  ed  uno  solo,  di  ogni 
verticale  e  di  ogni  orizzontale  di  0). 

Ma  il  segno  sarà  anche  lo  stesso  nei  due  determinanti.  In- 
fatti per  avere  il  segno  di  questo  termine  in  (a)  si  debbono 
esaminare  le  due  permutazioni 


r^r^r^.  .  .r^  e  p^  p^  pg 


9n 


e  vedere  se  la  somma  delle  inversioni  in  entrambi  sia  pari 
o  dispari.  Per  avere  invece  il  segno  di  questo  stesso  termine 
nel  determinante  (p),  dobbiamo  riflettere  che  i  fattori 


\9i  '  %^2  '  %P3'**%P« 


che  compongono  il  prodotto  (7)  occupano  nel  determinante 
(?)  ì  posti  coniugati  di  quelli  che  occupavano  prima,  cioè  i 
posti 

(Pl  »  ^1)   ì    (P2  >  ^2)  >  •  •  •  >  (Pn  »  ^n)- 


—  126  — 

Ma  qui  le  permutazioni  degli  indici  sono: 

Pi  P2  Ps  •  •  •  Pfi  ®d  r^r^r^.  ..  r^ 

cioè  le  stesse  due  permutazioni  di  poco  fa ,  cosicché  anche 
la  somma  delle  inversioni  in  entrambe  sarà  la  stessa  onde 
resterà  lo  stesso  anche  il  segno. 

Si  ha  dunque  il  seguente  teorema  :  il  valore  di  un  deter- 
minante non  si  altera  se  si  cambiano  in  esso  ordinatamente 
le  linee  nelle  colonne  e  le  colonne  nelle  linee, 

Esercisi. 


1.  Verificare  per  es.  che 

13-1 
4  0  2 
12     3 


14     1 

3     0     2 

—12     3 


2.  Dimostrare  che  il  segno  del  termine,  di  un  determinante  di 
ordine  n,  formato  cogli  elementi  della  seconda  diagonale  sarà  -f- 

o  —  secondochò  il  numero ^  sia  pari  o  disparì. 

3.  Dimostrare  che  un  determinante  non  cambia  neanche  di  se- 
gno se  esso  si  fa  ruotare  di  180^  intorno  alla  sua  seconda  diago- 
nale. 

4.  Il  segno  con  cui  va  preso  il  termine    a        <i        , ,  .  a  , 

1  Pi      a  P2  "»  P  » 

nello  sviluppo  del  determinante  di  ordine  »,  è  egnale  a(—  1)**^^ 
dove  >.  indica  il  numero  delle  sostituzioni  circolari  nelle  quali  si 
decompone  la  sostituzione 


/Pi  P2  P3  •  •  •  ?n\ 
\rj  r^  ^'3  •  •  •  ^«/ 


§  2.  Proprietà  fondamentali  dei  determinanti. 


118.  Se  in  un  determinante  si  scambiano  fra  loro  due  li- 
nee  parallele  (verticali  od  orizzontali  )  il  valore  del  determi- 
nante cambia  di  segno. 
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Cioè  sarà,  scambiando  p.  es.  le  colonne  di  posto  ^  e  A;: 


Hjj^  .  •  .  d^f^  .  •  .  a^jij  .  •  •  a^^ 

«21  •  •  •  ^2/»  •  •  •  ^2k  •  •  •  ^2n 
^/il  •  •  •  ^nh  •  •  •  ^nk  •  •  '  ^nté 


^11  •  •  •  ^Ik  •  •  •  ^Ift  •  '  •  ^1« 


a 


21 


^2*  •  •  •  ^2/i  •  •  •  ^2ri 


^»1  •  •  •  ^«ft  •  •  •  ^Uh  •  •  •  ^1 


fin 


E  evidente  che  prescindendo  dal  segno  i  termini  del  pri- 
mo determinante  sono  gli  stessi  del  secondo. 

In  quanto  al  segno,  consideriamo  un  termine  qualunque  del 
primo 

(a) 


=*=  ^1  ,  fj  ^2  ,  r,  «3  ,  fs  •  •  •  «»  ,r,i 


j       il  cui  segno  sarà  +  o  —  secondochè  sia  di  classe  pari  o  di- 
\       sparì  la  permutazione  dei  secondi  indici 

^1  ^2  ^'S  •  •  •  ^« 


che  scriveremo  come  segue 

AhBkC 


(P) 


mettendo  in  evidenza  i  due  indici  h  e  k. 

Nel  secondo  determinante  gli  elementi  «i  r   >  ^2  r  •  •  •  ^^® 

compongono  il  prodotto  (a)  occupano  dei  posti  i  cui  primi 
indici  sono  rispettivamente  ancora  1  ;  2  ,  3  ^  .  .  .  ,  n  nel  men- 
tre che  i  secondi  indici  saranno  invece  quelli  della  permu- 
tazione 

AkBhC 

la  quale  differendo  dalla  (p)  per  lo  scambio  di  due  elementi 
sarà  di  classe  opposta  a  quella  della  (P)  (  art.  76  ).  Dunque 
lo  stesso  termine  (a)  si  presenterà  nel  secondo  determinante 
con  segno  opposto  a  quello  che  aveva  nel  primo;  cioè  il  se- 
condo determinante  ha  tutti  i  suoi  termini  di  segno  opposto 
a  quelli  corrispondenti  del  primo  e.  d.  d. 

119.  Corollario.  —  Se  in  un  determinante  due  linee  pa- 
rallele (verticali  od  orizzontali)  sono  eguali j  il  valore  del  de- 
terminante è  nullo. 

Difatti  se  nel  determinante  A  si  scambiano  fra  loro  le  due 
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lìnee  parallele  eguali ,  esso  Gambiera  di  segno  pel  teorema 
precedente.  D'altra  parte^  la  matrice  essendo  restata  identi- 
camente la  stessa,  il  suo  valore  non  può  aver  cambiato.  Sarà 
dunque  A  =:  —  A,  onde  21  =  0,  cioè  appunto  A  =  0. 

120.  8e  in  un  determinante  si  moltiplicano  tutti  gli  ele- 
menti di  una  linea  (verticale  od  orizzontale)  per  uno  stesso 
numero,  il  valore  del  determinante  si  troverà  pure  moltipli- 
cato per  quel  numero. 

Infatti  ogni  termine  del  determinante  contiene  almeno  un 
elemento  di  quella  linea  ed  uno  soltanto  ;  perciò  dopo  aver 
moltiplicati  gli  elementi  di  quella  linea  per  uno  stesso  nume- 
ro, ogni  termine  del  determinante  conterrà  come  fattore  uno 
ed  un  solo  elemento  di  quella  linea  moltiplicato  per  quel  nu- 
mero, epperò  Finterò  termine  verrà  ad  essere  moltiplicato  una 
volta  per  il  numero  stesso. 

Cosi  sarà  ad  esempio: 


fli   p.bi    e. 

=  p. 

"l 

^ 

Ci 

«2    P-^i     ^2 

«« 

\ 

Cj 

«3    P-h     «'8 

«S 

bs 

cs 

121.  Corollario.  —  Un  determinante  è  nullo  quando  gli 
elementi  di  una  linea  sono  equimultipli  degli  elementi  corri- 
spondenti di  una  linea  parallela. 

Infatti  ponendo  faori  del  determinante  il  fattore  di  mul- 
tiplicità  comune  a  tutti  gli  elementi  di  quella  linea,  il  nuovo 
determinante  avrà  due  linee  parallele  eguali,  onde  sarà  nullo 
(art.  119). 

Cosi  ad  esempio,  si  ha: 


1     10     5 

=r 

1     2.5 

5 

=  2. 

15     6 

3    -8-4 

3     2.(-4) 

-4 

3-4-4 

4       4     2 

4     2.2 

2 

4     2     2 

=  0 


122.  Se  gli  elementi  di  una  stessa  linea  si  riguardano  de- 
composti in  un  egual  numero  p  diparti  (polinomi  di  p  ter- 
mini ),  il  determinante  si  pud  esprimere  come  la  somma  di 
p  determinanti  che  si  ottengono  successivamente  dal  determi^ 
nante  dato  sostituendo  in  luogo  di  ogni  polinomio  una  volta 
il  solo  primo  termine  una  volta  il  solo  secondo  termine,  ecc. 
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Cosi  ad  esempio,  si  avrà  : 


«4  ^4  «4+^4+74^4 


^1  ^1  ^1  ^1 

«2  63  ag  C2 

«3  ^3  *3  ^3 
«4  ^4  ^4  C4 


+ 


«1  ^1  Pi  Ci 
«2  ^2  p2  <^2 
«3  ^3  P3  ^3 
«4  ^4  ?4  C4 


+ 


«1  ^1  Ti  Ci 

«2  ^2  T2  ^2 
^8  ^3  Ts  C3 
«4  ^4  Y4  «4 


Per  persuadersi  di  ciò  basta  riflettere  che  ogni  termine  del 
determinante  del  primo  membro  è  precisamente  eguale  alla 
somma  dei  tre  termini  omologhi  dei  tre  determinanti  del  se- 
condo membro  cioè  p.  es.  a^  •  63  •  (^3  +  ?3  +  T3)  *  ^4  =  ci^\ol^c^ 
+  ct^2^^c^  +  ^1^273^4  cosicché  il  termine  principale  del  deter- 
minante del  primo  membro  è  la  somma  dei  termini  princi- 
pali dei  determinanti  del  secondo;  e  similmente  per  ogni  al- 
tro termine. 

123.  Un  determinante  conserva  il  suo  valore  se  agli  elementi 
di  una  sua  linea  si  aggiungono  gli  elementi  corrispondenti  di 
una  linea  parallela ,  anche  moltiplicati  per  un  fattore  co- 
mune. 

Cioè  si  avrà  ad   esempio: 


a^  b^  Cj  d^  Cj 

flg  O2  C2  «2  62 

^3  ^3  C3  »3  63 

«4  64  C4  ^4  C4 

%  h  C5  ^5  H 


a^     &i  +  pLcZj  Cj  cZj  e  j 

«2       ^2  +  1*^2  Cg  C?2  ^2 

63    +    [ACZg  C3  d^  C3 

^4  +  [^^4  C4  CÌ4  64 

«5       ^S  +  Ns  C5  C«5  65 


a» 


a. 


Infatti,  per  il  teorema  precedente,  il  determinante  del  se- 
condo membro  è  uguale  alla  somma  dei  due  determinanti: 


a^  &j  Cj  d^  Cj 

^2  ^2  ^2  ^2  ^2 

^8  ^8  ^8  W3  63 

«4  64  C4  d^  64 

«5  ^5  C5  <?5  65 


e 


^1  ^1  ^1  ^1  ^1 

^2    ^2  ^2    ^2  ^2 

^3    ^3  C3    «3  63 

«4    C?4  C4    C?4  C4 

«K    dfi  Ck    cZk  Cr 


dei  quali  il  primo  è  appunto  lo  stesso  determinante  del  pri- 
Capelli. — Algebra  complementare,  9 
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mo  membro  ed  il  secondo  è  nullo  avendo  due  colonne  eguali. 


Eserciii. 


1.  Verificare 


1 

0 

4 

-1 


2     0-1 


2 


ì     4 


4     6     0 


I 


^     2 


2.3.5 


1 
0 
4 


4 
9 
8 


-5  25 


0-1 

1  12 
6     0 

2  10 


senza  sviluppare  ì  determinanti. 

2.  Dimostrare,  senza  fare  lo  sviluppo,  che: 


=^0 


1 

2 

3     a 

2 

3 

4     ^ 

3 

4 

5     Y 

4 

5 

6     5 

lostrare  che 

a  p  0  0 

— 

ag 

• 

a  6 

Y  S  0  0 

t5 

e  d 

0  0  a  6 

0  0  e  d 

=  (ao  —  Py)(^^  ""  ^^) 


4.  Trasformare,  per  mezzo  del  teorema  delPart.  123,  un  determi- 
nante dato  in  modo  che  riescano  uguali  a  zero  tutti  gli  elementi 
in  una  stessa  linea,  ad  eccezione  di  un  solo  elemento. 


§  3.0  Aggiunti  di  un  determinante. 

124;  Se  immaginiamo   fatto   lo  sviluppo   del  determinante 
generale 


i  ^11   ^12  •  '  •  %« 


^  _      «21    ^22 


Cvoo    •    •     •    V» 


2n 


'  ^ni  ^«2  •  •  •  ^nn 


(1) 


—  131  — 

e  coDsideriamo  fra  gli  \_n  termini  dello  sviluppo  quelli  che 
contengono  come  fattore  un  certo  elemento  a,-^- ,  e  mettendo 
poi  in  evidenza  questo  fattore  comune  rappresentiamo  la  som- 
ma di  questi  ultimi  termini  sotto  la  forma  a^j  •  A^^  y  la  quan- 
tità Af^  dicesi  Vag^giunto  déìV  elemento  a^y. 

Cosi,  p.  esempio  ìaeHo  sviluppo  del  determinante 


a 


2 


'2 


a. 


cioè 


»3       ^3       ^i 

si  hanno  due  soli  termini  che  contengono  Telemento  c^ 

«8  ^1  ^2  "■  «1  ^3  ^2 

il  che  può  anche  scriversi  raccogliendo  il  fattore  c^ , 

(«3  &i  —  ai  63)  Cj} 
onde  («3  61  "~  ^1  ^3)  s^^^  l'aggiunto  dell'elemento  Cg. 

125.  Ora  noi  ci  proponiamo  dimostrare  che  l'aggiunto  A^j 
delV  elemento  sl^j  è  uguale  al  determinante  (di  ordine  n  —  1) 
che  8Ì  ottiene  dal  determinante  dato  (1)  sopprimendone  la  V"° 
orizzontale  e  la  ]**""  verticale,  coli' avvertenza  però  di  premet- 
tere poi  a  questo  determinante  il  segno  -f  0  —  secondoché  la 
somma  i  -h  j  sia  pari  0  dispari» 

Questo  teorema  è  quasi  evidente  per  il  caso  semplicissimo 
in  cui  l'elemento  a,y  di  cui  si  cerca  l'aggiunto  sia  proprio  il 
primo  elemento  a^^  del  determinante.  Infatti  quei  termini  del 
determinante  (1)  che  contengono  a^^  ,  non  potendo  più  con- 
tenere come  fattori  altri  elementi  della  prima  verticale  ed 
orizzontale  ,  si  comporranno  evidentemente ,  fatta  astrazione 
dai  segni,  dell'elemento  a^^  moltiplicato  per  i  termini  del  de- 
terminante di  ordine  n— 1: 


^22  ^23  •  •  •  ^2» 
^32    ^33  •  •   '  ^3« 


«/.2    «fl3 


.  a 


fin 


(2) 


che  si  deduce  dal  dato  cancellandone  la  prima  orizzontale  e 
la  prima  verticale.  Ma  anche  nei  segni  ci  sarà  perfetta  coin- 
cidenza, poiché  un  termine  qualunque 


^272  ^378  •  •  •  ^n'in 
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del  determinante  (2)  avrà  evidentemente  nella  seconda  per- 
mutazione dei  suoi  indici  le  stesse  inversioni  che  si  riscon- 
trano nel  termine  completo  corrispondente. 

del  determinante  (1)  giacché  gli  indici  1  trovandosi  qui  al 
primo  posto  non  possono  fare  inversione  con  alcuno  dei  con- 
secutivi. 

Eesta  cosi  dimostrato  che 


Ax  = 


^22    ^23  •  •  •  ^ 


2n 


^32    ^33  •  •    •  ^3a 


a 


«2    ^«3  •  •  •  <* 


un 


126.  Consideriamo  ora  il  caso  generale  in  cui  si  voglia 
l'aggiunto  di  un  elemento  qualunque  a,j.  Noi  ridurremo  que- 
sto caso  al  precedente  eseguendo  nel  determinante  dato  de- 
gli scambi  di  linee  parallele  tali  da  portare  l'elemento  a^y  al 
primo  posto,  poiché  sappiamo  (art.  118)  che  lo  scambio  di 
due  linee  parallele  non  altera  che  il  segno  del  determinante, 
onde  un  numero  qualunque  di  scambi  di  linee  parallele  la- 
scerà inalterato  il  valore  del  determinante  ovvero  ne  cam- 
bierà  soltanto  il  segno  secondoché  il  numero  complessivo  di 
tali  scambi  sia  pari  o  dispari. 

Pertanto  noi  potremo  scambiare  la  {«aa  linea  orizzontale  suc- 
cessivamente con  ciascuna  delle  e  —  1  orizzontali  precedenti 
con  che  avremo  portato  l'elemento  a^j  sulla  prima  linea  oriz- 
zontale ed  avremo: 


X  = 


=(-1)'"^ 


'    ««1         ^«2 


nn 


«Il 

«f2 

...  a,„ 

' 

«11 

«12 

...  Oj,! 

«21 

«22 

...  «21» 

«t-1,1 

«1-1,2 

...  «1-1.11 

«m,i 

«1+1,2 

•••  «m,« 

«ni 

«n2 

...  a„„ 

J 
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Permutando  in  seguito  la  j^^  colonna  con  ciascuna  delle 
y— 1  precedenti,  con  che  si  altererà  di  nuovo  il  determinante 
di  (—  ly*^,  l'elemento  a^y  verrà  appunto  a  trovarsi  al  primo 
posto,  ed  allora  la  ricerca  dell'aggiunto  si  farà  come  nel  caso 
precedente  cancellando  la  prima  linea  e  la  prima  colonna. 

Intanto,  poiché  fatta  astrazione  dalla  i^^  orizzontale  e  dalla 
jm&  verticale  le  altre  linee  e  colonne  hanno  conservato  lo 
stesso  ordine  primitivo  di  successione ,  è  chiaro  che  nella 
pratica  non  occorrerà  eseguire  prima  gli  scambi  di  linee  pa- 
rallele di  cui  si  è  detto  sopra,  ma  basterà  cancellare  addi* 
rittara  nel  determinante  dato  le  due  linee  che  si  incrociano 
nello  elemento  a^y.  Prendendo  il  determinante  di  ordine  n— 1 
che  cosi  si  ottiene  col  segno  (—1)'"^  •  (—  1)/"^  cioè  col  segno 
(—  l)*'^-'  ,  si  avrà  appunto  raggiunto  cercato  dell'elemento  a,j, 

£s.  Cancellando  nel  determinante 


fli 


a 


s 

e 


s 


Qa 


-6l- ^  —  (p9J ^4 


d. 


d 


2 


I 

d 


8 


'4 


d* 


la  seconda  orizzontale  e  la  terza  verticale  che  si  incrociano 
nell'elemento  63  (il  quale  occupa  il  posto  (2  ,  3)  resta  il  de- 
terminante 


«1 

«» 

«4 

Ci 

c« 

Ci 

d. 

d^ 

d. 

che  preso  col  segno  (—  l)*"*"^,  cioè   col   segno  —  |  sarà  1'  ag- 
giunto dell'elemento  Òq. 

127.  I  determinanti  che  si  ottengono  da  un  determinante 
dato  cancellandone  una  linea  orizzontale  ed  una  verticale  si 
dicono  determinanti  minori  di  ordine  n  —  1.  Essi  sono  tanti 
quanti  sono  gli  elementi  del  determinante  cioè  n^y  e  noi  chia- 
meremo determinante  minore  complementare  dell'elemento  a,y 
quello  che  si  ottiene  dal  determinante  primitivo  cancellan- 
done le  due  linee  che  s' incrociano  in  questo  elemento  a,y. 
Cosicché,  confrontando  col  risultato   dell'  articolo   prec. ,  pò- 
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tremo  dire  che  V  aggiunto  di  un  dato  elemento  a^y  altro  non 
è  che  il  suo  determinante  minore  complementare,  preso  però 
col  segno  (— l)*"*"-'* . 
Poiché  i  numeri 

t-hl  ,  1+2  ,  t+3  ,  .  .  .  ,  i+n 

sono  alternativamente  pari  o  dispari,  o  viceversa,  si  vede  fa- 
cilmente che  gli  aggiunti  degli  elementi  di  una  stessa  linea 
i*"*  saranno  eguali  ai  loro  determinanti  uninori  complemen- 
tari ,  presi  alternativamente  col  segno  +  e  —  (  cominciando 
cól  segno  •{■  se  ì  è  dispari,  e  viceversa  se  ì  è  pari). 

128.  Il  valore  di  un  determinante  è  uguale  alla  somma  de- 
gli elementi  di  una  stessa  linea  (che  potrà  scegliersi  a  pia- 
cere fra  le  verticali  o  fra  le  orizzontali)  moltiplicati  per  i  ri- 
spettivi aggiunti.  In  altri  termini  se 


A  = 


«11  .  .  .  «IH 


•         •         • 


I  a„i .  .  .  a„,| 


è  un  determinante  di  ordine   n ,  e  si  indichi   con   Aij  V  ag- 
giunto deir  elemento  aq  si  avrà: 

A  =  a.i .  A^^  +  0,-2  •  -4^8  +  . . .  +  a,.,,  •  A^^  (a) 

e  anche 

A  =  «ij-  •  ^ly  +  a^j  •  .42;  4-  ...  +  a«;  •  A^j.  (?) 

Invero  per  dimostrare  la  (a)  basta  considerare  che  ogni 
termine  del  determinante  A,  non  potendo  contenere  che  un 
solò  elemento  della  linea  i™»  e  dovendo  sempre  contenerne 
uno,  i  termini  dello  sviluppo  di  A  si  potranno  dividere  in  n 
gruppi  a  seconda  che  essi  contengono  Telemento  a,i,  ovvero 
r  a,2  »  •  •  •  ovvero  Vai^,  Ma,  per  ciò  che  precede,  quella  parte 
dello  sviluppo  del  determinante  che  contiene  a^^  è  data  da 
a,i  moltiplicato  pel  suo  aggiunto  ,  cioè  da  a,i  •  A^^  e  slmil- 
mente per  le  altre  parti,  onde  si  ha  appunto  la  formola  (a). 
In  modo  analogo  si  dimostra  la  (fJ)  considerando  che  ogni 
termine  del  determinante  deve  contenere  uno  ed  un  solo  ele- 
mento della  colonna  Z™». 
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129.  Per  mezzo  del  teorema  precedente  il  calcolo  del  va- 
lore di  un  determinante  di  ordine  n  si  può  ricondurre  al  cal- 
colo di  n  determinanti  ciascuno  dell'ordine  n-1.  Cosi  p.  es., 
se  è  dato  il  determinante  di  quart'  ordine: 


A  = 


a 


11 


a 


12 


a 


18 


a 


14 


a 


81 


a 


22 


a 


23 


a 


24 


a 


31 


a 


32 


a 


33 


a 


34 


a 


41 


a 


42 


a 


43 


a 


44 


sviluppandolo  secondo  gli  elementi  della  3.*  linea  orizzontale 
si  ha: 


l=:a 


31 


^12  ^13  ^14 
^22  ^23  ^24 
«42  ^43  «44 


—a 


32 


^11  «13  «14 


^21  «28  ^24 


«41  «43  ^44 


+« 


33 


«11  ^18  ^14 
«21  ^22  ^24 


«41  «42  «44 


•a 


34 


^11  ^12  ^13 
«21  ^22  «23 


«41  «42  «43 


ed  ora  si  potrà  far  dipendere  ogni  determinante  di  terz'  or- 
dine da  determinanti  di  2.o  ordine,  il  cui  valore  si  vede  im- 
mediatamente. 

130.  La  somma  degli  elementi  di  una  stessa  linea  di  un 
determinante  moltiplicati  per  gli  aggiunti  degli  elementi  cor- 
rispondenti di  una  linea  parallela  è  sempre  eguale  a  zero. 

Cioè  si  avrà: 


.> 


«il  •  ^ki  +  «/2-^*2  +  •  •  •  +  «ftt  •  ^/tn  =  0  per  i     k        (o)' 


e  anche 


.> 


<^ij'Ah  +  «2i  •  ^2H  +  '  •  •  +  «n;  •  ^iik  =  0  per  j  .  k.      (p)' 


Infatti  pel  teorema  dell'articolo  precedente  si  ha: 
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^11  «12  •  •  •  «n 


^.1    «/2  •••«»« 


«fcl    «fc2  •  •  •  «kn 


«111    ««2'  •  •« 


=  a;k  •  -4^1  +  afta  .  ^l^^  +  ...  +  a^,^ .  ^j^. 


nn 


Se  ora  in  questa  eguaglianza,  che  ha  luogo  qualunque  siano 
i  valori  degli  elementi  del  determinante,  prendiamo  gli  ele- 
menti flftì ,  «ft2  j  •  •  •  )  «ftn  ©giiali  l'isp.  agli  elementi  a^^ ,  a^-^  >  •  •  •  >  ^in  y 
essa  diviene: 


«11 

«12  •  • 

•«1» 

• 

•       •       • 

«.1 

«l2  •  • 

•  «I/I 

«.1 

a^2  •  • 

• 

«ni 

««2'  • 

•«/i» 

•1 

1      . 

=  «Il  •  -^ftl  +  «i2  •  -^fc2  +  -  +  ^ia  •  -4* 


o 


dove  il  determinante  del  primo  membro  è  nullo  avendo  due 
linee  parallele  eguali,  onde  si  ha  appunto  la  (a)'.  Similmente 
si  dimostra  la  (fj)'  considerando  che  il  primo  membro  di  (^)' 
altro  non  è  che  lo  sviluppo  del  determinante  dato  secondo 
gli  aggiunti  della  colonna  /c™a,  dopo  aver  posto  però  gli  ele- 
menti della  colonna  k^^  eguali  a  quelli  stessi  della  i°^. 

131.  Il  teorema  ora  dimostrato  trova  una  immediata  ed 
importante  applicazione  nella  risoluzione  di  un  sistema  di  n 
equazioni  di  l.^  grado  fra  altrettante  incognite  a?3^,a?2 7— j^n* 

Per  sistema  di  n  equazioni  di  l.o  grado  (o  come  anche  si 
dice,  lineari)  fra  n  incognite  a?i  ,  asg  ,  .  .  .  aj„  s'intende  un  si- 
stema di  n  equazioni  ciascuna  delle  quali  sia  della  forma: 


axi  +  ^«2  "^  T^3  +  •  •  •  ^^/i  =  P 
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dove  le  a  ^  ^  ,  '^  ^  ,  .  ,  ^X  ,p  sono  numeri  costanti  dati,  coef- 
ficienti dell'  equazione ,  da  considerarsi  come  conosciuti.  Il 
problema  corrispondente  a  qaeste  equazioni  consiste  dunque 
nel    cercare    un    sistema    speciale    di    valori    da    darsi    alle 

x^ ,  a;^  7  ■  •  •  ;  ^n  )  ^^^  ^^^  ^^  ^  equazioni  siano  tutte  soddi- 
sfatte contemporaneamente. 

Indicando  in  generale  con  a^y  il  coeflSciente  deirincognita 
Xj  nella  i"^*  equazione  e  con  a^  il  termine  noto  che  sta  al 
secondo  membro  di  questa  stessa  equazione,  è  chiaro  che  il 
sistema  delle  n  equazioni  date  fra  le  n  incognite  prenderà 
]a  forma  seguente: 


^21*'^1    *    ^22*^3    '    ^23*^3  ■!"•••+  ^2u*^n  ^^  ^2 


(3) 


e  in  corrispondenza  ad  esso  si  avrà  uu  certo  determinante 


A  = 


^11  ^12  ^13  •  •  •  ^m 

^21    ^22    ^23  •  •  •  ^2'i 


(4) 


^ul   ^«2   ^n3  •  •  •  ^»fi' 


che  si  suol  chiamare  il  determinante  dei  coefficienti, 

132.  Indicando,  come  sopra,  con  Af^  l'aggiunto  di  a^^  in 
questo  determinante,  moltiplichiamo  ora  le  equazioni  (3)  risp. 
per  A^j^ ,  A^J^ , . . . ,  A^j^, 

Sommando  allora  queste  equazioni  membro  a  membro 
avremo  : 

^lik(^ll^l  +  ^12^2  -fr-  •  •  •  +  ^ìi^k  +  .  .  .  +  «i«aj„) 

+  A^{a^^x^  -h  ^22052  +  . . .  +  a^k^n  +  •  •  •  +  a^,x,^) 

+  A^^{a^^x^  -f  a^2^^  +  . . ,  +  ^sfc®*  +  ...-+-  a^n^n) 

+ 

+  ^iifc(«ni^i  +  ^«2«^2  +  . . .  +  a^K^^  +  .  .  .  +  a«»aj^) 
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ed  anche ,  riunendo  i  termini  che  contengono  una  stessa 
incognita: 

+  (*'^lfc^l2  +  -^2*^22  +  -^3»^32  +  •  •    •  +  il^j^a^g)  •  «^ 
+ 

+ 

+  K^lli^ln  +  -^2*^2»   "^  -^3fc^3a  +  •  •  •  +  ^nk^nnj'^a 

Ma  per  il  teorema  dell'  art.  130  (formola  f')  ciascheduna 
delle  somme  scritte  fra  parentesi  nel  primo  membro  è  uguale 
a  zerO;  ad  eccezione  della  somma 

la  quale  componendosi  degli  elementi  della  colonna  k"^  del 
determinante  1  moltiplicati  proprio  per  gli  aggiunti  di  que- 
sti stessi  elementi,  è  uguale  (art.  128)  al  valore  del  deter- 
minante 1. 

L'equazione  (5)  si  riduce  cosi  alla  seguente: 

A.ajfc  =  ^ifc.ai-h  A^fc-Og-l-ila^.ag  +  ..  .  +  ^„;^a^.       (6) 

133.  Di  equazioni  analoghe  alla  (6)  ne  abbiamo  n  che  si 
deducono  da  questa  dando  a  k  successivamente  i  valori 
1,  2;  3> .  .  .  n.  Allora,  se  il  valore  1  del  determinante  del  si- 
stema sia  diverso  da  zero,  ci  sarà  lecito  dividere  queste  equa- 
zioni per  A  e  ne  dedurremo: 

^k j- K*)     , 

Queste  formolo  ci  fanno  conoscere  i  valori  delle  n  inco- 
gnite, poiché  i  secondi  membri  sono  composti  d^  quantità 
tutte  conosciute.  Esse  ci  dicono  che  per  ogni  incognita  si 
avrà  un  unico  possibile  valore  perfettamente  determinato.  E 
reciprocamente  se  i  valori  cosi  determinati  per  x^^x ^ . . .  ^x^ 


—  139  — 

si  sostituiscono  in  -  una  qualunque  delle  equazioni  (3)  del  si- 
stema proposto,  è  facile  verificare,  sempre  applicando  gli  stessi 
teoremi  ora  invocati  che  Fequ azione  sarà  veramente  soddi- 
sfatta. Dunque: 

Se  il  determinante  di  un  sistema  di  n  equazioni  di  primo 
grado  fra  n  incognite  ha  un  valore  diverso  da  zero ,  esiste 
sempre  un  sistema  ed  un  unico  sistema  di  valori  delle  inco- 
gnite che  soddisfa  a  tutte  le  equazioni, 

134.  Osservando  che  il  numeratore  della  (7)  è  lo  sviluppo 
di  un  determinante  che  abbia  la  stessa  matrice  del  determi- 
nante del  sistema,  in  cui  però  agli  elementi  a^f^ ,  a^^  , ... ,  a^J^ 
siansi  sostituiti  i  numeri  a^ ,  «2  ,  . .  .  ,  a»  si  può  conchiude- 
re che: 

Un'incognita  qualunque  di  un  sistema  di  n  equazioni  di 
1,^  grado  ad  n  incognite ,  col  determinante  diverso  da  zerOy 
è  uguale  ad  una  frazione  che  ha  per  denominatore  il  deter- 
minante del  sistema  e  per  numeratore  il  determinante  che  si 
ottiene  sostituendo  nel  determ,inante  del  sistema  alla  colonna 
dei  coefficienti  délV  incognita^  la  colonna  dei  termini  noti. 

Esempio.  —  Del  sistema 

3a?  +  2y  4-  5a  =  2 
X  —  7y  -f-  4«  =  0 


il  determinante  è 


9|/  +  2y  +  325  =r  1 


1  = 


3  2  6 
1-7  4 
9     2     3 


quindi  si  avrà: 

2     2  5 

0-7  4 

12  3 


y- 


3 
1 

9 


2 

0 
1 


5 
4 
31 


z  = 


3     2 

2 

1-7 

0 

9     2 

1 
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ITote  ed  Eserciii. 


1.  Se  tutti  gli  elementi  di  un  determinante  che  stanno  da  una  siesta 
parte  della  diagonale  principale  sono  niUli,  il  valore  del  determinante 
si  riduce  a  quello  del  suo  termine  principale. 

Cioè  p.  es. 


a. 


2.  Dimostrare  che 


a 


2 


0 

61 

0 

0 

0 

0 

a. 


'2 


0 


a. 


'2 


=  ^1  òj  Cj  dj. 


X 

«1 

a^ 

X 

X 

6, 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

Gc 


X 


=  «(oc— ai)(x--6i)(aj— Cj). 


8.  Un  determinante  si  dice  simmetrico  quando  ^li  elementi  con- 
iugati   sono    eguali   due  a  due  (a . .  =  a .  )• 

Dimostrare  che  in  un  determinante  simmetrico  anche  gli  ag- 
giunti di  due  elementi  coniugati  saranno  uguali. 

4.  Sia  un  determinante  di  ordine  n  con  tutti  gli  elementi  eguali 
airunità  ad  eccezione  di  quelli  che  formano  la  serie  diagonale  e 
questi  siano  l-{-a^  ,  l+a^ ,  .  •  .  ,  !+««*,  il  valore  di  questo  determi- 
nante e: 


02^2  •**  ^ 


n 


1.11        1/ 


a. 


a 


2 


aj 


5.  Bisolvere  il  sistema  di  equazioni 

a^x  +  b^y  +  c^z  +  d^ 


=  A 


a^x  +  b^y  -f  c^g  +  d^  _ 

«2^  +  ^21/  +  T2«  +  ^2  ^ 

a^x -^  b^y -\- c^z -\- d^  ^^ 


rispetto  alle  tre  incognite  x  ^y ,  z. 
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§  4.0  Sistema  di  n  eqnazioni  lineari  ed  omogrenee 

fra  n  inoognite. 

135.  Un  equazione  di  1.°  grado  si  dice  omogenea  quando 
manca  del  termine  noto,  cosicché  un  sistema  di  n  equazioni 
omogenee  fra  le  n  incognite  «^ ,  ccg  ,  ...  ,  x^  sarà  della  forma 


(1) 


Indicando,  come  nel  §  prec,  con  A  il  valore  del  determi- 
nante dei  coefficienti 


^  = 


^11  •  •  •  ^m 


^m  •  •  '  ^nn 


(2) 


e  con  Afj  in  generale  l'aggiunto  delPelemento  a^j  in  questo 
determinante,  la  formola  generale  (art.  132) 

si  riduce  ora  a 

A  .  a?jt  =  0 

poiché  i  termini  noti  «i  ,  «g  ,  .  .  .  ,  «„  sono  per  supposto  tutti 
eguali  a  zero. 

Si  avranno  dunque  le  eguaglianze 

^•a;j  =  0,..,A«cc2  =  0,...,A»aj^  =  0 

dalle  quali  sì  vede  che  se  il  fattore  A  è  diverso  da  zero  , 
queste  eguaglianze  non  possono  essere  soddisfatte  se  non  quan- 
do si  abbia  contemporaneamente: 

Dunque  :   un  sistema  di  n  equazioni  lineari  omogenee  fra 
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n  incognite  col  determinante  diverso  da  zero  non  si  può. sod- 
disfare in  alcun  modo,  tranne  che  prendendo  tutte  le  inco- 
gnite eguali  a  zero.  In  quest'ultimo  modo  poi  tutte  le  equa- 
zioni resteranno  evidentemente  soddisfatte. 

Di  qui  segue  evidentemente  come  corollario  che  affinchè 
un  sistema  di  n  equazioni  lineari  omogenee  fra  n  incognite 
possa  essere  risolvio  mediante  un  sistema  di  valori  delV  in- 
cognite^ che  non  siano  tutti  nulli,  è  necessario  che  sia  eguale 
a  zero  il  determinante  dei  coefficienti. 

Vedremo  in  seguito  che  questa  condizione  è  anche  suffi- 
ciente. Cioè  che,  se  1  =  0,  esisterà  sempre  un  sistema  di  va- 
lori delle  £Ci  ,  ajg  ,  .  .  .  ,  3c^,  dei  quali  almeno  uno  sia  diverso 
da  zero,  che  soddisfano  a  tutte  le  equazioni  proposte. 

136.  Supponiamo  dunque  che  il  sistema  proposto  (l)  sod- 
disfi alla  condizione  A  =  0  ;  e  proponiamoci  di  cercare  se  e 
quali  sistemi  di  valori  non  tutti  nulli  delle  incognite  possa- 
no soddisfare  a  tutte  le  equazioni.  Intanto  giova  osservare  : 
che  se  certi  valori  aj^ ,  a?2 ,  .  .  . ,  a?»  soddisfano  al  sistema  (1), 
anche  i  valori  p  »  x  ,  p  »  X2  ,  .  .  .  j  p  *  x^vì  soddisfano  del  pari, 
qualunque  sia  il  moltiplicatore  comune  p^  poiché  se  si  ha 

moltiplicando  per  p  primo  e  secondo  membro,  se  ne  deduce 
appunto 

«Il  *P^i  +  Oi2'P^2  +  .  •  .  +  (^i,rP^n  =  ^• 

Si  vede  dunque  che,  se  esiste  un  certo  sistema  di  valori, 
non  tutti  eguali  a  zero,  delle  ccj  ,  ccg  ?  •  •  •  »  ^1»  soddisfacenti 
alle  n  equazioni  proposte,  ne  esisteranno  di  tali  sistemi  in 
numero  infinito;  cioè  se  si  prenda: 

2/1  •  2^2  *  2^3  •  •  •  •  •  2^«  ~  *^i  •  ^2  •  ^3  •  •  •  •  '  ^A  > 
anche  il  sistema  delle  y  soddisferà  parimente  le  n  equazioni. 

137.  Ciò  premesso ,  essendo  per  supposto  A  =  0 ,  io  dico 
che  per  avere  un  sistema  di  soluzioni  delle  (l)  basterà  pren- 
dere per  le  a?i  ,  aj2  ,  .  .  .  ,  cc«  delle  quantità  eguali  rispettiva- 
mente (0  proporzionali  secondo  un  moltiplicatore  arbitrario 
jp),  agli  aggiunti  degli  elementi  di  una  linea  orizzontale  scelta 
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a  piacere.  Si  prenda  infatti. 


(3) 


Per  verificare  che  questi  valori  soddisfano  al  sistema  di 
equazioni  proposto ,  basta  verificare  che  essi  soddisfano  ad 
una  qualunque  delle  equazioni  (1),  cioè  che  si  ha,  prendendo 
per  es.  la  k^^  equazione, 


«fcl^il  +  «A2^i2  +  .  .  •  +  «Aii^m  =  0- 


(4) 


Ora  infatti  per  k     i  il  primo  membro  di  questa  equazione 

è  certamente  nullo  essendo  eguale  alla  somma  degli  elementi 
di  una  linea  del  determinante  1  moltiplicati  risp.  per  gli 
elementi  corrispondenti  di  un'  altra  linea  parallela  (art.  130). 
Se  poi  k  =  i,  si  ha  (art.  128) 

onde,  essendo  per  supposto  A  =  0,  la  (4)  resta  verificata  an- 
che in  questo  caso. 

I  valori  (3)  soddisfano  dunque  al  problema,  e  se  esiste  per 
il  determinante  dato  1  ,  come  supporremo  per  semplicità  in 
questo  §,  almeno  un  aggiunto  diverso  da  zero,  questi  valori 
delle  incognite  non  saranno  tutti  nulli. 

138.  E  importante  di  notare  che,  nella  ipotesi  fatta,  i  rap- 
porti  delle  incognite  aj^  ,  acg  ,  .  .  • ,  »»  soddisfacenti  alle  (a) 
non  si  possono  determinare  che  in  un  unico  modo.  Infatti  per 
il  supposto  possiamo  ritenere  che  si  abbia 


^11       ^12  •  •  • 
^21       ^22  •  •  • 


a 


l,n-l 


^2  ,  «-1 


^«-1,^11-1,2  •  •  •  ^«-1  ,«-1 


0 


(5) 


poiché  se  l'aggiunto  dell'ultimo  coefficiente  an,n  fosse  uguale 
a  zero,  basterebbe  cambiare  Tordine  secondo  cui  sono  scritte 
le  equazioni  (1)  e  l'ordine  con  cui  in  ogni  equazione  sono  di- 
sposte le  n  incognite  in  modo  che  come  ultimo  coefficiente 
si  avesse  uno  di  quegli  elementi  (  che  certamente  esistono 
nel  determinante  (2))  i  cui  aggiunti  non  sono  nulli.  Ciò  pò- 
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sto,  se  nelle  prime  w  -  1  equazioni  del  sistema  (1)  portianao 
gli  ultimi  termini  al  secondo  membro  e  dividiamo  quindi  per 
Xn ,  esse  prendono  la  forma  seguente: 


n  ^n  n 


È  questo  un  sistema  di  n—1  equazioni  lineari  fra  n — 1  in- 
cognite, considerando  cioè  come  incognite   gli   n—1  rapporti 

—  ,  —,...,  -^^  ,  e  questo  sistema  non   si   potrà  risolvere 

che  in  unico  modo  (  art.  133  ),  poiché  il  determinante  delle 
incognite  ,  che  è  appunto  il  determinante  (5)  ,  è  diverso  da 
zero.  I  rapporti  x^xx^'.^.'^x^  che  soddisfano  al  sistema  (1) 
non  possono  dunque  avere  che  un  sistema  unico  di  valori. 

139.  Di  qui  segue  come  corollario  un  teorema  importante. 
Invero  si  era  trovato  ,  per  le  incognite  ,  la  formola  (3)  e  si 
era  visto  che  i  valori 

x^  =  A(^  ,   x^  =  ^j-2  »  •  •  •  >  ^n  ~  '^i ,  n 

soddisfano  effettivamente  al  sistema  (1)  comunque  si  scelga 
V  indice  z.  Per  l'articolo  precedente  è  dunque  chiaro  che  fra 
gli  n^  aggiunti  del  determinante  (2)  debbono  aver  luogo  le 
relazioni: 

^11  •  ^12  •  -^13  •  •  •  •  •  ^in  ~ 

-^21  •  -^23  •  -^23  •  •  •  •  •  -^2»»  ~  (•/ 


Resta  cosi  dimostrato  il  seguente  teorema: 
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Se  un  determinante  è  uguale  a  zero,  gli  aggiunti  degli  ele- 
menti corrispondenti  di  due  qualisivogliano  linee  parallele 
sono  fra  loro  proporzionali, 

ITote  ed  Esercisi. 


1.  Il  sistema  di  n  —  1  equazioni  lineari    omogenee    con  n  inco- 
gnite si  risolverà  in  generale  prendendo 

5t/<  •  tCa  •  •  •  •  r  tXin  "^  -^1  •  "^  ^2  *      S  *  """      4  •  •  •  •  •        -"W 

dove  Al  è  il  determinante  che  si  ottiene  dalia  matrice  dei  coeffi- 
cienti dell'  equazione  cancellandone  le  »"»•  colonna. 

Infatti,  se  si  aggiunge  alle  n— 1  equazioni  date  una  prima  equa- 
zione 

0  •  ajj  -f  0  •  «2  -I-  .  .  .  4-  0  •  5Cn  =  0 

che  è  soddisfatta  identicamente,  il  sistema  si  presenterà  come  un 
caso  particolare  del  sistema  di  n  equazioni  omogenee  lineari  con 
n  incognite,  ed  avrà  evidentemente  il  determinante  nullo.  Hisol- 
vendolo  col  metodo  spiegato,  cioè  prendendo  le  incognite  ijropor- 
zionali  agli  aggiunti  degli  elementi  della  prima  orizzontale  nel 
determinante: 

0      0  0 

«1       ^2  •  •  •  ^n 


si  avrà  appunto  la  soluzione   sopra  indicata,  che  sarà  quindi  la 
più  generale  quando  le  ^4^  ,  ^^ ,  .  .  .  ,  An  non  siano  tutte  nulle. 
2.  Si  indichi  con  D  il  determinante: 


D  = 


-^11  A2  •  •  •  -^In 


•      •      • 


•       • 


À       À  A 


formato  cogli  aggiunti  degli  elementi  del  determinante 


^11     ^12  •  •  •  ^m 


^nl     ^n2  •  •  •  ^nn 


Capelli. — Àlgebra  complementare. 


10 
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Considerando  le  n  relazioni  da  noi  dimostrate: 


«/l^nl  -t-  «t2^n2  +  •  •  •  +  «ó»^nn=  ^ 

come  n  equazioni  lineari  fra  n  incognite  soddisfatte  dai  valori 
^t'i  ì^iì  ì  *"  t  ^in  ^^^^^  incognite,  si  verifichi^  risolvendo  queste  equa- 
zioni, che  si  ha: 

dove  A\  è  1'  aggiunto  di  A^^  nel  determinante  D, 

§  5.^  Risoluzione  di  un  sistema  qualunque  di  m  equa- 
zioni lineari  omogenee  fra  n  Incos^nite.  Dipendenza 
e  fndipendenza  delle  equazioni  e  delle  forme  cbe  le 
rappresentano. 

140.  Dovremmo  ora  esaminare  il  caso  in  »cui  tutti  gli  ag- 
giunti Aij  siano  eguali   a  zero. 

Preferiamo  però,  per  maggiore  generalità,  di  ripigliare  da 
capo  la  questione  considerando  un  sistema  qualunque  di  m 
equazioni  lineari  omogenee  fra  n  incognite  «^  ,  ajjj ,  .  .  .  ,  x^. 

Esso  sarà  della  forma: 

a^^x^  -f  a^^x^  -f  .  .  .  4-  a^^x^  =  0 


Se  indichiamo  per  brevità   con    C^j  ,  ZJg  ,  .  .  .  ,  ?7„  i  primi 
membri  di  queste  equazioni,  cioè  poniamo  in  generale: 

Ui  =  ai^x^  4-  a^^x^  +...-}-  a^^x^  ,  (2) 


<•  •   • 
•  •       • 
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il  sistema  delle  m  equazioni  si  potrà    scrivere  brevemente: 

Cj^o,  c/2  =  o,...,  C7:^  =  a  (3) 

Intanto  al  sistema  (1)  corrisponde  una  matrice  quadrata  o 
rettangolare  (secondochè  m  =  «  ovvero  m  "  n)  di  coefficienti 

[    ^11      *^12  •  •  •  ^\n    \ 

(4) 


^21       ^22  •  •  •  ^2» 


a 


mi     ^m2  •  •  •  ^mn 


Se  ora  k  sia  un  numero  non  superiore  né  ad  m  né  ad  n 
e  trascegliamo  a  piacere  fra  le  colonne  della  matrice  certe  k 
colonne  e  similmente  del  pari  a  piacere  fra  le  orizzonali  della 
matrice  certe  k  orizzontali,  è  chiaro  che  le  colonne  e  linee 
orizzontali  scelte  si  incrocieranno  in  k^  punti,  nei  quali  si 
troveranno  altrettanti  elementi  della  matrice  disposti  in  modo 
da  rappresentare  una  matrice  quadrata  di  ordine  k  e  quindi 
anche  un  certo  determinante  di  ordine  A:.  I  determinanti  cosi 
formati  si  dicono  determinanti  minori  contenuti  nella  ma- 
trice proposta. 

Cosi  ad  esempio  nella  matrice  rettangolare 


a^     a^     <2<j     a^     a^     a^     a,j 


h  h  ih)  h  ih)  (h)  h 


'2       ^3 


«1     «2    {e^   64    (65)  (eg)   67 
si  trova  contenuto  il  determinante  minore  di  ordine  3 


^3      ^6      ^6 
^3     ^5     ^6 


C3      65      e, 


6 


formato  dagli  elementi  nei  quali  la  seconda,  quarta  e  quinta 
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orizzontale  incontrano  la  terza ,  quinta    e   sesta  verticale.  £ 

facile  riconoscere  che  questa  matrice   contiene    (  ^  ]    cioè  21 

determinanti  minori  di  ordine  5  ,  che  è  il  massimo  ordine 
possibile.  Quanto  poi  ai  determinanti  minori  di  ordine  mini- 
mo possibile,  cioè  1,  ve  ne  sono  35,  cioè  tanti  quanti  sono 
gli  elementi  della  matrice,  giacché  un  determinante  minore 
di  ordine  1  altro  non  è  che  un  determinante  di  un  solo  ele- 
mento come  &4I ,  jcjl  ,  . . .  i  cui  valori  coincidono  coi  valori 
64  ,  C7 ,  .  .  .  degli  elementi  che  li  formano. 

Ciò  premesso,  si  chiamerà  caratteristica  della  matrice  (4) 
quel  numero  h  che  è  uguale  al  massimo  ordino  di  determi- 
nati minori  diversi  da  zero  contenuti  nella  matrice.  Cosi  ad 
esempio  la  matrice  rettangolare 


1 

2 

3 

4 

5 

1 

4 

0 

7 

2 

2 

2 

3 

11 

7 

6 

6 

3 

18 

9 

ha  per  caratteristica  2,  poiché  i  determinanti  minori  di  quarto 
e  terz'  ordine  contenuti  in  essa  hanno  tutti  il  valore  zero  *, 
nel  mentre  che  si  trova  poi   un   determinante  minore  di  se- 

cond'  ordine  (come  p.  es.  il  determinante  -  ,  formato  dal- 
l' incontro  delle  prime  due  verticali  colle  prime  due  orizzon- 
tali) il  quale  ha  un  valore  diverso  da  zero. 

141.  Ciò  posto,  dato  il  sistema  di  equazioni  (1),  sia  k  la 
caratteristica  della  corrispondente  matrice  (4).  Ciò  significa 
che  tutti  i  determinanti  minori  di  ordine  superiore  ad  h  con- 
tenuti in  questa  matrice  sono  uguali  a  zero,  nel  mentre  che 
esisterà  poi  almeno  un  determinante  minore  di  ordine  h  con- 
tenuta nella  matrice  il  quale  abbia  un  valore  diverso  da  zero. 
Ora,  senza  nuocere  alla  generalità  della  questione,  ci  è  sem- 


*  Come  è  facile  persuadersene,  anche  senza  calcolare  effettiva- 
mente tatti  questi  determinanti,  considerando  che  la  terza  oriz- 
zontale della  matrice  è  uguale  alla  somma  delle  due  precedenti 
e  la  quarta  è  uguale  alla  somma  della  seconda  e  della  tersa. 
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pre  lecito  di  supporre  che  un  determinante  minore  di  ordine 
h  diverso  da  zero  si  abbia  appunto  nell'  incontro  delle  pri- 
me h  orizzontali  della  matrice  colle  prime  h  verticali ,  poi- 
ché ,  se  ciò  non  accadesse  ,  basterebbe  cambiare  opportuna- 
mente V  ordine  secondo  il  quale  si  sono  scritte  le  m  equa- 
zioni del  sistema  proposto  (1)  e  cambiare  del  pari  in  modo 
conveniente  V  ordine  con  cui  figurano  nelle  (1)  le  successive 
incognite,  potendosi  cosi  ottenere  evidentemente  che  quelle  h 
verticali  ed  orizzontali  della  matrice,  che  individuano  un  mi- 
nore diverso  da  zero ,  prendano  precisamente  il  posto  delle 
prime  h  verticali  ed  orizzontali  risp. 

Ci  è  lecito  dunque  di  ritenere  che  si  abbia: 


^11     «12  •  •  •  <^ih 


«21     «22  •  •  •   ^2h 


^hl     ^ft2  •  •  •  ^hh 


=  E    con    ^0. 


(5) 


Detto  ora  i  uno  qualunque  degli  indici  1,2,3;.. 
è  facile  riconoscere  che  è  identicamente 


m 


^11    «12    «13  •  •  •  «l/i  ^ì 


«21 

«22 

«23  •  • 

•  «2A  ^2 

^hl 

^h2 

^kB  • 

•  •  ^hh  ^h 

«ù 

«i2 

«»8  •  • 

•  •  «iVi  ^i 

=  0 


(6) 


qualunque  siano  i  valori  che  si  attribuiscono  alle  variabili 
a?i  ,  acg ,  .  .  . ,  a:^  che  entrano  nella  composizione  delle  fun- 
zioni intere  di  primo  grado   U^  ^  U^  ,  •  •  »  j  Uj^  ^  Ui. 

Infatti^  se  i~/i  il  determinante  (6)  avrà  la  sua  ultima  oriz- 
zontale eguale  ad  una  delle  precedenti  e  sarà  quindi  nullo 
(art.  119).  Se  poi  i  >  hj  sostituendo  in  luogo  delle  U  le  loro 
espressioni  effettive  (2),  il  determinante  (5)  prenderà  la  forma. 

«11  >  «12  •  •  •  «l/i  >  «11^1  "^  «12^2  4-  •  •  •  i-  ^in^n 
«21  ì  «22  •  •  •  «2/1  »  «21*^1  "^  «22*^2  "H  •  •  •  "H  «2,»  ^n 


«/il  1  «/12  •  •  •  «/i/i  »  «/il^l  "^  «/i2^^  +  .  .   .  4"  ^hnP^a 
«il    )  «12   •  •  •  «i/i   »  «tl^J  +  «t2a;2  +  .  .  .  +  «tn^n 
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e  si  potrà  decomporre  (art.  122)  (corrispondentemente  al  fatto 
che  gli  elementi  dell'ultima  colonna  sono  polinomi  di  n  ter- 
mini) nella  somma  di  n  determinanti  della  forma: 


«11   «12  •  •  '  «l7i   «iS'^ò 


a^i  a22  .  .  .  a^h  a^^  •  x^ 


ahi  ^h2'  '  '  <^hh  ^hò ' ^ò 
«il  «t2  •  •  •  «iTi    «»5  •  ^6 


0  =  1,  2,  3, .  .  . ,  «. 


Ora  ciascuno  di  questi  determinanti  è  per  sé  stesso  nullo^- 
poiché,  messo  fuori  del  determinante    il  fattore  comune  x^  y. 

il  determinante  residuo  avrà  due  colonne  eguali  se  6  <  ^  ,  e , 
se  S  >  ^,  sarà  un  determinante  minore  di  ordine  h  ■{-  l  con- 
tenuto nella  matrice  (4)  e  sarà  quindi  nullo  essendo  per  ipo- 
tesi la  caratteristica  della  matrice  eguale  ad  h.  Ledenti tà  (6) 
resta  cosi  dimostrata. 


142.  Sviluppando  ora  il  determinante  (6)  secondo  gli  ele- 
menti deir  ultima^  colonna  si  avrà  (per  i  >  h): 


tti r/i  4-  «2^/2  +  .  .  .  -f-  OLf^Uh  -i-  aiUi  =  0 


(7) 


dove  le  a  essendo  gli  aggiunti  degli  elementi  dell'ultima  co- 
lonna sono  formati  coi  coefficienti  a^j  e  sono  quindi  quantità 
conosciute.  Quanto  poi  ad  a^- ,  che  è  l'aggiunto  di  ?7,-,  esso  ha 
il  valore 


a^  = 


«11   ^12  •  •  •  «iTi 


«21    «22  •  •  •  ^2h 


«/il    ^h2  '  •  •  ^hh 


=  i? 


che  è  diverso  da  zero.  Si  potrà  quindi  dividere  la  (7)  per  a^ 
e  si  dedurrà: 


Ui  =  ^,U,  +  f.^-U,+  ...  +  ^^'U^ 


(8) 


dove  le  ^  sono  numeri  costanti  conosciuti, 
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Ora  dalla  (8)  emerge  chiaramente  che  ogni  sistema  di  va- 
lori delle  fic^ ,  scg  ,  .  .  .  03^  per  il  quale  si  abbia 

U,=0,  C72  =  0,...,  Uf,  =  0 

annullerà  anche  C/^-.  Cioè  :  tutti  i  sistemi  di  valori  delle  in- 
cognite x^  ,  x^ ,  »  .  . ,  x^  che  soddisfano  alle  prime  h  equa- 
zioni del  sistema  soddisfaranno  anche  alle  rimanenti.  0  in  al- 
tri termini,  le  ultime  m  —  h  equazioni  del  sistema  proposto 
sono  una  conseguenza  necessaria  delle  prime  h  equazioni« 

143.  Dopo  ciò  è  chiaro  che  per  avere  tutte  le  soluzioni 
possibili  del  sistema  proposto  basta  limitarsi  a  cercare  tutte 
le  possibili  soluzioni  delle  prime  h  equazioni: 


(1)' 


il  cui   sistema  è  equivalente  al  sistema   (1). 
Scrivendo  ora  queste  h  equazioni   come  segue: 

^21^1  "^"  ^22^2  +  •  •  •  4-  (Ì2h^h  ^  (""  ^2  ,  h-\-l^h-\-l  ~"  *  '  *  ""  ^2  ,  n^n) 


si  vede  che,  dati  a  piacere  alle  x^^^  ,  03^4.2 ,  .  .  . ,  aj^  dei  va- 
lori qualsivogliano,  per  determinare  le  h  incognite  rimanenti 
ajj  ,  acjj ,  .  .  . ,  cc^  si  avranno  precisamente  h  equazioni  di  pri- 
mo grado  col  determinante 


^11  ^12  •  •  •  ^ih 


^21    ^22  •  •   •  ^2h 


^/il    ^h2  •  •  •  ^hh  ' 


=  R 
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che  sappiamo  essere  diverso  da  zero.  Qaindi  le  altre  inco- 
gnite Xi  ,  x^  ,  ,  .  . ,  Xj^  si  potranno  sempre  determinare  ed 
in  nn  modo  unico  (art.  133).  Giungiamo  dunque  alle  conclu- 
sioni seguenti. 

Dato  un  sistema  qualunque  di  m  equazioni  lineari  omoge- 
nee con  n  incognite^  sia  h  la  caratteristica  della  sua  matrice. 

Allora  delle  m  equazioni  date  soltanto  h  saranno  indipen- 
denti ^  e  le  altre  m — h  saranno  una  semplice  conseguenza 
delle  prime  e  potranno  quindi  trascurarsi.  Per  soddisfare  poi 
alle  h  equazioni  indipendenti  si  potranno  cLSsegnare  ad  ar- 
bìtrio i  valori  di  n  —  h  incognite,  restando  cosi  perfettamente 
determinati  i  valori  delle  h  incognite  rimanenti. 

Le  h  equazioni  indipendenti  non  si  potranno  in  generale 
scegliere  a  piacere  fra  le  date\  sarà  bensì  necessario  e  suffi- 
ciente sceglierle  in  modo  che  la  matrice  dei  loro  coefficienti 
sia  di  caratteristica  h. ,  cioè  contenga  almeno  un  minore  di 
ordine  h  diverso  da  zero.  Neanche  le  n  —  h  incognite,  cui 
si  vogliono  assegnare  valori  arbitrari,  si  possono  in  generale 
scegliere  a  piacere.  Bisognerà  sceglierle  in  modo  che  la  ma- 
trice dei  coefficienti  relativi  alle  altre  incognite  sia  di  carat- 
teristica eguale  ad  h. 

144.  Il  significato  da  noi  dato  alla  parola  indipendenti  cor- 
risponde evidentemente  alla  seguente  definizione:  m  equazioni 
con  n  incognite  si  dicono  indipendenti  quandi)  nessuna  di 
esse  sia  una  conseguenza  necessaria  delle  altre\  quando,  cioè 
sia  possibile  soddisfare  ad  m  —  I  di  esse  senza  soddisfare 
anche  alla  rimanente  equazione. 

Ora  il  risultato  dell'art.  142  mostra  1'  opportunità  di  dare 
altresì  una  definizione  di  forme  lineari  indipendenti ,  inten- 
dendosi per  forma  lineare  di  più  variabili  una  funzione  in- 
tera, lineare  ed  omogenea  delle  variabili.  Noi  diremo  che  m 
forme  lineari  con  n  variabili  sono  fra  loro  indipendenti, 
quando  nessuna  di  esse  si  può  esprimere  identicamente  come 
somma  delle  altre  m,oltiplicate  per  dei  coefficienti  costanti. 

Fremesse  queste  definizioni  possiamo  infatti  enunciare  il 
teorema  che  segue. 

145.  Se  le  m  forme  Ui  ,  U2  ,  .  .  .  U„,  sono  fra  loro  indi- 
pendenti, anche  le  m  equazioni  Uj  =  0  ,  Ug  =  0 ,  .  .  . ,  U^  =  0 
saranno  fra  loro  indipendenti,  e.  reciprocamente. 

Supponiamo  infatti  che  le  m  forme  U^  j  U^  j  •  •  •  ^  U^  siano 
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indipendenti  ed  ammettiamo ,  se  è  possibile ,  che  V  ultima 
equazione  U^  =  0  sia  conseguenza  delle  precedenti  C/^  =  0  , 
^Jg  =  0 ,  .  .  . ,  t/^_i  =  0.  La  caratteristica  del  sistema  di  equa- 
zioni: 

C7i  =  0,  i72  =  0,...,  U,^  =  0  (a) 

è  necessariamente  uguale  ad  m,  perchè  altrimenti  il  primo 
membro  di  una  di  queste  equazioni  si  potrebbe  esprimere  li- 
nearmente (come  si  è  visto  all'  art.  14'2)  per  mezzo  degli  al- 
tri primi  membri  moltiplicati  per  dei  coefficienti  costanti,  co- 
sicché le  Ui  y  U^ì  <  '  .,  U^  non  sarebbero  indipendenti  come 
si  è  supposto.  Di  qui  segue  primieramente  che  il  numero 
delle  incognite  a?^  ,  a?^  ,  .  .  . ,  a?^  dovrà  essere  >  m.  Per  risol- 
vere poi  il  sistema  (a)  si  potranno  prendere  a  piacere  (art. 
143)  i  valori  di  n  —  m  incognite,  dopodiché  i  valori  di  tutte 
le  altre  resteranno  perfettamente  determinati.  Ora  ciò  è  in 
contraddizione  coli'  ipotesi  che  il  sistema  (a)  equivalga  al  si- 
stema: 

poiché   la   caratteristica  di   quest'  ultimo  non  può   evidente- 
mente superare  w  — 1,  cosicché  esso  si  può  sempre  risolvere 
fissando  a  piacere  il  valore  di  n  —  w  -I- 1   incognite. 
La  proposizione  reciproca  é  senz'altro  evidente. 


Possiamo  sempre  supporre  che  le  equazioni: 

Ui  =  0  ,  U^  =  0,  .  .  .,  Ui  =  0 

siano  indipendenti,  poiché,  ove  ciò  tion  fosse,  basterebbe  sop 
primere  quelle  che  sono  conseguenza  delle  altre. 
Ciò  premesso,  poiché  le  i  +  1  equazioni 
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non  sono  fra  loro  indipendenti,  essendo  Tnltima  per  snppo- 
sto  conseguenza  delle  precedenti ,  anche  le  i  +  1  forme 
^«  >  ^2  ,  .  .  .  ,  CTj ,  F  non  saranno  indipendenti  per  il  teore- 
ma dell'  art.  precedente.  Una  di  queste  forme  dovrà  dunque 
esprimersi  linearmente  colle  altre  moltiplicate  per  coefficienti 
costanti.  Se  questa  forma  è  la  stessa  V  sarà  dimostrato  quanto 
si  voleva. 

In  caso  contrario,  sia  p.  en.: 

U^  =  02^2  +  OgC^j  +  .  .  .  a,f7,  -f  P •  F. 

Il  coefficiente  @  non  può  essere  nullo  ,  poiché  altrimenti 
l'equazione  ^^=0  sarebbe  conseguenza  delle  6^2=^»  C/3=0,...,  C7"j=(> 
contro  quanto  si  è  supposto.  Si  può  quindi  dedurre  anche  ia 
questo  caso 

con  che  il  teorema  resta  dimostrato. 

147.  Se  le  equazioni  lineari  omogenee  indipendenti 

v,  =  o,v,  =  o,...,y,  =  o 

sono  conseguenza  necessaria  del  sistema 

Ui  =  0,U2  =  0 Uf  =  0 

sarà  necessariamente  j  <  i. 

Invero,  si  potranno  determinare ,  pel  teorema   precedente^ 
delle  costanti  a  ,  S  ,  .  .  . ,  y  tali  da  aversi  identicamente 

Fj  =  «1  C7j  +  «2^72  +  .  .  .  +  a^Ui 


^i  =  Ti  ^1  +  T2C^2  +  •  •  •  +  Ti^i- 
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Se  ora  si  avesse  y  >  i ,  la  caratteristica  della  matrice 


«1    «2* 
Pi    ?2- 


V        V 

Il     12  • 


.a. 


•Pi 


non  potrebbe  superare  i ,  e  quindi,  per  quanto  già  sappiamo 
(art.  142)  qualcheduna  delle  forme  F^  ,  Fg  ,  .  .  .  ,  V}  si  po- 
trebbe esprimere  linearmente  per  mezzo  delle  altre  ,  cioè  le 
equazioni 

y,  =  o,  72  =  0,...,  Vj  =  o 

non  sarebbero  fra  loro  indipendenti ,  contrariamente  al  sup- 
posto. 


Esercizi 


1.  Bisolvere  il  sistema 


ar— 2y+3zf4<f5u=0 

2a;-f  2y-h3z-|-l  l^-j-7t;=0 
3icf6y+32;+Ì8f+9i;=0 

che  si  può  ridurre  a  due  sole  equazioni  indipendenti. 
2.  Risolvere  il  sistema 

U^=xSy^5z=0 
U2-2aj-4yH-2zr-0 

U3=6x-lly+9a    0 

che  ha  il  determinante  eguale  a  zero  e  la  caratteristica   h 
calcolare  i  coefficienti  *j  ,  *, ,  J«g  della  relazione. 

«1  ^1  +  ^2  ^^«  +  «8  ^3=0 

che  ha  luogo  identicamente  fra  le  tre  funzioni  U^  ^  U^  ì  U^, 


—  2:    e 


—  156  — 


§  6. — GompatlbiUtà  e  incompatibilità  di  pia  eqaaBioni 
non  omogenee  ad  n  incognite  e  risolasione  del  loro 
sistema. 

148.  Dato  un  sistema  dì  m  equazioni  lineari   non  omoge-  , 
nee  ad  n  incognite 


^11^1  +  ^12^2  +  .  . .  +  a^^x^  +  «3^  =  0 

a^^X^  +  «22^2  -^    •  •  •  +  «2/»^/»+  *2  =  ^ 


(l) 


se  SI  ponga 


X. 


=  -2^ 


co 


(2) 


dove  (0  è  un  numero  diverso  da  zero  del  resto  arbitraria- 
mente fissato ,  esse  prendono  la  forma  di  m  equazioni  omo- 
genee: 


«21^1  +  «22^2  +  •  •  .  +  (^inVn  +  «g  '  W  =  0 


(3) 


«tniyi+«m2y2+  •  •  •  +  «mn^n  +  «m*  ^  =  0 

fra  le  w  4- 1  variabili  ^i  ,  .V2  ,  .  •  .  ,  y^  •  w. 

'  Fissato  un  valore  non  nullo  di  io,  ad  ogni  sistema  di  va- 
lori per  le  x  ne  corrisponde  ,  per  mezzo  della  relazione  (2) 
un  unico  sistema  per  le  y  e  reciprocamente. 

Dunque  se  i  valori  delle  x  costituiscono  una  soluzione  del 
sistema  di  equazioni  (1),  i  valori  corrispondenti  delle  y  in- 
sieme a  quello  assegnato  a  Ci)  costituiscono  una  soluzione  del 
sistema  (3).  Reciprocamente,  se  un  sistema  di  valori 

con  a^^.|  non  nullo,  delle 
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soddisfa  alle  (3)7  i  rapporti 


«1  «2  «/» 


j   _        j  •  •  •  > 


costituiscono  una  soluzione  delle  (1). 

Pertanto  la  ricerca  delle  soluzioni  finite  di  un  sistema  di 
equazioni  lineari  non  omogenee  coincide  con  quella  delle  so- 
luzioni finite  di  un  sistema  di  equazioni  lineari  omogenee  per 
le  quali  un'  incognita  assegnata  deve  avere  un  valore  non 
nullo.  Dire  che  il  sistema  (1)  è  incompatibile  per  valori  fi- 
niti delle  incognite  aj^ ,  Xg  ,  .  .  . ,  o?^  equivale  a  dire  che  il  si- 
stema (3)  ha  per  conseguenza  necessaria  to  =  0. 

149.  Per  decidere  se  il  sistema  di  equazioni  non  omoge- 
nee (1)  sia  risolubile  con  valori  finiti  delle  x,  ,  ajg  ,  .  .  . ,  3c^> 
ricercheremo  dunque  sotto  quali  condizioni  il  sistema  omo- 
geneo: 

«11^1  H-  «122^2  +  .  .  .  +  «m^^  +  «il/n+i  =  0 


sia  risolubile  con  valori  finiti  delle  ^i  ?  2/2  ?  •  •  *  >  Vn-^i  >  ^®i 
quali  l'ultimo  y^^^  sia  inoltre  diverso  da  zero,  A  tale  og- 
getto ci  converrà  considerare  le  due  matrici: 

«11  «12  •  •  •  «m  [  «11  «12  •  •  •  ^in   «1 

(A)  ^  ^^^  ^**  *  *  *  ^^^  (B)  ^  ^^^  ^2*  '  ■  *  ^^^  ^^ 

Cominceremo ,  servendoci  degli  stessi  criterii  esposti  nel 
§  precedente  (art.  143),  dal  cancellare  nel  sistema  (1)'  quelle 
equazioni  che  possono  ritenersi  come  conseguenza  delle  ri- 
manenti. Se  la  matrice  (B)  ha  per  caratteristica  ^,  il  siste- 
ma (1)'  sì  ridurrà  a  sole  h  equazioni  che,  senza  nuocere  alla 
generalità  della  questione,  possiamo  sempre  supporre  essere 
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le  prime  h  del  sistema,  cioè: 

«liyi+«12y2+  -  +«lnyn+^yn+l=^ 
(lyf  )  «212^1+^22^2+  -  +«2nS^n+«iyii+l=^ 

*  «Myi+«A2y2-^  -  +«/»«yn+aAy«+i=^ 

e  la  caratteristica  della  matrice: 


(B) 


'    «11     «12  -  «1/*    «1 
f  )  «21    «22  •••  «2n    *2 


/ 


'   «/Il     «^2  •••  « 


An 


a, 


corrispondente  a  questo  sistema  sarà  precisamente  eguale  ad/i. 

150.  Supponendo  ora,  dapprima,  che  anche  la  matrice  (A) 
abbia  per  caratteristica  lo  stesso  numero  h ,  è  evidente  che 
le  h  equazioni  (1)"  si  potranno  sempre  scegliere  in  modo  che 
almeno  uno  dei  determinanti  di  ordine  h  contenuti  nella  ma- 
trice parziale: 


(A)' 


«11     «12  "•  «1» 


«21     «22  •••  «2n 


«/il     «A2  •••  «/»n 


sia  diverso  da  zero.  In  tale  supposto  il  sistema  (1)"  sarà  cer- 
tamente risolubile  con  valori  finiti  delle  ^i ,  y^  ?  •  •  •  ,  y^+i  ' 
r  ultimo  dei  quali  diverso  da  zero.  Sia  infatti  per  esempio: 


(C) 


«11    «12  •••  «l/i 
«21    «22  •'•  «2/i 


a 


hi    ^ht 


...  a 


hh 


< 


0. 


Allora,  scritte  le  (1)"  sotto  la  forma: 

«12  2/l+«12  y»  +-+«1/1  y/»--— («1 ,  h+l  2^;i+l+-+«ln3^n+«l  S^n^) 
«2iyi+«22  2^2+-  +«2;i2//i=— («2  ,  A+lS^A^l+-  +  «2n  t/n+^iVn-^i) 


«/Il  ^1 +«/»2 ^2+ •••+ «Aft3^/i=— («A  ,  ;t+l3//»+l+- +«/i «S^n+^ft^n-f-l) 
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è  chiaro  che  si  potranno  assegnare  ad  arbitrio  dei  valori  fi- 
niti quali  si  vogliano  alle  yj^j^^  >  -  •  -  ,  I/n  i  Vn-^i  »  dopodiché 
le  altre  h  incognite  ,  dovendo  soddisfare  ad  k  equazioni  di 
1»  grado  col  determinante  (C)  che  è  diverso  da  zero,  saranno 
date  da  altrettanti  valori  finiti  determinabili  in  un  unico 
modo.  Nella  ipotesi  fatta  11  sistema  (1)  sarà  dunque  compa- 
tibile con  valori  finiti  delle  incognite. 

151.  Se  invece  la  matrice  (A)  avesse  la  sua  caratteristica 
inferiore  ad  h,  il  sistema  (1)  sarebbe  incompatibile.  Suppo- 
niamo infatti,  se  è  possibile,  che,  essendo  nulli  tutti  i  mi- 
nori di  ordine  h  contenuti  in  (i4) ,  e  quindi  a  maggior  ra- 
gione tutti  quelli  contenuti  in  {A)*,  si  potessero  cionondimeno 
soddisfare  le  (1)"  con  valori  finiti  delle  .Vi  »  2^2  >  •  •  •  ?  ^n+i  » 
l'ultimo  dei  quali  diverso  da  zero.  Si  avrebbe  allora  per  que- 
sti valori 


h+t 


«llS^l+-+«lnyn+«l2/n+l' 


«2,«i     «2,Ì2  -  «2,t:..      «2lS^l+  •'•+«2nS^n+«2yn+l 


^hJi   ^h,i^  -    ^h  ,  i^_^j     ^hlì/l-^  "•  +  ^hnl/n-^^ht/n+l 


=  0 


comunque  si  scelgano  gli  indici  ij  ,  1*2  >  •  •  •  >  ^h-*-i  ^^*  ^  ^^" 
meri  1  ,  2  ,  .  .  .  ,  n ,  poiché  gli  elementi  delP  ultima  colonna, 
che  sono  i  primi  membri  delle  (1)"  sono  nulli  per  supposto. 
Ma,  decomponendo  il  determinante  del  primo  membro  in  tanti 
determinanti  quanti  sono  i  termini  dei  polinomi  dell'  ultima 
colonna,  quest'  equazione  prende  la  forma: 


p=i 


+ 


<^2,ti^2,t2  •••^»    -  ^« 


^h.i^^hJi  '"^h.ih-l^h 


Vn^^^^ 


Considerando  ora  che  i  determinanti  sotto  il  segno  2  sono 
tatti  compresi  nella  matrice  (^4)'  e  quindi  nulli  per  suppo- 
sto, e  che  y^^^x  ®  P®^  supposto  diverso  da  zero,  si  vede  che 
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]'  equazione  si  riduce  ad 


a 


l.»l        "l.»3 


•••^i.«7i-i    ^1 


^2,»i     ^2, io  •••  ^2    t 


A-1 


=  0. 


Poiché  gli  indici  i'i  ,  «2  >  •  •  •»  'a-i  possono  poi  scegliersi  a 
piacere,  quest'  equazione  ci  dice  che  nella  matrice  {B)'  cor- 
rispondente al  sistema  (I)"  anche  quei  determinanti  di  or- 
dine h  nella  cui  composizione ,  entra  V  ultima  colonna  sono 
come  gli  altri  eguali  a  zero.  La  matrice  del  sistema  (I)" 
avrebbe  dunque  la  sua  caratteristica  inferiore  ad  h  contro  il 
supposto. 

152.  Da  quanto  si  è  dimostrato  concludiamo  dunque  che 
il  sistema  (1)  allora  soltanto  è  compatibile  con  valori  finiti 
delle  incognite,  quando  le  due  matrici  (A)  e  (J?)  sono  uguali. 
Possiamo,  cioè,  enunciare  il  seguente  teorema: 

Dato  un  sistema  qualunque  di  m  equazioni  di  1®  grado 
con  n  incognite: 


affinchè  esso  sia  risolubile   con  valori  finiti  delle  incognite  è 
necessario  e  sufficiente  che  le  due  matrici 


^11   ^12  •••  ^In 


«11    «12 -«1»»    «1 


«ni  «/»2  •••  ^nn 


«wl  «m2»*'  «»in  *m 


abbiano  la  stessa  caratteristica. 
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Eserciii. 


1.  Posto  per  brevità:  a.  =  X^a^  +  X^a,  +  •  •  •  +  X   a    ,  ecc.  le  due 
matrici:  ^  "^  "• 

a^     &2  *  *  ■  ^1  ^1     ^1  •  •  •  c^     Oii 


^m    ^m*  '  '  ^m 


^m    ^*w  •  •  •  ^m    *m 


«X     ^X  •  •  •  <^X  «X     ^X  •  •  •  <5X      «X  +  8 

avranno  eguale  caratteristica ,  ovvero  la  caratteristica  della  se- 
conda supererà  di  una  unità  quella  della  prima  secondoohè  sia 
S  =  0  ovvero  $  diverso  da  zero. 

*2.  8e  le  due  matrici 


«11  «12  •  •  •  «m 
«21   «22  •  •  •  ^2n 


^ml^m2  •  •  •  ^m» 


ed 


^U    «12  •  •  •  «in  «1 


«21    «22 


«2»  «2 


«mi  «w2  •  •  •  ^mn^m 


hanno  caratteristiche  differenti,  anche  le  due  matrici 

^1  ^2  •  •  •  hn  Pi 
^21    ^22  •  •  •  ^2»  Vi 


^11   ^12  •  •  •  ^In 


^21    ^22  •  •  •  *2n 


^pi    ^p2  •  '  •  ^pn 
«11   «12  •  •  •  «In 


«21    «22  •  •  •  «2» 


«mi  «m2'  •  •  ^mn 


e 


^pi   ^p2  •  •  •  *pn  Pp 
«11   «12  •  •  •  «m  «1 


«21    «22  •  •  •  «2n  ^2 


«mi «m2'  •  • ^mn^m 


avranno   caratteristiche   differenti.   Ciò  si   dimostra  agevolmente, 
dopo  quanto  si  è  sopra  stabilito,  riflettendo  che  se  il  sistema 

«11  aJi  +  «12  ^2  +  •  •  •  +  «in  ^n  =  «1 


«ml^^i  +  «m2«^2  +  •  •  •  +  «rtin^n  =  ^m 
CAVEhiéi— Algebra  complementare. 


11 
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è  incompatibile,  sarà  evidentemente  del  pari  incompatibile  il  si- 
stema 

«Il  «1  +  aia  acj  -f  .  .  .  -h  a^^  x^- a^ 


comunque  si  scelgano  i  valori  dei  coefficienti  b  e  p  delle   nuove 
y  equazioni  aggiunte. 


§  7.0  —  Determinastone  delle  faiudoiii  intere 

di  una  variabile. 


153.  Sia  f(x)  t=  floflc*  +  aiX**""^+  .  .  .  +  ^n-i^  +  ««  ^^*  ^^^' 
zione  razionale  intera  di  grado  n  della  variabile  x.  L'equa- 
zione: 

f(x)=0  (1) 

ammetterà  in  generale  più  di  una  soluzione.  Supponiamo  ora, 
se  è  possibile,  che  essa  ammetta,  un  numero  di  soluzioni  di- 
stinte superiore  al  suo  grado.  Esisteranno  allora  n  +  1  nu- 
meri distinti  x^,  x^,  ^  .  .  j  ^n+i  ^^^^  ^^  aversi  simultanea- 
mente: 

«0^1**    +a^Xj^''^+ .  .  . -{-a^^^x^      -i-a^  =  0 

ÙQ  x^    +  a^  x^"^  -}-...  -H  a^.i  x,      +  a^  =  0         (2) 


«0  ^      +  ^1  ^**~^  -t-  .  .  .  -h  a        X       4-  «    =  0. 

»+l  n+i  «-1      n+i 

Ora  queste  equazioni,  se  si  considerino  come  conosciute  le 
^1  >  ^8  >  •  •  •  7  ^n+i  ®  come  incognite  le  a^  ,  a^^  ,  .  •  .  ,  a^,  altro 
non  sono  che  un  sistema  di  n  4- 1  equazioni  lineari  ed  omo- 
genee fra  le  n  -f  1  incognite  «o  >  ^i  ?  •  •  •  »  ^n  >  ®  ^  determi- 
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nante  del  eistema  è: 


A=: 


X        *^i        *^'i  •   •  •  2C| 


X       .  m7o       SCi 


'2 


•  •  •  «*»( 


n 


2 


Noi  dimostreremo  fra  poco  che  questo  determinante  è  sem- 
pre diverso  da  zero ,  qualora ,  come  si  è  sappostò ,  i  valori 
^1  ^  ^8  »  •  •  •  7  ^n+i  sÌA^o  ^utti  distinti  ira  loro.  Possilono  dun- 
que concludere  (art.  135)  che  le  equazioni  (2)  non  possono 
essere  soddisfatte  che  per  valori  nulli  delle  incognite.  Si 
avrà  cioè 

■ 

^Q  =  0  ,  flfj  =  0  ,  flfj  =  0  ,  .  .  .  ,  a^  =  0. 

È  dunque  assurdo  il  supporre  che  l'equazione  (1)  ammetta 
più  di  n  soluzioni;  a  meno  che  i  coefficienti  tutti  della  (1) 
siano  eguali  a  zero  y  nel  qual  caso  V  equazione  (1)  sarebbe 
evidentemente  soddisfatta  da  qualsiasi  valore  di  x»  Dunque: 
un*  equazione  algebrica  di  grado  n  ad  un*  incognita,  i  cui  coef- 
ficienti non  siano  tutti  nulli,  non  può  ammettere  più  solu- 
zioni distinte  di  quanto  è  il  suo  grado, 

154.  Il  determinante  nel  quale  ci  siamo  incontrati  all'art, 
prec.  è  della  forma: 


jD  = 


1     1 

1 

...  1       1 

Xi      x^ 

«À 

•  •  •  ^n-1  ^n 

X^      SCg^ 

^^ 

1           s 

■'x»- 

•1         /v.n-i^n-1 

...     JU               «A/ 

n—1  n 

(3) 


in  cui  gli  elementi  della  i^^  orizzontale  altro  non  sono  che 
le  potenze  (i'- 1)™^  degli  n  numeri  a?! ,  ajg  >  •  •  •  >  ^n- 

Senza  alterare  il  valore  di  questo  determinante  ci  è  lecito 
sottrarre  la  prima  verticale  da  ciascuna  delle  rimanenti.  Al- 
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lora  però  gli  elementi  della  prima  orizzontale  si  ridurranno 
tutti  a  zero,  ad  eccezione  del  primo  elemento,  onde  si  avrà: 


i>  = 


10              0 

*^1          2  """      1          8  "^     1       *** 

SCt         ICa    ~~  fl?j        «Bg    —    flCj        ••• 

= 

n-l    n-l     n-l    n-l     n-l 

1          2  """      1          3  """      1    ■  *** 

«A'o  ""^  «Cj        «Co  "^  •C/'i        ••• 

/y»     2  /y»  /M     Z  /M    8 

M/a  *^1         M/q    ^^  wU'i         ••• 


n— *     n-l    n— 1     n-l 
*^2  ""  "^1      *^  ""  *'^l      ' 


come  è  chiaro  se  si  sviluppa  secondo  gli  aggiunti  degli  ele- 
menti della  prima  orizzontale.  Dividendo  ora  le  successive 
colonne  rispettivamente  per  (x^  —  x^j  {x^  —  x^  ,  •  •  . ,  ^»"~^i) 
si  può  anche  scrivere  (art.  120). 


JJ —  [X^     X^)  \P^2Ì^*^l)'  •  • 
(«n-«l) 


/y»    2  _^  /M    8 

2              1 

X^      ^i 

•*'3          *^1 

••• 
*  •• 

x„*  -  se,» 

SCo  """  W?j 

X„-Xi 

X2        CCj 

X„-Xi 

n-l     n-l 
•^2        *^1 

n-l     n-l 
^3  —  '^^l 
0^3      ajj 

••• 

n-l     n-l 
^'n  "  ^1 

CE/a  *—  »Cj 

X^  —  X^ 

(4) 


Senza  alterare  il  valore  del  determinante  che  sta  nel  se> 
condo  membro  potremo  ora  (art.  123)  dall'ultima  orizzontale 
sottrarre  la  penultima  moltiplicata  per  0?^;  fatto  ciò  dalla  pe- 
nultima sottrarremo  la  terzultima  moltiplicata  per  x^  e  cosi 
di  seguito  j  finché  per  ultimo  dalla  seconda  orizzontale  sot- 
trarremo la  prima  orizzontale  moltiplicata  per  a^.  Vediamo 
quali  valori  avranno  preso  dopo  queste  trasformazioni  gli 
elementi  della  i^^  orizzontale  che  attualmente  hanno  i  valori: 


X,* 

— 

^1' 

ì 

a?3 

— 

ì 

•    •    •    ? 

?«! 

_V 

SCj 

^~ 

«1 

«8 

X^ 

®« 

Xi 

Dovendosi   da  essi  sottrarre   gli    elementi   corrispondenti 


j 
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delle  (i  —  1)"^*  orizzontale,  i  cui  valori  sono 


^2  "^  ^1 


£C, 


X 


'•-i-a?*-i 


n 


^3  ~~  ''^1 


X^  —  X^ 


moltiplicati  per  x^  ,  si  vede  che,  dopo  la  trasformazione,  gli 
elementi  della  i^^  orizzontale  avranno  i  valori: 


«sj'-aJi*' 


a?2 — ^ajj 


—  x^ 


a?2    ^1 


0^3     X^ 


—  flC 


1  ) 


ecc . . 


Ora  si  ha 


*^2      *^i 
X2     X-^ 


—  Xi 


«*'2  •*'i  •*'2      •*'i       •*'lV'*'2  **'!       / 


»^2"~''^l 


flCg— ajj^ 


*^2  """^l  '^g         __  *^2        \'^2^'^l)    _  ^  <— 1 


=  X 


e  similmente,  cambiando  o^g  ^^  ^3  > 


•^2~"'^l 


2 


^3        ^1 


a?3     ajj 


'8 


e  cosi  via.  Gli  elementi   della  t»«*   orizzontale   prenderanno 
dunque  semplicemente  i  valori: 


«,  »-i    ^  f-i  ^  f-i 


Pertanto  la  (4)  diventerà 


iy— (Xg    X-^){Xq—  x^);,{x^    x^) 


X 


2 


X, 


2 


...1 


•C3         •••^tj, 

/y»  2  or*    2 

•^3         *•••*'» 


^  »-2^  n-2     a;  *»-2 


(5) 


155.  Il  determinante  nel  secondo  mei»bro  di  (5)  è  di  forma 
affatto  simile  a  quella  del  determinante  (3)  ,  soltanto  è  di 
un  ordine  inferiore  di  un'  unità. 
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Si  dimostra  quindi  in  modo  affatto  identico  che: 


1      1       ...1 


^»_2/y.«»-2     /v,^-2 


2 


/» 


— (X3-aJ2)(^4~^2)  •••  (^/»""^2/ 


1        1  ...1 


«Co  *'^4  ***      fi 

/*!    2        /y»    2  T»      * 


M/  «A'  •••««/ 

3  4  « 


onde,  sostitnendo  ciò  in  (5)^  si  avrà: 


jD  = 


(«2-a5l)(^3-^l)(»4-«l)-(«n"-^l) 


(«3— aj2)(a;4— X2)...(x^— «2) 


...1 


•C«        Xi 


•  ••mU, 


» 


/M    2         /y>   2  T»    2 

3  4         ***    n 


3  4        *  *  **^n 


Cosi  procedendo  si  arriverà  evidentemente   al  risultato: 


(*^>»     •^n-l) 


che  potremo  scrivere  brevemente: 


(6)' 


dove  la  notazione  del  secondo  membro  esprime  che  si  deve 
prendere  il  prodotto  di  tutti  i  fattori  analoghi  a  Xj  —  x^  che 
si  ottengono  sottraendo  da  una  qualsivoglia  Xj  una  qualsi- 
voglia Xi  di  indice  minore.  Dunque: 

Il  valore  del  determinante  (3)  è  uguale  ed  prodotto  delle 

io)  ài-ferenze  che  si  ottengono  sottraendo  da  una  qualunque 
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delle   quantità  x^  ,  X2  ,  •  .  •  ,  x^   una   qualunque   delle  prece- 
denti. 

Cor.  —  Il  determinante  (3)  non  può  avere  il  valore  zero  ad 
eccezione  del  caso  in  cui  almeno  due  delle  x^  ,  X2 ,  .  .  .  ,  x^^ 
abbiano  valore  eguale.  In  questo  caso  infatti,  e  solo  in  questo, 
si  può  annullare  una  delle  differenze  Xj—x^  il  cui  prodotto  è 
uguale  a  JD. 

Resta  cosi  dimostrata  l'asserzione  fatta  pocanzi  (art.  153). 

156.  Due  funzioni  intere  f{x)  e  9  {x)  di  una  variabile  x 
si  dicono  identicamente  eguali  quando  esse  prendono  lo  stesso 
valore  per  ogni  valore  speciale  dato  alla  variabile. 

Ciò  premesso  è  facile  dimostrare  dopo  quanto  precede  che: 
affinchè  due  funzioni  intere  di  una  variabile  sieno  identica- 
mente eguali  è  necessario  e  sufficiente  che  siano  fra  loro  eguali 
i  coefficienti  delle  potenze  omologhe  di  x  nelle  due  funzioni. 

Siano  infatti: 

e 

le  due  funzioni  intere  supposte  identicamente  eguali,  che  noi 
potremo  sempre  rappresentare  sotto  la  forma  ora  scritta, 
poiché  se  esse  fossero  di  gradi  differenti  (m  ed  n  <  m)  ,  si 
potrebbero  sempre  ritenere  di  egual  grado  m  sostituendo  con 
lo  zero  i  coefficienti  delle  più  alte  potenze  di  x  mancanti  in 
una  delle  due  funzioni. 

Poiché  per  supposto  si  ha*  per  ogni  valore  di  x, 

f(x)  =  9(aj) 
si  avrà    anche 

f(cc)-cp(a?)=0 
cioè  se  indichiamo  con  ^(x)  la  funzione  intera  di  x: 

si  avrà  per  ogni  valore  x: 

^(x)  =  0. 

L'equazione  ò(cc)=0,  ohe   è  di  grado  m ,  avrebbe    dunque 
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infinite  soluzioni.  Ora  ciò  non  è  possibile  se  non  quando  i 
coefl&cienti  delle  singole  potenze  di  x  in  ^(x)  siano  tutti 
eguali  a  zero  ;  poiché  noi  sappiamo  (art.  153)  che  un'  equa- 
zione di  grado  m  con  coefficienti  non  tutti  nulli  non  può 
ammettere  più  di  m  soluzioni  differenti. 
Dev'  essere  dunque: 

onde 

come  appunto  dovevasi  dimostrare. 

157.  Più  generalmente  si  dice  che  due  funzioni  intere 
/(se  y  y  j  z  ,  ...)  e  9(a? ,  y  ,  a  ,  ...  )  di  più  variabili  sono  iden- 
ticamente eguali  quando  esse  assumono  egual  valore  per  o^i 
speciale  sistema  di  valori  che  si  dia  alle  variabili. 

Ora  è  facile  dedurre  dalla  dimostrazione  precedente,  rela- 
tiva al  caso  di  una  sola  variabile,  che  affinchè  due  funzioni 
intere: 

f{x)=^A^^^ . x^yht , ... ,  <p(ac)=25a ,  p  ,  7  -  ^*y^«^  - 

di  piU  variàbili  siano  identicamente  eguali,  è  necessario  e  suf- 
ficiente che  siano  eguali  i  coefficienti   dei    termini   omologhi 
{contenenti  cioè  le  stesse  potenze  di  x  ,  y ,  z  ,  ) ... 
Cioè  dev'  essere 

-^a3if  •••  ~  ^ap7  ••• 

per  tutti  i  sistemi  di  indici  a  ,  p  ,  y  ••• 

Consideriamo  p.  es.  due  funzioni  intere  /(« ,  y)  e  <f(x ,  y) 
di  due  variabili,  che  supporremo  avere  valore  eguale  per  ogni 
sistema  di  valori  di  x  ed  y. 

Ordinando  tali  funzioni  secondo  le  potenze  decrescenti  di 
X  si  potrà  scrivere  come  nel  caso  precedente: 


9(2C  y  y)  =  go»*"  +  fi'l»"*"'  +  •  •  •  +  ^ 


m 
m 


colla  differenza  che  le  />  e  ^,  anzicchè  essere  delle  costanti^ 
saranno  ora  delle  funzioni  intere  della  sola  y.  Tenendo  fìssa 
la  2^  e  facendo  variare  la  sola  x  si  potranno  però  momenta- 


—  169  — 

neamente  ritenere  come  costanti  anche  le  p  e  q^  onde  si  avrà, 
pel  teorema  dell'art,  precedente,  dovendo  le  due  funzioni  di 
X  riuscire  identicamente  eguali: 

Pi  =  Qi- 

Poiché  ora  questa  eguaglianza  deve  aver  luogo  comunque 
sia  stato  fissato  il  valore  di  y,  ciò  significa  che  le  due  fun- 
zioni intere  di  y  formate  da  p^  e  q^  devono  essere  identica- 
mente eguali ,  onde  ,  sempre  per  1'  articolo  precedente  ,  do- 
vranno coincidere  i  coefficienti  delle  potenze  omonime  di  x 
in  queste  due  funzioni.  Concludiamo  dunque  evidentemente 
che  i  due  termini  omologhi  di  /(a?,  y)  e  ?(x,  y)  contenenti 
una  stessa  potenza  di  x  ed  una  stessa  potenza  di  y  avranno 
necessariamente  lo  stesso  coefficiente  numerico. 

In  modo  del  tutto  analogo  può  condursi  la  dimostrazione 
p  er  il  caso  di  funzioni  di  un  numero  qualsivoglia  di  variabili. 

158.  È  talora  importante  di  determinare  la  somma  dei  va- 
lori che  prende  una  funzione  intera  f{x)  per  n  valori  speciali 
interi  consecutivi  della  variabile  x.  E  di  questo  problema  noi 
ci  occuperemo  qui  incominciando  dal  caso  semplicissimo  in  cui 
f(x)  sia  una  semplice  potenza  intera  positiva  di  x. 

E  precisamente,  posto  per  brevità: 


l*  +  2*  +  3*-f-  .  .  .  +n*  =  o 


k,H7 


ci  proponiamo  dapprima  di  dare  un  metodo  per  calcolare  il 
valore  di  0,^,^  cioè  della  somma  delle  potenze  &"»«  dei  primi 
n  numeri  naturali. 

Per  il  teorema  del  binomio  si  ha 

onde  facendo  la  somma  membro  a  membro  delle  n  egua- 
glianze che  si  deducono  da  questa  ponendo  successivamente 
ac  =  l  ,2,3,... ,n: 

2**1  ^  3*+i  4- ...  +  (n  +  l)*+i  =  n  -h  {^^^^  )  o,  ,^ 
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qaìndi  anche,  poiché: 

sì  avrà: 

Di  qui   si  ricava  ,  poiché  f  j  =  fc  -f- 1, 

Questa  forinola  permette  di  calcolare  successivamente  ì  va- 
lori di  0| ,  ^  ,  ©2  >  n  »  ^3  »  n  >  •  •  •  >  poiché  per  mezzo  di  questa 
formola  ognuno  di  questi  valori  é  espresso  in  funzione  dei 
precedenti. 

Cosi  si  trova; 

w(w  +  1) 


a„,=:  1^+2^3^ +...  +  n-^-^'^^*'"^^) 


03,^  =  l3+23-f33  +  ...4-n3= 


2.3 


4 
ecc. 

159.  Venendo  ora  al  caso  generale  supponiamo  si  voglia 
calcolare  la  somma  dei  valori  che  assume  una  certa  funzione 
intera  /(ce)  per  gli  n  valori  interi  consecutivi  aj  =  *  -i- 1  , 
^  +  2,^  +  3,... ,^4- n,  cioè  il  valore  di 

2  f(x)  =  ^fit  +  i). 
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Per  il  teorema  di  Taylor  si  ha: 

se  ^  è  il  grado  della  funzione  f{x).  Se  ora  in  questa  egua- 
glianza poniamo  successivamente  se  =  1,  2, ...  ;  n  e  sommia- 
mo membro  a  membro,  otteniamo 

Questa  formola  risolve  il  problema,  poiché  essa  esprime  la 

somma  cercata  per  mezzo  delle  a^  ^  )  ^2  «  n  *  -  *  ^^^  S^^  ^^P~ 
piamo  calcolare. 

160.  Come  applicazione  di  questo  metodo  proponiamoci  di 
calcolare  la  somma: 

/S'=1.2.3+2.3.4-f-3.4.5+...+n(n+-l)(n-f-2). 
Evidentemente  si  può  scrivere: 


x^n  xs*n\ 


Si  trova  dunque,  sostituendo  i  valori   di   o^.m^i  n>^i  n 
trovati  sopra  (art.  158): 

À  4: 

/      ^n(<      2n+-l    .    w(n+l)  ) 

cioè  finalmente 

^      n{n  4-  l)(n  +  2)(n  +  3) 
o  =  :: • 


—  172  — 
161.  Per  calcolare  però  la  somma  più  generale 

S  =  1.2.3 ...  w  +  2.3.4...(m  +  1)  +  3.4.5 ...  (w  +  2)  +  ... 

-f  n(n  +  l)(w  +  2) ...  (w  +  w  —  1) 

=  ^ t{  +  l){t  +  2)  ...(t  +  m-l)  (a) 

SI  può  procedere  più  speditamente  come  segue. 
Dalla  formola  facile  a  verificarsi: 

/m-\-k\_fm+k—l\     /m+k-l\ 
Vfc-iy~\    k-l    )'^\    A;-2    J 

facendo  successivamente  A:  =  2,  3, ... ,  n  e  sommando  membro 
a  membro  si  deduce: 

fm+n\    ._,fm+l\,/m+2\/m+3\,  /w+n-l\ 

U-lJ"^  +  V    1    )^\    2    )[    3    )^-^\    n-1    ) 

o,  che  è  lo  stesso, 

e  moltiplicando  entrambi  i  membri  per  \m: 

n(n4-l)(n+2) ...  (n+nQ  Js%(*4.1)(«+2)  ...  (Hm-1  ) 
m+1  f=2 

il  che  ci  dà  appunto  Tespressione  cercata  di  (a)  : 

_  n(yi+l)(n+2) ...  (n+m)  ^  .gx 

m+l 
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Note  ed  Esercud. 


I.  Dimostrare  che 


1      1 

1 

...  1 

1       2 

3 

...  n 

1»      2» 

32 

...  n^ 

13         2» 

33 

...  n^ 

jn-l  2'^- 

-Ign. 

-1  ...  n"-! 

=  [2  [3  li  ...  I^zi 


2.    Verificare^    colla    sostituzione    diretta    dei    valori    speciali 
. ,  x^A.  che  la  funzione  intera  di  grado  n  in  x,  la  quale 


^1  j  ^2  » 


per  i  valori  speciali  x  =  x^  ^  op^  ^  ,  .  .  y  x^+i  della  variabile  assume 
1  valori  dati  A^  ^  A^^  A         ha  la  seguente  espressione: 


«4-1) 


(f)  =  ^Il 


Questa  formola  notevolissima  é  conosciuta  col  nome  di  formala 
d* interpolazione  di  Lagrange. 
8.  Calcolare  col  metodo  spiegato  il  valore  della  somma: 

1.3  +  2.4  +  3.5  4-  4.6  +  5.7  -f  ...  +  n{n  +  2) 
e  della  somma  parziale 

1.3  +  3.5  +  5.7  4  7.9  4-  9.11  4- ...  4-  m{m  4-  2). 

4.  Calcolare  il  valore  della  somma 

1.3.5  f  3.5.7  4-  5.7.9  4- ...  4  m{m  4-  2)(w  +  4). 

5.  Dalle  formolo 

(1  +  x)*+i  =  1  +  (*+l)  X  +  (^l^)  ««+...  +  (*+^)  (»»+a;»+i 


/*=+l^-»»^-..»+l 


(1  -«)»-  =  1  -  (*+l)  X  +  (*=+!)  x^^...^  (*+l)  x»^ 
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sommate  e  sottratte  membro  a  membro  si  deducono  le  altre  due 

(i) 

Dalla  prima  di  queste  due,  ponendo  successivamente  a?=l,2,...,n 
e  sommando  membro  a  membro  si  ottiene  per  k  pari'. 


+  (*'^^)o»  (fcpari)  (Tf) 


e  per  k  dispari: 


(„+l)*+i_n»+i-l  /ik+l\        /fc+l\      , 

^^-^1 — — ="+i  2  )"*+(  4  r*+- 


/fc+1 


■*"  (  ifc-1  )  °*-^  ^*  dispari) 

onde  cambiando  A;  ìq  A;  +  l  si  ha  altresì  por  k  pari:    ' 

+  (*^^)«fc(fcpari).  (S) 

Sottraendo  le  (7)  membro  a  membro  dalla  (5)  si  ottiene  con  fa- 
cili riduzioni;  sempre  per  k  pari: 

n(«-H)*^Mn-iy^-  ^  (^A=+l>)^^^  ^*+l^^^^  (^k^iy^^ 


#•» 


H^ì)-  <" 
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Formolo  analoghe  si  dedurrebbero  dalla  2*  delle  (A). 
Qaeste  formolo  sono  evidentemente  preferibili  alla  formola  del- 
l'art. 158  per  il  calcolo  delle  tfj  ,  cr^  ,  a^  , ...  e  delle  a, ,  «^g  ,  0^5  , .... 
6.  Per  ogni  valore  di  n  eccetto  n  =  —  1  si  ha: 

_.     l'*  +  ...  +  A:**  1 

Jim 


fc^Qo        jk**"*"^  n  +  1 

(Gfr.  G.  F.  Walker:  on  a  certain  inequality  and  a  limit.  Messenger 
of  mathematicB  XII  87-38). 
7.  Verificare  ohe: 

d!- 

[2aBC-cCA-dBA+eA^Y-i[aBHbA»-cAB][aC*-dCA+gA^] 
[2bAC-cCA-eBA+dB^Y-é[bA^+aB^-cAB][bC'-eGB-^gB*i 


8.  Verificare  che 

11 

1 

1 

1 

a 

P 

T 

8 

a» 

§* 

T* 

8« 

a* 

P4 

T* 

8* 

=-(a-P)(a  -  T)(a-8)(P^Y)(MXT-8) 


9.  Posto  per  brevità: 

p(p  +  l)(p+  2)... (p-fX-i  - 1)  =  Of 

per  %  =  0|  1,  2, ... ,  X  —  1,  si  ha  identicamente: 

(a;i+p+lXaJ2H-p4-2) ...  (as^+pf X)=ao+ai 2  (y»+l) 

+ 

+  (yi+l)(y2+2)...(yj^+X). 


CAPITOLO  IV. 


OPERAZIONI   CON   NUMERI    COMPLESSI 


§  1.°  —  OperasEioni  fondamentali. 

162.  Abbiamo  veduto  come  la  teoria  dei  problemi  di  l.o 
grado,  quelli  cioè  che  si  traducono  algebricamente  mediante 
un  sistema  di  più  equazioni  di  l.o  grado  a  più  incognite,  si 
possa  completamente  svolgere  anche  restando  nel  campo  dei 
numeri  reali  finora  considerati.  Non  cosi  pei  problemi  di  2.o 
grado  e  di  grado  superiore.  Per  persuadersi  di  ciò  basta  per 
esempio  considerare  il  caso  semplicissimo  dell'equazione 

«2  4-  ^  =  0 

la  quale  non  ammette  soluzione  reale  quando  ^  è  un  numero 
positivo  diverso  da  zero ,  cosicché  la  espressione  dell'  inco- 
gnita X  =  »j~-A  avrebbe  in  questo  caso  un  valore  puramente 
formale  ma  privo  di  significato  numerico. 

Conviene  vedere  pertanto  se  sia  possibile  di  allargare  ul- 
teriormente il  campo  dei  numeri ,  introducendo  nuovi  enti 
aritmetici  mediante  i  quali  questo  ed  altri  problemi  possano 
divenire  risolubili.  Naturalmente  V  introduzione  di  nuovi  enti 
aritmetici  in  tanto  potrà  considerarsi  come  lecita  in  quanto 
i  teoremi  fondamentali  del  calcolo  algebrico  continuino  a  sus- 
sistere anche  dopo  avere  esteso  il  campo  dei  numeri,  da  as- 
soggettarsi al  calcolo,  mediante  T  introduzione  dei  nuovi  enti. 

Noi  cominceremo  pertanto  dall'  esaminare  se  si  possa  in- 
trodurre nel  calcolo  un  nuovo  ente  aritmetico ,  che  indiche- 
remo con  i  e  chiameremo  unità  imaginariay  il  quale  soddi- 
sfi per  definizione  alla  eguaglianza 

»•«  =  - 1.  (1) 
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163.  Ove  si  possa  introdurre  il  numero  i,  converrà  altresì 
introdurre  i  numeri  della  forma  bi  che  si  ottengono  moltipli- 
cando un  numero  reale  qualunque  b  per  V  unità  immagina- 
ria i ,  e  che  noi  chiameremo  numeri  imaginarii  puri  ov- 
vero anche  semplicemente  numeri  imaginarii.  E  finalmente 
converrà  anche  dare  significato  numerico  al  simbolo  a  -h  bi 
che  esprime  V  addizione  di  un  numero  reale  qualsivoglia  a 
con  un  numero  imaginario  puro   bi, 

I  numeri  della  forma  a  +  bi  si  dicono  numeri  complessi. 

Per  gli  scopi  dell'  analisi  non  è  necessario  di  cercare  di 
quali  specie  di  grandezze  questi  numeri  complessi  possano 
considerarsi  come  misura.  Bensì  è  necessario  legittimarne 
r  introduzione  nel  calcolo  stabilendo  1.^)  quali  fra  essi  deb- 
bono ritenersi  come  eguali  e  quali  come  distinti  2.o)  se  e 
come  si  possano  estendere  ai  numeri  complessi  le  regole  fon- 
damentali del  calcolo  ed  in  ispecie  le  definizioni  delle  quat- 
tro operazioni  fondamentali. 

Notiamo  intanto  che  i  numeri  complessi  a  -f-  bi  compren- 
dono come  caso  particolare  tutti  i  numeri  reali  (6  =  0)  e  tutti 
i  numeri  imaginarii  puri  (a  =  0). 

164.  Vediamo  in  quali  casi  si  dovrà  ritenere  l'eguaglianza 
di  due  numeri  complessi 

a  -f-  6i  =  a'  +  Vi. 

Per  ritenere  questa  eguaglianza  senza  abbandonare  le  re- 
gole fondamentali  del  calcolo  dovremo  altresì  ritenere  Y  e- 
guaglianza  che  ne  consegue; 

a  —  a'  =  b'i  —  bi 
e  l'eguaglianza 

a  -  a'  =  (6'  -  b)i 

e  finalmente  l'eguaglianza 

le  quali  eguaglianze  si  deducono  tutte  dalla  prima  colle  re- 
gole fondamentali  di  addizione  e  moltiplicazione.  Cioè,  poi- 
ché i^  =  —  1  si  dovrà  ritenere  altresì 

(a  -  a')' =  -  (^' -  ^)'- 
Capelli. — Algebra  complementare,  12 
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Ma  (a  — a')^  e  (ò'— ò^)^  come  quadrati  di  numeri  reali  sono 
sempre  numeri  reali  positivi  ;  onde  si  vede  clie  questa  inu- 
guaglianza è  inammissibile  ad  eccezione  del  caso  in  cui  si 
avesse 

a  — a'  =  0  ,  ò'  — ò  -  0 

cioè  a  =  a^  e  b-=-b'.  Dunque 

Def.  —  Due  numeri  complessi  allora  ed  allora  soltanto  si 
riterranno  eguali  quando  la  parte  reale  del  primo  coincida 
con  la  parte  reale  del  secondo  e  il  coefficiente  della  parte 
imaginaria  col  coefficiente  della  parte  imaginaria. 

Cor.  1.0  —  Un  numero  imaginario  puro  non  può  mai  ri- 
tenersi eguale  ad  un  numero  reale. 

Cor.  2.0  —  Perchè  due  imaginarii  puri  bi  e  b'i  siano  eguali 
dev'  essere  b  =  b'. 

Cor.  3.0  —  Affinchè  un  numero  complesso  a  -f  b'i  sia  eguale 
a  zero  dev^  essere  necessariamente  a  =  0  e  b  =  0. 

165.  La  condizione  ora  trovata  affinchè  un  numero  com- 
plesso a  4-  hi  sia  eguale  a  zero  può  anche  esprimersi  più  bre- 
vemente dicendo  che  dev'  essere  a^  +  h^  =  0.  Infatti  a^  +  h^, 
essendo  somma  di  due  parti  reali  positive,  non  può  essere 
nulla  se  non  quando  sia  nulla  ciascuna  delle  due  parti,  cioè 
si  abbia  a  =  0  e  ^  =  0. 

Reciprocamente  se  a  =  0  e  6  =  0  sarà  a'^  -hh^  =  0. 

Questa  somma  a^  -f-  b^  dicesi  norma  del  numero  complesso 
a  +  bi,    Neir  algebra  però  ha  speciale   importanza   la    radice 

quadrata  positiva   \/a^  -f  b^  che  chiamasi  modulo  del  numero 
complesso  a  +  bi,  scrivendosi 


mod(a  -f  bi)  =  \la^  +  6^. 

Il  modulo  di  un  numero  complesso  a  +  bi  può  dunque  de- 
finirsi come  quel  numero  reale  e  positivo  che  rappresenta  il 
valore  aritmetico  della  radice  quadrata  della  somma   a^+b^. 

C  io  posto  è  chiaro  che  affinchè  un  numero  complesso  a+bi 
sia  eguale  a  zero  è  necessario  e  sufficiente  che  sia  eguale  a 
zero  il  suo  modulo, 

166.  Addizione  e  sottrazione  dei  numeri  complessi.  Volendo 
conservare  le  regole  fondamentali  del  calcolo  è  chiaro  che  la 
definizione  di  addizione   di   due   numeri   complessi  non  può 
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darsi  che  nel  modo  seguente: 

(a+&i)  +  (a'-hb'i)  =  {a-\-a')  +  (6+6^*  (1) 

cioè:  per  somma  di  due  numeri  complessi  si  intenderà  quel 
numero  complesso  che  ha  per  parte  reale  la  somma  delle  parti 
reali  dei  due  addendi  e  per  coefficiente  di  i  la  somma  dei 
coefficienti  di  i  nei  due  addendi. 

Di  qui  segue  immediatamente  che  il  problema  della  sot- 
trazione di  due  numeri  complessi  si  può  sempre  risolvere  ed 
in  un  modo  unico,  a  seconda  della  formola: 

(a  +  60  -  (a'  +  bH)  =•*  (a  -  a^  +  (6  -  b')  i.  (2) 

Infatti,  per  la  definizione  di  addizione  j  si  verifica  imme- 
diatamente che 

(a'  +  bH)  4-  [{a  -  a')  +  (6  -  V)i]  =  (a  +  bi) 

e  che  il  secondo  membro  della  (2)  è  il  solo  numero  complesso 
X  che  soddisfi  air  eguaglianza 

(a'  +  bH)  -\^x={a-\-  bi). 

L'addizione  e  la  sottrazione  di  numeri  complessi  venendo 
cosi  ricondotte  ad  un  numero  doppio  di  addizioni  e  sottra- 
zioni da  eseguirsi  in  modo  analogo  una  volta  sulle  parti  reali 
ed  un'  altra  sui  coefficienti  delle  parti  immaginarie  è  chiaro 
che  tutte  le  regole  fondamentali  del  calcolo  relative  all'  ad- 
dizione e  sottrazione  restano  invariate  anche  nel  campo  più 
esteso  dei  numeri  complessi.  Cioè  sarà  p.  es. 

{ai-bi)-i-{a'+b'i)=(a'-hb'i)+{a+bi) 
ecc.  ecc. 

167.  Moltiplicazione  di  numeri  complessi».  Anche  qui ,  af- 
finchè possano  sussistere  inalterate  le  regole  fondamentali  per 
il  prodotto  di  due  polinomi,  si  vede  che  la  definizione  di  pro- 
dotto di  due  numeri  complessi  a-\-bi  ed  a'-^-b'i  non  può  darsi 
che  come  segue: 

{a'\-bi)(a''\-bh^=au^+baU^ab'i+abH-{-bbU^=aa'-hba'i-{-abi+bb' 
o  meglio: 
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Dunque:  per  prodotto  di  due  numeri  complessi  a  4-  bi  ed 
a'  +  b'i  si  intenderà  quel  numero  complesso  che  ha  per  parte 
reale  il  numero  reale  aa'  —  bb'  e  per  coefficiente  della  parte 
imaginaria  il  numero  reale  ab'  +  a'b. 

168.  Dalla  definizione  data  di  prodotto  segue  evidente- 
mente che  il  prodotto  di  due  numeri  complessi  è  indipen- 
dente dair  ordine  di  moltiplicazione  dei  due  fattori. 

Cioè: 

(a-h60(«'+&'0=(«'+^'0(«+^0- 

Lo  stesso  accade  per  un  prodotto  di  un  numero  qualsivo- 
glia di  fattori  complessi.  In  effetto,  per  dimostrare  che  un 
prodotto  non  si  altera  cambiando  in  un  modo  qualunque  Por- 
dine  dei  fattori  basta  dimostrare ,  come  si  fa  in  aritmetica, 
che  esso  non  si  altera  per  lo  scambio  di  due  fattori  conse- 
cutivi cioè,  in  ultima  analisi,  basterà  dimostrare  nel  nostro 
caso  che 

cioè  anche  che 

[(aa'-66')  f  (a6'+a'ò)](a"+6"z) 
=  [(aa"-66")  +  (a6"-a"6)]  (a'+ò'i). 

Ed  in  vero  ciò  si  verifica  immediatamente  effettuando  i 
due  prodotti  secondo  la  regola  data  sopra  nella  definizione. 
Concluderemo  dunque  che  un  prodotto  di  due  o  più  numeri 
complessi  non  si  altera  camhiando  in  un  modo  qualunque 
l'ordine  di  successione  dei  fattori. 

169.  Se  un  prodotto  di  due  numeri  complessi  è  uguale  a 
zero  dev^essere  necessariamente  eguale  a  zero  almeno  uno  dei 
due  fattori. 

Supponiamo  infatti  che  si  abbia: 

(a+6i)-(a'-f-6V)=0 
ossia,  per  la  definizione  di  prodotto 
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Poiché  quest'ultimo  numero  complesso  è  uguale  a  zero, 
dev'  essere  separatamente  (art.  164.  Cor.  3.o): 

quindi  anche 

cioè,  svolgendo  i  quadrati, 

e  fatte  le  riduzioni 

il  che  può  scriversi 

{a^-hb^{a'^-\-b'^)-0. 

Ma,  il  primo  membro  di  questa  eguaglianza  essendo  il  pro- 
dotto di  numeri  reali ,  già  sappiamo  che  esso  non  può  an- 
nullarsi che  quando  si  abbia 

a^+b^  =  0 
ovvero  quando  si  abbia 

a'^  -h  6'2  =  0. 

Ma  nel  primo  caso  (cfr.  art.  165)  dovrà  essere  a=0  e  6=0, 
cioè  essere  nullo  il  primo  fattore  complesso  a  +  bi  del  pro- 
dotto considerato  in  principio;  nel  secondo  caso  dovrà  essere 
o'  =  0  ,  6'  =  0  cioè  nullo  il  secondo  fattore. 

Resta  cosi  dimostrato  quanto  si  era  asserito. 

170.  Dalla  definizione  di  prodotto  si  deduce  immediata- 
mente che 

(a  +  bi)[{a'  +  67)  +  (a"  +  6''0] 

=  (a  +  bi)(a'  +  Vi)  4-  (a  -f  bi)(a"  -f  b"i) 

onde  combinando  poi  questa  proprietà  del  prodotto  coll'altra 
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già  dimostrata  dell'  invertibilità  deir  ordine  dei  fattori  si  di- 
mostrerà senza  difficoltà,  collo  stesso  andamento  che  suol  te- 
nersi in  aritmetica ,  che  anche  per  il  caso  di  numeri  com- 
plessi A^  A\  A'', . . .,  B^  B^j  B"^ . . .  resta  inalterata  la  regola 
per  il  prodotto  di  due  polinomi  espressa   dalla  formola: 

{A+A'-\-A''-\'.,.){B'\-B'-{-B"+...):=ABi-AB'-{-A'B+.... 

Possiamo  dunque  senz'  altro  concludere  che  anche  tutte  le 
proprietà  fondamentali  dell'  algoritmo  della  moltiplicazione 
possono  estendersi  all'  intero  campo  dei  numeri  complessi. 

171.  Come  caso  particolare  importante  del  prodotto  di  nu- 
meri complessi  consideriamo  le  potenze  successive  i^,  i^,  i^,  i^,.,. 
dell'unità  imaginaria.  Ritenendo  per  convenzione,  analoga  a 
quella  che  si  fa  per  i  numeri  reali ,  z^  =  1  ,  si  vede  subito 
che  si  ha  poi 

1*2  =  —  1   j  i^  =  i^i  =z-^l  ^  ì^  =:ì^»iz=:  _  1*2  =  1. 

Di  qui  segue  che  per  w  ed  n  interi  si  avrà: 
onde  si  vede  che  i  valori  distinti  delle  potenze: 

si  riproducono  periodicamente  di  quattro  in  quattro  cioè  si  ha. 

i^  =  1  yi  =  i  j  i^  =  —  1  ,  i^  =  —  i 
1^=1  ,  i^  =  ì  j  i^  =  —  1  ,  i^  =  —  l 
1-8  =  1  ,i9  =  z,e^o  =  -l  ,iii  =  -i 

ecc. 

Pertanto  se  un  esponente  intero  qualsivoglia  k  è  eguale 
ad  un  multiplo  di  4  più  un  certo  resto  e  (  che  può  essere 
0,  1,  2,  3)  si  avrà 

l    =  l* 

dove  r  =  1  , 2,  —  1,  —  1  secondochè  e  =  0,  1,  2,  3. 


^ 
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172.  I  due  numeri  a +  1)1  ed  a  —  hi  che  differiscono  sol- 
tanto per  il  segno  del  coefficiente  della  parte  imaginaria  si 
dicono  coniugati. 

E  facile  di  riconoscere: 

lo)  che  la  somma  di  due  numeri  coniugati  è  sempre  un 
numero  reale.  Infatti 

(a  +  bi)  -f  (a  —  bi)  =  2 .  a 

2o)  il  prodotto  di  due  numeri  coniugati  è  un  numero 
reale  positivo  eguale  al  quadrato  del  loro  modulo.  Infatti: 

(a+bi) (a— bi) =a^  l- b^=mod(a4-bi) =mod(a— bi) 

3°)  Reciprocamente  se  due  numeri  complessi  hanno  la 
loro  somma  e  il  loro  prodotto  reali  essi  sono  necessariamente 
coniugati, 

173.  Divisione  dei  numeri  complessi.  Dividere  un  numero 
complesso  a  +  bi  per  un  altro  a' -{- b'i  significa  cercare  un 
terzo  numero  x  che  soddisfi  alla  eguaglianza 

(a'  +  b'i)x  =  a  +  bi,  (A) 

Se  esiste  un  numero  complesso  ce  =  a  -{-  pi  che  soddisfa  a 
questo  problema,  si  dovrà  dunque  avere 

(a'  +  b'i){0L  +  gì)  =  a  +  bi 
cioè: 

{a'a  -  6'^)  -h  (b'x  +  a'P)  i^a  +  bi 

il  che  equivale  alle  due  eguaglianze: 

a'a  —  6'S  —  a 


b'oL-ha'^  =  b 


(B) 


che  ci  danno  due  equazioni  di  primo  grado  fra  le  due  inco- 
gnite a,  ^j  il  cui  determinante 


a'     -b' 
ò'        a' 
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ci  è  lecito  ritenere  diverso  da  zero.  Infatti,  se  fosse  a'^+6'^=0, 
il  numero  complesso  a'  +  hH  sarebbe  nullo  e  per  conseguenza 
l'equazione  (^A)  non  potrebbe  essere  soddisfatta  da  alcun  va- 
lore finito  di  a? ,  ad  eccezione  del  caso  in  cui  fosse  anche 
a  +  6i  =  0 ,  nel  qual  ultimo  caso  ogni  valore  di  x  soddisfe- 
rebbe alla  {A),  Ritenendo  dunque  a^^  -f  &'^  >  0  vediamo  (art. 
133)  che  esisterà  sempre  uno  ed  un  solo  sistema  di  valori 
di  a  e  P  che  soddisfa  alle  B ,  cioè  esisterà  sempre  uno  ed 
un  solo  numero  complesso  ce  =  a  +  ^i  che  soddisfi  alla  (A). 
Questo  numero  si  chiamerà   il   quoziente   della   divisione  di 

(a-hbi)  per  (a'+bH)  e  si  indicherà  col  simbolo  — ; — rr^x. 
^  -^      ^  ^  a'-hb' 

■i  rr .     CI      a-hbi  .  , 

174.  Se  —, — — -.  =  5c,  SI  ha: 

a +bh        ' 

(a'  +  ò'i)a3='a  +  bi 

onde  moltiplicando  entrambi  i  membri  per  A  +  Bi 

[(A  +  J5i)(a'  +  ò'O]  x  =  {A  +  Bi){a  +  bi) 

e  per  conseguenza 

(^ -f- -Bi)(a  +  6i)  _     _  a  +  bi 
'{A  -h  Bi){a^  +  V{)  "*■  ^  "  a!  +  Vi 

cioè:  il  valore  di  una  frazione  complessa  non  si  altera  mol- 
tiplicandone numeratore  e  denominatore  per  uno  stesso  nu- 
mero. 

Di  qui  segue  ormai  manifestamente  che  tutte  le  regole  di 
calcolo  relative  alle  quattro  operazioni  fondamentali  si  pos- 
sono senz'  altro  estendere  anche  all'  intero  campo  dei  numeri 
complessi. 

175.  Come  caso  particolare  della  proprietà  notata  all'  art. 
precedente  si  ha: 

a+bi  __  {a'{-bi)(a''-b'i)  __  {a+bi)(a'-b'i)_{aa'+bb')+{ba''ab')i 
aJWi  ■"  {a'+b'i)(a'-b'i)  "        a'^+b^       ""  a'^+b'^       ~~ 

onde 

a+bi  _  aa'+bb'      ba^—aV    . 
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Dunque  :  il  quoziente  di  due  numeri  complessi  a  +  bi  ed 
a'  +  b'i  (dei  quali  il  secondo  sia  diverso  da  zero)  è  perfetta- 
mente determinato,  ed  è  uguale  ad  un  terzo  numero  complesso 

aa'  -f  bb' 
che  ha  per  parte  reale  —77^.-772 —  e  per  coefficiente  della  parte 


ba'  — ab' 
imagmaria    ^,^  ^^,^ 


a'24-6' 


Esercizi. 

1.  Dimostrare  clie  il  modalo  del  prodotto   di  due  numeri  com- 
plessi è  uguale  al  prodotto  dei  loro  moduli. 

2.  Determinare  la  parte  reale  e  la  parte  ima^inaria  del  nume- 
ro complesso 

a  -\-b  i    e  +  d  i     e  -Vf  i 
«1  +  h(i     q  +  d{i     Cj  +  fii 

«2  +  ^2*     ^2  +  ^2**     «2  +  /2* 

3.  Il  prodotto  [{a -\' hi){a  —  hi)\\{h -\'ki){h — hi)]  potendo  anche  es- 
sere effettuato  nel  modo  seguente: 

((a  +  hi){h  +  ki)]]{a  -  U){h  -  ki)] 

dedurne  che  il  prodotto  di  due  numeri  interi,  ciascuno  dei  quali 
sia  la  somma  di  due  quadrati  esatti,  sarà  pure  una  somma  di  due 
quadrati  esatti. 

§  2.  Rappresentazione  geometrica 
dei  numeri  complessi. 


176.  Nella  geometria  analitica  del  piano  la  posizione  di  un 
punto  P  viene    rappresentata 
ordinariamente  dalle  distanze 
di  esso  punto  da  due  assi  OX 
ed  OF  fra  loro  perpendicolari. 

Il  numero  che  in  valore  as- 
soluto misura  la  distanza  PP' 
dall'  asse  delle  y  si  chiama 
ascissa  e  si  assume  come  positi- 
vo o  come  negativo  secondochè 
il  punto  P  trovasi  a  destra 
o vvQro  a  sinistra  dell'  asse  0  Y. 
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Similmente  si  chiama  ordinata  il  numero  che  misura  in 
valore  assoluto  la  distanza  PP"  dall'asse  delle  x  preso  po- 
sitivamente o  negativamente  secondochè  il  punto  P  cade  al 
disopra  o  al  disotto  di  detto  asse. 

Questi  due  numeri  sono  sempre  reali;  quindi  ad  ogni  punto 
del  piano  corrispondono  sempre  due  numeri  reali  a  e  6.  Ma 
a  due  numeri  reali  a  e  ò  corrisponde  sempre  un  solo  numero 
complesso  a  -}-  hi  ;  dunque  è  naturale  far  corrispondere  al 
punto  del  piano  (di  ascissa  a  ed  ordinata  6)  il  numero  com- 
plesso a  -f  hi^  poiché  allora,  reciprocamente,  ad  ogni  numero 
complesso  corrisponderà  nel  piano  un  punto  ed  uno  soltanto. 
Il  punto  del  piano  che  rappresenta  in  tal  modo  geometrica- 
mente un  numero  complesso  dato  si  dice  imagine  o  indice  di 
quel  numero  complesso.  Si  ha  cosi  la  rappresentazione  geo- 
metrica più  semplice  (detta  rappresentazione  di  Gauss)  dei 
numeri  complessi  mediante  i  punti  di  un  piano.  In  partico- 
lare si  vede  che  i  numeri  reali  (cioè  i  numeri  complessi 
a  -f  bi  in  cui  6  =  0)  sono  rappresentati  dai  punti  dell'  asse 
delle  a?,  e  precisamente  dai  punti  che  stanno  a  destra  o  a 
sinistra  dell'origine  delle  coordinate  secondochè  il  numero 
reale  che  si  considera  sia  positivo  o  negativo.  Si  vede  simil- 
mente che  i  numeri  puramente  imaginarii  (cioè  i  numeri  com- 
plessi a  +  bi  in  cui  a  =  0)  sono  rappresentati  dall'  asse  y. 

Se  col  centro  nell'origi- 
ne e  con  un  raggio  eguale 
al  segmento  che  si  assume 
come  unità  di  misura  si 
descriva  un  cerchio,  questo 
incontrerà  ordinatamente  i 
-jjT  due  assi  positivi  Ox  ,  Oy 
e  ì  due  assi  negativi  in 
quattro  punti  Qq  ^Q^  jQ^^Q^ 
i  quali  rappresentano  geo- 
metricamente le  quattro 
prime  potenze  del  numero 
i  : 


177.  Dati  due  numeri  complessi  a  +  bi  ed  a'  -{-hH  i  cui  in- 
dici nel  piano  siano  i  punti  P  e  P',  vediamo  come  si  possa 
costruire  geometricamente  il  punto  P"  che  rappresenta  il  nu- 
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mero  somma  dei  due  dati,  cioè  il  numero  complesso 

(a  +  aO  +  (&  +  &0*'-  (0 

Congiungiamo  OP  ed  OP  ed  attribuiamo  a  questi  due  seg- 
menti la  direzione  indicata  dalle  freccio  nella  figura  qui  ac- 


canto; conduciamo  quindi  da  P  un  segmento  di  retta  PP^^ 
equipollente  (cioè  parallelo,  della  stessa  lunghezza  e  direzio- 
ne) al  segmento  0P\  Dico  che  il  punto  P"  cosi  ottenuto  è 
precisamente  Tindice  del  numero  complesso  (1).  Per  dimo- 
strare ciò  basterà  verificare  che  l'ascissa  di  P"  è  uguale  ad 
d  H-  a'  cioè  alla  somma  dell'ascissa  di  P  e  di  quella  di  P'  e 
similmente  per  le  ordinate.  In  effetto,  partendo  dal  principio 
che  due  segmenti  equipollenti  hanno  proiezioni  eguali ,  si 
vede  subito  dalla  figura  che  il  segmento  iOf  "  proiezione 
suir  asse  delle  x  del  segmento  PP**  sarà  eguale  al  segmento 
OM'  proiezione  (cioè  ascissa)  del  segmento  0P\  Pertanto  il 
segmento  OM" ,  che  è 
l'ascissa  di  P"  è  precisa- 
mente eguale  ad  OM-^ 
MM"  cioè  appunto  alla 
ascissa  di  P  aumentata 
dell'ascissa  di  P'.  Dimo- 
strazione affatto  identica 
vale  per  le  ordinate. 

178.  Imagin andò  attri- 
buite ai  segmenti  OP,OP' 

le  direzioni  indicate   so-      Q 

pra^   possiamo  dare  alla 

somma   dei   numeri   complessi   rappresentati   da   P  e    P'  la 
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segaente  interpretazione  meccanica.  Congiangendo  1'  origine 
col  punto  P"  ed  attribuendo  al  segmento  OP",  come  già  ai 
segmenti  OP  ed  OP^  la  direzione  da  O  verso  P"  si  vede,  pa- 
ragonando la  nostra  figura  colla  nota  costruzione  del  paralle- 
logramma delle  forze,  che  il  segmento  OP"  rappresenterà  in 
grandezza  (intensità)  e  direzione  la  risultante  delle  due  forze 
rappresentate  in  grandezza  e  direzione  dai  segmenti  OP  ed 
OP'. 

179.  E  facile  ora  dedurre  la  regola  per  costruire  geome- 
tricamente il  punto  somma  di  un  numero  qualunque  di  nu- 
meri complessi  dati. 

Siano  per  es.  P ^  P'  ^  P*\  P'"  i  punti  che  rappresentano  i 


numeri  complessi  dei  quali  si  cerca  la  somma.  Si  congiunga 
l'origine  0  coi  punti  P,  P',  P" ,  P"  e  si  dia  ai  segmenti 
OP ,  OP  ,  OF',  OP'''  il  senso  da  O  verso  i  punti  stessi.  Si 
comincerà  allora  dal  fare  la  somma  di  P  e  di  P'  nel  modo 
spiegato  sopra;  si  otterrà  cosi  un  punto  Q'  dal  quale  condu- 
cendo un  segmento  Q'Q"  equipollente  ad  OP"  si  avrà  poi  il 
punto  Q"  somma  di  P  di  P'  e  di  P".  Sommando  finalmente 
Q"  con  P'"  cioè  conducendo  da  Q"  un  segmento  Q"  Q"' 
equipollente  ad  OP"'  si  otterrà  il  punto  Q"  somma  di  P, 
P',P",P'". 

Vediamo  cosi  che  il  segmento  OQ'"  inteso  nella  direzio- 
ne da  O  verso  Q"'  rappresenta  in  intensità  e  direzione  la 
risultante  delle  forze  applicate  al  punto  0  e  rappresentate 
risp.  dai  segmenti  OP ,  OP' ,  OP"  ,  OP'". 

180.  Il  modulo  di  un  numero  complesso  è  rappresentato 
geometricamente  dalla  distanza  fra  Forigine  ed  il  punto  in- 
dice del  numero  complesso. 
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Infatti,  se  Q  sia  il  piede  della  perpendicolare  abbassata 
suir  asse  delle  x  dal  punto  P 
indice  di  un  certo  numero  com- 
plesso a  +  bi ,  i  due  cateti  OQ 
e  QP  del  triangolo  rettangolo 
OFQ  saranno  misurati  rispetti- 
vamente dai  niuneri  a  e  ft;  quin- 
di V  ipotenusa  OP ,  la  cui  mi- 
sura sia  il  numero  positivo  r, 
avrà  il  suo  quadrato  misurato 
da 

r»  =  a2  4.  52 

d'onde 


r=  \la^-\-b^  =mod  (a-hhi) 


c.d.d. 


181.  Richiamando  la  costruzione  sopra  indicata  del  punto 
P"  che  rappresenta  la  somma  dei 
due  numeri  complessi  a  +  bi ,  ed 
a'-\-b'i,  ì  cui  indici  siano  i  punti  P 
e  P',  e  indicando  con  r  ,  r'  ,  r''  le 
misure  dei  lati  OP ,  PP^  ed  OP^^ 
del  triangolo  OFP^'  si  vede  per  l'ar- 
ticolo precedente,  che 

r  =  mod  (ai-bi) 

r'  =  mod(a'-f6'e) 

r"=  modlia+bi^^a'+bH)]. 

Quindi  fra  ì  moduli  r  ed  r'  di  due  numeri  complessi  ed  il 
modulo  r"  della  loro  somma  debbono  aver  luogo  le  stesse  re- 
lazioni di  grandezza  che  hanno  luogo  fra  i  tre  lati  di  un 
triangolo. 

Dunque,  poiché  in  un  triangolo  qualunque  un  lato  è  sem- 
pre compreso  fra  la  somma  e  la  differenza  degli  altri  due^ 
si  avrà: 


delle  quali  disuguaglianze  la  seconda  va  intesa  in  valore  as- 
soluto. 
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Si  noti  che  il  caso  dell'  uguaglianza  si  presenta  soltanto 
quando  i  tre  punti  0  j  P  y  P'  stanno  in  linea  retta,  cioè  quan- 
do OPP''  cessa  di  essere  un  vero  triangolo. 

Avremo  spesso  occasione  di  richiamare  la  prima  di  queste 
due  diseguaglianze  la  quale  ci  dice  che  il  modulo  della  som- 
"ma  di  due  numeri  complessi  è  sempre  minore  (o  al  piii  egua- 
le) della  somma  dei  loro  moduli. 

Più  generalmente  si  ha  che  il  modulo  della  somma  di 
quanti  si  vogliano  numeri  complessi  non  può  mai  superare 
la  somma  dei  rispettivi  loro  moduli. 

Infatti,  per  ciò  che  precede  si  ha, 

mod[P+P'+P"]=mod[(P+P')-tP"\<moà{P+P')-^modP^'. 
Ma  sempre  per  la  proprietà  stessa  si  ha 

mod  (P  +  P')  <  mod  P  +  modP\ 
onde  si  conclude  Sifortiori: 

mod  {P+P'  +  P'9  <  mod  P  +  mod  P'  +  mod  F' 


e  cosi  via. 


Esercizi. 

1.  I  punti  indici  di  due  numeri  complessi  coniugati  sono  situati 
simmetricamente  rispetto  all'asse  delle  X;  i  punti  indici  di  due 
numeri  complessi  eguali  ma  di  segno  contrario  sono  situati  sim- 
metricamente rispetto  all'  origine. 

2.  Costruire  il  punto  che  rappresenta  la  differenza  di  due  nu- 
meri complessi  dati  a  -f  hi  ed  a  +  b'i  ,  avvalendosi  della  costru- 
zione indicata  per  la  somma,  cioè  considerando  che 

{a+bi)-(a'-{-b'i)={a+bi)-h[-{a'+b'i)]. 

3.  Dimostrare  che  il  modulo  della  differenza  fra  due  numeri 
complessi  è  dato  geometricamente  dalla  distanza  dei  due  punti  che 
li  rappresentano. 
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§  3.— Forma  trigonometrica  di  un  numero  complesso. 


182.  Per  individuare  la  posizione  di  un  punto  P  nel  pia- 
no XI  si  può  far  uso,  anziché  delle  coordinate  cartesiane  a 
e  h  considerate  precedentemente^  delle  coordinate  cosi  dette 
polari  cioè  della  distanza  ,  misurata  da  un  numero  positivo 
che  indicheremo  con  r,  del 
punto  P  dall'origine  0  e  del- 
l'angolo, che  indicheremo  con 
9,  formato  dalla  direzione  OP 
(il  cui  senso  si  intenderà  sem- 
pre contato  partendo  dalF  o- 
rigine  e  muovendosi  verso  il 
punto  Pcome  è  denotato  nella 
figura  dalla  freccia)  colla  di- 
rezione positiva  OX  dell'asse 
delle  X.  Per  angolo  9  s'  in- 
tende quel  numero  che  mi-, 
sura  r  arco  QP  intercetto,  sulla  circonferenza  di  raggio  1 
avente  il  centro  in  0,  fra  il  punto  Q  della  figura  ed  il  punto 
P'  nel  quale  la  direzione  OP  incontra  la  detta  circonferenza. 

Più  precisamente,  se  si  immagini  un  mobile  il  quale  par- 
tendo dal  punto  Q  e  muovendosi  sempre  nello  stesso  senso 
lungo  la  circonferenza  si  arresti  nel  punto  P'  (o  al  primo  in- 
contro o  dopo  un  numero  qualunque  di  giri  dell'  intera  cir- 
conferenza), si  intenderà  per  angolo  9  quel  numero  che  mi- 
sura la  lunghezza  dell'  intero  arco  percorso,  prendendo  come 
unità  di  misura  il  raggio  ,  preso  positivamente  o  negativa- 
mente secondochè  il  mobile  ha  percorso  la  circonferenza  nel 
senso  indicato  dalla  freccia  nella  figura  precedente  ovvero 
nel  senso  opposto.  L'angolo  9  cosi  definito  non  è  dunque  un 
numero  perfettamente  determinato;  bensì  esso  è  perfettamente 
determinato  a  meno  di  un  multiplo  intero  positivo  0  nega- 
tivo del  numero  2t:  che  esprime  la  misura  della  circonferen- 
za di  raggio  eguale  all'unità. 


183.  In  trigonometria  si  chiamano  seno  e  coseno  dell'an- 
golo 9,  e  si  indicano  risp.  con  sen9  e  C0S9,  V ordinata  e  Va- 
scissa  del  punto  P'  nel  quale  la  direzione  OP'  che  forma  con 
OX  l'angolo  9  incontra  la  circonferenza  di  raggio  1. 
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Poiché  ora  i  due  punti  P  e  P'  si  trovano  sempre  dalla 
stessa  parte  rispetto  alP  origine  0,  è  chiaro  che  le  loro  ascisse 
(  e  cosi  le  loro  ordinate  )  saranno  sempre  dello  stesso  segno 
qualunque  sia  la  posizione  del  punto  P  nel  piano.  Per  con- 
seguenza, detto  a  +  hi  il  numero  complesso  che  ha  per  indice 
il  punto  P,  i  rapporti 


a 


cose? 


sincp 


(1) 


sono  sempre  numeri  positivi. 

Intanto  se  if  ed  M'  sono  i  piedi  delle  perpendicolari  ab- 
bassate da  P  e  P'  suir  asse  delle  X,  si  ha  evidentemente: 


a 


OM 


MP 


cos?        OM'        sin^p        M^P^ 

Ma  per  la  similitudine  dei  due  triangoli  OM'P^  ed  OMP, 
si  ha: 

OM        MP       OP 


OM'       M'pf      OP' 
Si  avrà  dunque 

_a_  _  _b_  _   0P_^ 

C0S9  ~  sin^        OP 


-\m 


detto  r  il  numero  positivo 
che  misura  OP  ^  e  queste 
eguaglianze  saranno  sem- 
pre soddisfatte  anche  per 
riguardo  ai  segni  di  a  ,  ò, 
C0S9  ;  sin  9  ,  essendo  i  due 
rapporti  (1)  sempre  posi- 
tivi come  si  è  osservato  poco  fa,  qualunque  sia  la  posizione 
di  P  nel  piano.  Dalle  (2)  si  deduce  ora: 


a=^  r  *  C0S9  ,  6  =  r  •  sin^, 


(3) 


Il  numero  complesso  che   ha  per  indice  il   punto  P  può 
dunque  anche  scriversi  cosi: 

a  +  6t  =  r  C0S9  -f  z  •  r  sin^ 
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o  meglio 

a  +  fti  =  r  •  (coa^  4-  ì  sin^) 

dove  r  altro  non  è  che  il  modulo  del  numero  complesso  (V.  § 
prec.  )  e  dove  9  è  un  certo  angolo  (  ossia  un  certo  numero 
perfettamente  determinato  a  meno  di  un  multiplo  intero  po- 
sitivo o  negativo  di  21:)  che  chiamasi  argomento  del  numero 
complesso. 

184.  Le  formole  (3)  ci  danno  facilmente  il  modo  di  calco- 
lare i  valori  di  a  e  di  6  quando  siano  dati  i  valori  di  r  e 
9.  Reciprocamente  dati  a  e  ò,  per  calcolare  r  e  <p  si  osservi 
primieramente  che  si  ha 


r=^la^  +  b^  (4) 

onde  sostituendo  ciò  nelle  (3)  si  avrà  poi: 


a 


COSCp  =  — =i=r  ,  sin?  =  ■     '  (K\ 

sja^+b^  sla^  +  b^  ^^ 

Queste  due  ultime  formole  determinano  completamente  Tan- 
golo  cp,  a  meno  di  un  multiplo  intero  di  2tc,  poiché  esiste  un 
solo  angolo  (f  il  cui  seno  e  coseno  prendono  certi  due  valori 
determinati. 

Notiamo  altresì  che  dalla  (5)  si  deduce  dividendo  la  se- 
conda membro  a  membro  per  la  prima: 

tgq)  =  ^.  (6) 

a 

Questa  formola  non  determina  completamente  l'angolo  9  , 
poiché  esistono  sempre  due  archi  che  hanno  una  stessa  tan- 
gente, ma  sarà  poi  facile  vedere  quale  dei  due  debba  pren- 
dersi osservando  i  segni  che  debbono  avere  sin©  e  coscp ,  i 
quali  segni,  come  apparisce  immediatamente  dalle  (5),  coin- 
cidono coi  segni  di  a  e  di  &  risp. 

185.  Il  prodotto   di   due    numeri  complessi    è  un  numero 
complesso  che   ha  per  modulo   il  prodotto    dei   moduli  e  per 
argomento  la  somma  degli  argomenti  dei  due  fattori. 
Capelli. — Algeòra  complementare.  13 
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Cioè: 
[r(co89T-i8Ìn9^]-[rVcos5'-rism9')]=r-rr<M)s(c-r90+ism(9+9';']'7) 

Eseguendo  il  prodotto  secondo  le  regole  già  esposte  si  ha 
infatti: 

r(cos®  -i- 1"  sin  9)  •  r '(cos^'  + 1  sin  9*) 
=rr'\  [CO89CO89'— sin^sin^T  -i-i*  •  [sin<pcos9'+sin9'co37]  I . 

Ma  dalla  trigonometria  si  ha 

CO89CO89'— sinssin»'  =  003(9  "^  *?') 
8in9cos9'  +  cos9sin9'  =  sin(9  +  9') 
onde  8i  ottiene  appunto  la  formola  (7). 

186.  //  quoziente  di  due  numeri  complessi  è  un  numero 
complesso  che  ha  per  modulo  il  quoziente  dei  moduli  e  per 
argomento  la  differenza  dei  due  argomenti.  Cioè: 

^t;«^  =  ^  [cos(<p-,')+.-8m(9-90]. 
7^(0089 '+t  sin®')       ^  V»     • /j 

Infatti^  pel  teorema  precedente,  si  ha  appunto: 

r 

r'(cos9'+isin9')-—  [cos(9— <p')+isin(<p— 9^)] 

=  r'~-[cosl9'+(9-9')}+«8in!?'+(?-90!] 

=  r  •  [cos9  +  i  sin9  ]. 

187.  Dalla  regola  data  poco  fa  per  il  prodotto  di  due  nu- 
meri complessi  si  deduce  subito  che  il  prodotto  di  quanti 
si  vogliano  numeri  complessi  è  un  numero  complesso  che  ha 
jjer  modulo  il  prodotto  dei  numern  e  per  argomento  la  som- 
ma degli  argomenti  dei  singoli  fattori. 

Consideriamo  infatti  il  prodotto  di  quattro  numeri  com- 
plessi: 


co89-hi  sin9  ,cos9'+t  sin9' ,  cos9"+i  sin9",  cos9"'+t  sin© 


ut 
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nei  quali  per  semplicità  supporremo  i  moduli  eguali  air  u- 
nità.  Moltiplicando,  colla  regola  data  sopra ,  il  primo  per  il 
secondo,  quindi  il  risultato  per  il  terzo,  e  cosi  via  otterremo 
successivamente 

(cos9+isin9)(cos9'-f-iSÌn<p')(cos9"-|-isin9")(cos9'"+isin9'") 

=[cos(9-f9'+<p")+*sin(9-h9'4-9")](coscp'"+isincp'") 

=cos(cp+9'+9"+(p"0+*sin(9+?'+9"+9"0- 
188.  Se  nella  formola: 

[cos9i+isin<Pi][co892+«8Ìn92]  •••  [cos^^+i  sen<p^] 

=cos(cpi-f  92+  -  +?n)+**sin(9i4-92+  -  +?n) 

supponiamo  9i=92=?3=  •••  =?/i=??  ^^^^  ^^  ^^  ^*  seguente  for- 
mola detta  formola  di  Moivre 

[cos9-!-e  sin9]'*=cos  •  n9+isin  •  nff,  (9) 

Questa  formola  non  vale  soltanto  per  n  intero  e  positivo, 
ma  anche  per  n  intero  e  negativo. 
Si  ha  infatti: 

[cos94-iSÌn9]-'*  =  -t-t — tt^ 

*•  [cos9  4-isin9J^ 

onde  per  la  formola  (9): 

(cos9-f  e  sin9)~'*  = r-i •  (10) 

cos«n9  + ism-n9  ^ 

Ma  per  la  regola  data  all'art.  186  circa  il  quoziente  di  due 
numeri  complessi  si  ha: 

1  cos-O+isinO  ,_        N  ,  .  .  /A        N 

=  cos(0— w<p)+ism(0— n9) 


cosn9+tsmw9       cosw94-isin«n9 

=  cos(— n9)+isin(— w9) 
onde  sostituendo  ciò  in  (10)  si  conclude  appunto: 
[cos9  -fi  sin9]"^=cos(— «9)  +t  sin(— n9) . 
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Sarebbe  fuori  di  luogo  Tesaminare  qui  se  la  formola  (9) 
possa  sussistere  anche  per  valori  frazionarii  od  irrazionali  di 
Uy  non  avendo  noi  iìnora  ancor  stabilito  che  cosa  debba  in- 
tendersi per  potenza  frazionaria  di  un  numero  complesso.  A 
tale  oggetto  è  necessario  innanzi  tutto  di  ricercare  se,  dato 
ad  arbitrio  un  numero  complesso  A ,  esista  qualche  numero 
complesso  che  elevato  alla  potenza  w™*  riproduca  A,  cioè  se 

n 

e  quale  significato  possa  avere  il  simbolo   y/ A  quando   A   è 
un  numero  complesso. 

Di  ciò  appunto  ci  occuperemo  nel  prossimo  §. 


1.  Verificare  che 


C0S9  —  i  sino  = 


C0S9  + 1  sm^ 

2.  Dedurre  dalla  formola 

coBm<f  4- 1 sin «19  =  [cos^  4-  isincp]*^ 

mediante  lo  sviluppo  della  potenza  del  binomio,  le  espressioni  di 
cosm^  e  di  sinmcp  in  funzione  razionale  intera  di  cos^  e  di  sin^. 

3.  Dalla  regola  per  la  moltiplicazione  di  due  numeri  complessi 
sotto  forma  trigonometrica  dedurre  la  costruzione  geometrica  del 
punto  che  rappresenta  il  prodotto  di  due  numeri  complessi  rap- 
presentati da  due  punti  dati. 

§  4.  —  Badici  del  namerl  complessi. 

189.  Se  con  A  si  indichi  un  numero  complesso,  cercare  la 

» 

y/  A  significa  cercare,  se  esista,  un  altro  numero  complesso 
B  che  elevato  all'  w™a  potenza  riproduca  il  numero  A,  Ora, 
dato  il  complesso  A ,  esso  si  potrà  sempre  ridurre  alla  for- 
ma trigonometrica 

A  =  r(cos9  -f-  isinff)  (1) 

e  cosi,  se  esiste  un  numero  complesso  B  che  risolva  il  pro- 
blema proposto ,  esso  si  potrà  poi  sempre  prendere  sotto  la 
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forma  trigonometrica 

B  =  p(cos<j;  +  tsin^).  (2) 

Il  problema  consiste  dunque  nel  cercare  se  e  come  si  pos- 
sano determinare  un  modulo  p  ed  un  argomento  <p  per  i  quali 
si  abbia 

B""  =A  (3) 

cioè  per  la  formola  di  Moivre  (V.  §  prec.) 

p'*(cos  ntp  -h  i QÌnni^)  =  r(cos<p  +  i8in<p). 

Ora  per  T  eguaglianza  di  due  numeri  complessi  ridotti  a 
forma  trigonometrica,  è  necessario  e  sufficiente ,  come  sap- 
piamo ,  che  essi  abbiano  eguali  i  moduli  e  che  V  argomento 
dell'uno  sia  eguale  all'argomento  delFaltro  aumentato  di  un 
multiplo  positivo  0  negativo  di  circonferenze.  Dovrà  dunque 
aversi 

dove  k  può  essere  un  intero  qualunque  positivo  o  negativo, 
onde: 

n  i 

^  =z  \j  r  =  r 

,       <P  -f-  2A:u 

4^  =  -^ 

n 

La  prima  di  queste  due  formolo  determina  completamente 
p  poiché,  dovendo  p  essere  per  definizione  un  numero  reale 

n 

e  positivo,  dovremo   intendere  per   \l  r  la,  radice   n^^  arit- 
metica cioè  reale  e  positiva  del  numero  r,  escludendo  quindi 

le  altre  possibili  radici  w™e  algebriche  del  numero  r. 

1  n_ 

Per  denotare  ciò  scriveremo  d'ora  innanzi   r'*  anziché  Vr. 

Sostituendo  ora  in  (2)  queste  espressioni  trovate  per  p  e 
4^,  concludiamo  che  tutti  i  possibili  numeri  B  che  soddisfano 
al  problema  sono  dati  sempre  ed  esclusivamente  dalla  for- 
mola 

\l  A=B=:  r  M  cos 4-  2sin I  (4) 
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in  cui  r**  esprime  la  radice  7i>»»  aritmetica  del  numero  reale 
positivo  r  ed  in  cui  k  può  assumere  qualsiasi  valore  intero 
positivo  nullo  o  negativo. 

190.  Poiché  nella  (4)  l'intero  k  è  affatto  arbitrario,  sem- 
brerebbe a  prima  vista  che  esistessero  infiniti  valori  di  B 
che  soddisfano   al  problema. 

Noi  invece  dimostreremo  che  gì'  infiniti  valori  che  cosi  si 
ottengono  si  riducono  soltanto  ad  n  fra  loro  distinti ,  cioè 
che  ogni  numero  complesso  ammette  precisamente  n  radici 
ennesime  fra  loro  distinte. 

Di  fatti,  qualunque  sia  il  valore  attribuito  a  A:,  esso  sarà 
sempre  uguale  ad  un  multiplo  di  n,  che  indicheremo  con  Mn, 
più  un  certo  numero  fc'  resto  della  divisione  di  k  per  n,  il 
quale  essendo  più  piccolo  di  n  potrà  soltanto  avere  i  valori 
0,  1,  2  , ...  n—  1.  Sostituendo  allora  in  (4)  il  A:  sotto  la  for- 
ma k  =  Mn  -f  A:',  troviamo  per  argomento  del  numero  B  l'an- 
golo 

9  4- 2( Ji .  n  +  fcO^      <fH-2A:'7r 
n  n 

e  la  (4)  diviene: 

Ma  essendo  M  un  numero  intero,  si  può  omettere  il  2Mt, 
perchè  il  seno  e  coseno  di  un  angolo  non  variano  se  all'an- 
golo si  aggiunga  un  numero  intero  di  circonferenze.  Eesterà 
dunque: 


i/       o+2fc'Tr      .  .    9+2fc^r  \ 

J5  =  r  (  cos !-  isin ^  ) 

\  n  n       J 


(5) 


dove  A:'  può  assumere  soltanto  gli  n  valori  0,  1,  2  ...  (»  — 1), 


n 


onde  si  avranno  al  piti  n  valori  distinti  di  5,  ossia  di  V  ^. 

D'altra  parte  è  facile  riconoscere  che  gli  n  valori  che  cosi 
si  ottengono  sono  tutti  distinti  fra  loro.  Supponiamo  infatti 
che  sostituendo  nella  (5)  in  luogo  di  k'  due  valori  partico- 
lari k'  e  A:"  (compresi  fra  0,  1,  2,  ...  n  — 1)  troviamo    per   B 
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due  valori  uguali: 


4:/       M^+2A;'Tr     .  .   <p+2A:''ir\       ^/      (p4-2fc"TC      .  .   9+2fc"Tr\ 

r  *(  cos +  ^sm )  =  »•  I  cos i-tsm ) 

\  n  n      J         \  n  w/ 

In  tal  caso  si  dovrebbe  avere  come  alFart.  189: 

9+2fc'TC      (p+2fc"TU 


n  n 


-\-2Mt: 


d'onde  moltiplicando  per  n,  riducendo  e  dividendo  quindi  per 
2Tr,  si  deduce: 

&'  -  fc"  =  Mn.  (a) 

Ora,  essendo  /e'  e  fc"  entrambi  minori  di  w,  la  loro  diffe- 
renza k*  —  k"  sarà  anche,  in  valore  assoluto,  minore  di  n,  e 
per  conseguenza  1'  eguaglianza  (a)  è  assurda  poiché  un  nu- 
mero minore  di  n  non  può  essere  un  multiplo  di  w,  salvo  il 
caso  in  cui  il  numero  sia  lo  zero  ;  in  questo  caso  però  si 
avrebbe  A:'  —  fc''  =  0 ,  cioè  A:'  =  A;"  contrariamente  all'  ipotesi 
fatta  che  k'  e  k'*  fossero  due  valori  differenti  dati  a  k.  Gli 
n  valori  dati  dalla  formola  (5)  sono  dunque  tutti  distinti.  Con- 
cludiamo dunque  che  ogni  numero  complesso  A=r(coscp+iSÌn9) 
ammette  precisamente  n  radici  n^^  fra  loro  distinte  ,  che  si 
ricavano  dalla  formola  generale 


y/A  =  r''i 


cp+2A:u       .    .     e+2Anr  \    ,    ^  ^  ^      ,^^ 

cos-i^ h  i  sin ì  ,  A:=:0,1  ...  w— 1     (6) 


n  n 

dando  a  A:  i  valori  0,  1,2,  ...  w  —  1. 
191.  Se  nella  formola  generale 


J-f ^r-        rJ       9-f2A;T:   ,    .  .    cp+2A:ir  \ 

Vr(cos94-iSin9  =  r  (  cos -f  ism I 


\  n  n      / 


(7) 


facciamo  in  particolare  r  =  1 ,  9  =0,  essa  ci  dà  1'  espressio- 
ne generale  delle  radici  n^^  dell'  unità,  cioè: 

**  '  '        2A:tu       .  .     2A:tc  \ 


Vi 


=  r  (  cos 1-  %  sin )  .  (8) 
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D'altra  parte,  per  la  regola  del  prodotto  di  due  numeri 
complessi  sotto  la  forma  trigonometrica ,  la  (7)  può  anche 
scriversi: 

V  r(cos9+t  sincp)  =  [r'*(  cos }-  isin — )J  *  ^1 

cioè:  le  n  radici  n"*^  di  un  numero  qualunque  si  possono  ri- 
cavare da  una  fra  esse  moltiplicandola  successivamente  per 
le  radici  n*"^  di  1. 

192.  Importa  perciò  principalmente  di  saper  calcolare  le 
n  radici  w^e  di  1  che  si  ottengono  dalla  espressione  gene- 
rale 

Vi  =  cos h  i Sin ,      AC  =  0,  1,  2,  ...  w  —  1        (9) 


n  n 


dando  a  A;  i  valori  0,1, 2,. ..n  —  1.  A  tale  oggetto  si  può 
considerare  innanzi  tutto  che  questa  espressione  può  anche 
scriversi  per  la  formola  di  Moivre  come  segue: 


2it      .  .    2Tt\'* 


cos f-  isin  —  I  ,       A:  =  0,  1,  2,  ...  n  —  1. 

n  n  / 

n 

Cioè:  dopo  aver  calcolato  Za  vi  che  corrisponde  a  k  =  l, 
basterà  elevare  successivamente  il  valore  così  ottenuto  alle  po- 
tenze 1,  2,  3,  ...  n  —  1  per  ottenere  tutte  le  altre  radici  distinte 
delV  unità, 

193.  In  secondo  luogo  è  importante  di  osservare,  che,  se 
nélV espressione  generale  (9)  si  sostituiscano  per  k  due  valori 
complementari  l'uno  delV altro  rispetto  ad  n,  cioè  p*  es:  k=h 
e  k=n— h:  le  due  radici  n^^  di  1  che  così  si  ottengono  sono 
due  numeri  complessi  fra  loro  coniugati.  Si  ha  infatti: 

cos  -^^ ^  +  ism  -^^ —  =  cos( f-  2z  ) 

n  n  \       n  / 

+  ^sm  I \-2k  j  =  cos( j  +  tsin  f j 


2hT.       .  .    2hi: 

=  cos t  sin 

n  n 
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dove  l'ultima  espressione  è  appunto  il  numero  coniugato  al 

numero    cos h  i  sin che  si  otterrebbe  come  vi  per 

n  n 

k^n.  Si  vede  dunque  che  le  radici  n^^  complesse  dell'unità 

sono  fra  loro  coniugate   a   due  a  due.  Oltre  alle  radici  n^^ 

complesse  vi  sarà,  se  ti  è  pari,  una  sola  radice  reale  (eguale 

ad  1  che  si  ottiene  per  A;  =  0)  e  se  n  è  disparì  due  radici 

reali  Tuna  uguale  a  -fi  l'altra  a  —1,  che  corrispondono  ai 

n 
due  valori  dell'  espressione  (9)  per  /e  =  0  e  fc  =     • 

194.  Casi  particolari  per  n  =  1,  2,  3,  4. 

Per  w  =  1  si  ha  una  sola  radice  1.»  dell'  unità  che  ha  il 
valore  1. 

Per  n  =  2  si  hanno  due  radici  quadrate  dell'unità  che  hanno 
i  valori  +1  e  -- 1. 

Per  7)  =  3  la  formola  generale  (9)  dà: 

3 

iT  2fci:       .   .     2A;t:     ,      ^  .    « 

vi  =  cos—- — f- 1  sm  — -  — ,  AC  =  0,  1,  2. 
o  o 

Per  A;  =  0  si  ha  il  valore  1^  per  A;  =  1  si  ha  il  valore: 

2tc      .  .    27:  1        \/3 

cos \- 1  sin  —  = h  — 

3  3  2        2 

come  subito  si  vede  dall'  iscrizione  del  triangolo    equilatero 
nel  cerchio  di  raggio  1. 

Per  fc  =  2  già  sappiamo  doversi  avere  il  valore  coniugato 

1     .Va 

-Y"^2- 
Se  poniamo  per  brevità 

1      .  Vs 

2  2 

si  dovrà  avere  per  l'osservazione  fatta  all'art.  192: 

2       *  2  "^ 
come  infatti  si  può  subito  verificare. 
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Per  n  =  4  la  forinola  generale  (9)  dà 

VI  =  cos— ,—  +  isin  — -—  ,  fc  =  0,  1,  2,  3 
4  4 

onde  si  trovano  immediatamente  i  valori  già  incontrati: 

1  ,  i  ,  —  1  ,  —  i . 

195.  Si  è  visto  sopra  (art.  192)  che  esiste  sempre  almeno 
una  radice  w™»-  dell'  unità  che  elevata  alle  potenze  succes- 
sive riproduce  tutte  le  altre.  Ogni  radice  cosiffatta  si  chia- 
ma radice  ri"°»  primitiva  dell'  unità.  Ora  è  facile  riconoscere 
che  le  radici  ri^^  primitive  di  1  si  ottengono  dall'espressio- 
ne generale  delle  radici  n™e: 

2kK      .  .    2kK    ,      ^  ^    ^  ^  /«s 

cos h  ism  —  ,  fc  =  0,  1,  2,  ...  n  —  1  (9) 

n  n 

prendendo  per  k  tutti  i  numeri  interi  inferiori  ad  n  e  primi 
con  n  (quindi  in  particolare  A:  =  1,  in  quanto  il  numero  1  si 
considera  come  primo  con  ogni  altro  numero).  Invero,  se  fc 
ha  in  comune  con  n  un  divisore  6  diverso  da  1,  si  avrà: 


( 


2Anc      .  .    2An:\?  2kK      .  .    2A:7C      , 

cos r  isin 1 6  =  cos  -r-  +  *  sm  -r-  =  1 

n  n  J  0  6  . 


epperò  l'espressione  (9)  non  può  essere  una  radice  primitiva, 

n 
poiché  elevata  alle  successive  potenze  darebbe  al  più  t  va- 
lori distinti.  Se  invece  k  è  primo  con  w,  le  potenze 


( 


2k^      .  .    2&7r\P  ^  ^    ^ 

cos 1-  ism  —  )   ,  p  =  0,  1,  2,  ...  ,  w—  1 

n  n  J 


saranno  tutte  distinte,  poiché  se  si  avesse: 

2kgT,      .  .    2kòT,  2&p'Tr      .  .    2ko\ 

cos  — —  + 1  sm  — ^  =  cos  -— -  -f- 1  sin  — ^— 
n  n  n  n 

se  ne  dedurrebbe 

n  n 
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essendo  M  un  intero,  cioè: 

Ma  fc  è  primo  con  n\  quindi  p  —  p'  dovrebbe  essere  divi- 
sibile per  n ,  il  che  è  assurdo  essendo  tale  differenza  infe- 
riore ad  n  in  valore  assoluto. 

Dunque:  il  numero  delle  radici  n^^  primitive  delVunità  è 
uguale  al  numero  degli  interi  inferiori  ad  n  e  primi  con  n. 
Questo  numero  si  suole  indicare  nella  teoria  dei  numeri  con 
?(w). 

L'espressione  di  <p  (n)  si  trova  facilmente  dopo  aver  dimo- 
strato che  se  n  =  [Ji  •  v  dove  [JL  e  v  sono  due  interi  primi  fra 
loro,  ?(n)  =  cp([JL)'9(v). 

196.  Per  dimostrare  ciò  osserviamo  che,  detta  A  una  qua- 
lunque delle  radici  primitive  jii^e  di  l  e  B  una  qualunque 
delle  sue  radici  primitive  v™e^  il  prodotto  A''  »  B^  ci  rappre- 
senta tutte  le  radici  n^^  di  l  facendo  variare  in  tutti  i  modi 
possibili  l'esponente  adaOajji— le  Tesponente  ^  da  0  a 

V-  1. 

Invero,  che  A^'^B^  sia  radice  n"*»  di  1  si  riconosce  imme- 
diatamente, poiché  A^  =  B^  =1  e  quindi: 

(^*  .^P)**  =  A^^'^B^*'  =  (^i*r(J5^)P»*  =  1. 

Resta  soltanto  a  dimostrare  che  i  [Jl«v  valori  di  A^B^  cor- 
rispondenti ai  [iL*v  sistemi  di  esponenti  a,^  sono  tutti  di- 
stinti, e  ci  danno  quindi  tutte  le  n  radici  di  1.  Supposto  in- 
fatti che  si  avesse 

A^B^  =  ^*'J5" 

se  ne  dedurrebbe  elevando  alla  potenza  v  ed  osservando  che 
JB^  =  1  : 

.1*^  =  ^»'^  onde  ^('*-»')^=l. 

Di  qui  segue,  essendo  A  radice  primitiva  \k^^  di  1,  che 
r  esponente  (a  — a')v  dev'essere  un  multiplo  di  [/.  Ma  v  è 
primo  con  pi;  dunque  dev'  essere  a  —  a'  divisibile  per  pi.  Ma 
la  differenza  a  —  a'  è  inferiore  a  \k  ]  dunque  a  =  a'.  Simil- 
mente si  proverebbe  che  P  =  ?'. 
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Poiché  le  potenze  ^^  ,  ^  ,  i4* ,  .  .  .  ,  A^'^  non  sono  altro 
che  le  pi  radici  jx™®  di  1  e  similmente  per  J?^ ,  jB  ,  .  .  .  ,  B^"^, 
veniamo  cosi  ad  aver  dimostrato  che: 

Se  n  =  |JL  •  V  essendo  pi  e  v  numeri  primi  fra  loro ,  le  n 
radici  n"*^  di  1  si  possono  ottenere  moltiplicando  una  qua- 
lunque delle  JJL  radici  '^^  di  1  per  una  qualunque  delle  v  ra- 
dici v'^^ 

197.  Siano,  come  nel  teorema  precedente: 

risp.  le  radici  pi™©  e  v"^©  di  1.  È  importante  notare  che,  se 
Al  è  radice  (Ji"^a  primitiva  e  Bj  è  del  pari  radice  v™*  primi- 
tiva, il  prodotto  Ai^Bj  sarà  radice  n™»  primitiva  di  1.  Sup- 
poniamo infatti  che  si  avesse,  se  è  possibile,  per  0  e  6'  in- 
feriori ad  n\ 

A,!>  B/  =  Ar  B/. 


Elevando  i  due  membri  alla  potenza  v  se  ne  dedurrebbe, 


poiché  B/  =  1  ; 


^.(d-O).v  ^  ^ 


Poiché  Ai  è  radice  primitiva  ixnaa,  dovrebbe  dunque  (0 — 6')«v 
essere  un  multiplo  di  p.;  ma  v  è  primo  con  pi ,  quindi  come 
sopra  0  =  6'. 

Se  invece  A^  non  è  radice  pi«*»,  primitiva,  ma  sia  p.  es. 
Ai^'  =  Ajf^'*  (essendo  pi'  e  pi"  entrambi  inferiori  a  pi)  il  pro- 
dotto AiBj  non  può  essere  radice  primitiva  n™»  poiché  si  ha 
allora  evidentemente: 


Concludiamo  che:  se  n  =  pi»v  essendo  \t.  e  y  primi  fra  loro, 
si  otterranno  senza  ripetizioni  tutte  le  radici  primitive  n^*^ 
di  1  moltiplicando  una  qualunque  delle  radici  primitive  pi"** 
per  una  qualunque  delle  radici  primitive  v"**.  Di  qui  segue 
evidentemente  come  corollario  che  <p(n)  =  ^(p^) 9(^)1  c.d.d. 

198.  Se  jp  é  numero  primo,  si  ha  evidentemente  9(  p)=p— 1 
e  quindi  tutte  le  radici  p*"^  di  1  sono  primitive  ali  infuori 


—  205  — . 

di  quella  che  ha  il  valore  1,  Per  avere  poi  <p(p^)  basta  os- 
servare che  i  soli  numeri  che  non  superano  p^  e  hanno  con 
esso  un  divisore  comune  sono: 

p,2p,3p,  .  .  .,p^~^^p 

cioè  in  numero  di  p*'*,  e  che  per  conseguenza  il  numero  di 
quelli  inferiori  a  j?*  e  primi  con  esso  è  dato  da  p^  —  p^^^. 
Si  ha  dunque. 

9(p»)  =  p»  -  p«-i  =  ^«  (^1-1  j  .  (10) 

199.  Sia  ora  n  =^*  •  g^»  r^. . .  un  numero  intero  qualunque 
decomposto  nei  suoi  fattori  primi  distinti  p  y  g  ^  t  ,  »  ,  .  Per 
quanto  si  è  dimostrato  dev'  essere 

<p(n)  =  (p(p°')(p(gP.r".  .  .) 
giacché  p^  è  primo  con  q^'V^  ,  ,  .  Similmente 

^(g^  •  rf.  .  .)  =  gP<p(r^.  .  .) 
Si  conclude  dunque  evidentemente: 

(p(n)  =  <9(p''Mq^)0(f).  .  . 
cioè  per  la  (10): 

9(«)=«(i-i)(i-i)(i-i)...        (11) 


Vote  ed 


1.  Le  »  radici  n™«  di  1  hanno  per  indici  nel  piano  gli  n  punti 
di  divisione  in  parti  canali  della  circonferenza  che  ha  per  centro 
l'origine  delle  coordinate;  assumendosi  come  primo  punto  di  di- 
visione l'origine  degli  archi. 

2.  Dimostrare  che  la  somma  delle  n  radici  n^^  dell'unità  è  uguale 
a  zero,  eccettuato  il  caso  di  n  =  1  ,  e  dedurne  in  base  all'  inter- 
pretazione geometrica  data  all'esercizio  precedente  il  seguente  teo- 
rema di  geometria  del  piano:  se  una  circonferenza  si  divida  in  n 
parti  eguali  e  quindi  si  tiri  per  il  centro  una  retta  qualunque ,  la 
somma  delle  distanze  da  questa  retta  dei  punti  di  divisione  che  ca- 
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dono  a  destra  della  retta  é  uguale  alla  somtiìa  delle   disianze  dalla 
stessa  retta  dei  punti  di  divisione  che  cadono  a  sinistra. 

3.  Dimostrare  che  le  5  radici  quinte  di  1  sono  date  da  1  e  dai 
quattro  numeri 

cos—  4-  isin  —  =-( \/5  -  1)  +  17^10+  2  V5 
5  5       4  4 

cos$-i8Ìn^  =  ^(V5-l)-tiViO+2\/5 
5  5       4  4 

cos-^  +  tsin-J^  =-t(V^  +  1)  +  4^^10-2  \/5 
5  5  4  4 

^  - 1 sin ^  =--(  v'5  +  1)  -  4  ^'l0-2\^5. 


cos 


4.  Essendo  m  ed  n  interi  positivi  qualunque  dimostrare  che  il 
m 

simbolo  V  V'^  ha  precisamente  gli  stessi  m.n  significati  del  sim- 
mn 

bolo    yjA, 

.  5.  Se  n  =  p* ,  qP .  rT  ...  è  un  intero  qualunque  decomposto  nei  suoi 
fattori  primi  distinti  p,  q  ,  r ,  ... ,  tutte  le  radici  n™«  di  1  si  possono 
ottenere  moltiplicando  una  qualunque  radice  (p*)™»  per  una  qualun- 
que radice  (q^)™»  ecc,  il  che  si  può  appunto  fare  in  n  modi  diversi. 
8i  otterranno  poi  similmente  tutte  le  radici  primitive  n™*  di  1  mol- 
tipUicando  una  qualunque  radice  primitiva  (p*)™*  per  una  qualunque 
radice  primitiva  (qP)™®  ecc. 

Questi  due  teoremi  sono  semplici  corollari  dei  due  teoremi  di- 
mostrati risp.  agli  articoli  196  e  197. 

6.  Dimostrare  che  ^espressione  \/  V  —  V^  ^^  ^^i  ^^  estrazioni 
di  radice  sono  in  numero  di  a.  dà  precisamente,  quando  p  è  pri- 
mo, tutte  e  sole  le  radici  primitive  (p*)"«  di  1  purché  al   primo 

P_ 
radicale  \/l  non  si  attribuisca  il  valore  1. 
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§  5.0  —  Serie  a  termini  complessi.  —  Relazioni  fra  le 
funzioni  trigonometriche  e  le  funzioni  esponen- 
ziali. 

200.  Data  una  successione  indefinita  di  numeri  complessi: 

si  dirà  che  col  crescere  deir  indice  n  essa  tende  ad  un  li- 
mite finito  e  determinato  L=A-hBi  quando  si  abbia 

lim  a^  =  A  j  lim  b^  =  B'^  (2) 

di  qui  segue  evidentemente 

lim  (A  -  a„)  =  0    lim  {B  -  & J  =0 
onde  anche 


lim ,  /(^-«  J2+(5~6^)2=lim  mod  |  C^+^i^-Ca^+Ò^OÌrrO 

cioè  dal  tendere  i  termini  della  successione  (1)  al  limite 
A-{-Bi  col  crescere  di  n  segue  che  il  modulo  delle  differenze 
fra  A  -H  Bi  ed  un  termine  qualunque  diviene  piccolo  a  pia- 
cere col  crescere  dell'  indice  del  termine. 

La  definizione  di  limite  di  una  successione  di  numeri  com- 
plessi è  dunque  perfettamente  analoga  a  quella  già  data  per 
una  successione  di  numeri  reali.  Soltanto  che  alle  parole  va- 
lore assoluto  della  differenza  si  devono  sostituire  le  parole 
modulo  della  differenza  ecc,  E  del  resto  il  modulo  di  un  nu- 
mero complesso  sì  chiama  anche  spesso  il  valore  assoluto  del 
numero  complesso.  Ciò  si  accorda  col  fatto  che  il  modulo  di 
un  numero  reale  (  considerato  come  caso  particolare  di  un 
numero  complesso)  altro  non  è  che  il  suo  valore  assoluto. 

201.  Se  si  abbia  ora  una  serie  infinita  a  termini  complessi 
si  dirà,  con  definizione  affatto  analoga  a  quella  già  data  per 
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le  serie  a  termini  reali,  che  questa  serie  è  convergente  ed  ha 
per  somma  un  certo   numero   complesso  A  +  Bi ,  quando   la 
somma  S^  dei  primi  n  termini  della    serie   abbia  per  limite 
A+Bi  col  crescere  indefinitamente  dell'indice  n. 
Poiché 


dire  che 


lim  S^  =  Ai-  Bi 

nssQO 


equivale  a  dire  per  l'art,  prec.  che 

lim  (ai4-a2+...+a;^)=il 


«=00 


e 

lim  (6i+&2+-+^«)=^ 


nsQO 


cioè  che  le  due  serie  a  termini  reali: 

a^-^a^A-a^^  ... 

6i+&2"^^8"^  ... 

sono  convergenti  ed  hanno  risp.  per  somma  ^  e  ^.  Si  vede 
dunque  che  affinchè  una  serie  a  termini  complessi  sia  con- 
vergente, è  necessario  e  sufficiente  che  sia  convergente  la  serie 
formata  dalle  parti  reali  e  la  serie  formata  dai  coefficienti 
delle  parti  imaginarie. 

Se  mod  ;S^„  diventi  più  grande  di  ogni  quantità  assegna- 
bile col  crescere  deirindice  n,  si  dirà  invece  che  la  serie  è 
divergente. 

In  ogni  altro  caso  si  dirà  indeterminata. 

202.  Se  in  luogo  di  una  serie  data 

(ai+6ii)+(a2+&2Ì)+(^3+V)+*- 
si  consideri  la  serie  formata  dai  valori  assoluti  dei  termini: 

mod  (a, +bii)+7nofZ(a2+b2Ì)+ wac?(ag4-b3Ì)+... 
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e  guest'  ultima  si  trovi  essere  convergante ,  sarà  convergente 
anche  la  prima. 

Infatti,  se  la  serie  dei  moduli: 

che  è  una  serie  a  termini  reali  tutti  positivi^  sia  convergen- 
te, a  fortiori  saranno  convergenti  le  serie  a  termini  positivi 
più  piccoli: 

Va^4-  \'a^-\-  \^a^+..., 
e 

\/6^+  v/67"+  VV'+  - 
ed  a  fortiori  ancora  le  due  serie  a  termini  reali 

^1  +  ^2  "^  %  "^  ••• 

&1  +  &2  +  ^3  +  — 

i  cui  termini  non  possono  differire  che  per  il  segno  dai  ter- 
mini corrispondenti  e  tutti  positivi  delle  due  serie  precedenti 
(art.  47). 

Ora  la  convergenza  delle  due  serie  (a)  esprime  appunto  , 
per  Tart.  prec,  la  convergenza  della  serie  proposta 

(ai-f6ii)-t-(a2+620+(^3+^3*)+  ••• 

203.  Notiamo  a  scanso  di  equivoco  che  la  reciproca  della 
proposizione  precedente  non  è  vera  in  generale,  poiché  una 
serie  a  termini  complessi  può  invece  essere  convergente  senza 
che  sia  convergente  la  serie  formata  dai  moduli  dei  suoi  ter- 
mini. Cosi  p.  es.  già  sappiamo  che  la  serie 

1111 
^""2^3"3"^5""" 

è  convergente  nel  mentre  che  la  serie  dei  moduli 

.      1111 

è  divergente. 

CafelJjI— Algebra  complementare,  14 
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In  analisi  però  hanno  specialmente  importanza  quelle  se- 
rie che  si  conservano  convergenti  anche  quando  in  luogo  dei 
singoli  termini  si  prendano  i  loro  moduli.  A  tutte  le  serie 
che  godono  di  questa  proprietà  si  è  dato  il  nome  di  serie 
assolutamente  convergenti. 

204.  Cosi,  per  fermarci  su  di  un  esempio  importante,  la 
serie  esponenziale 

è  assolutamente  convergente  qualunque  sia  il  valore  reale  o 
complesso  che  si  dia  alla  x.  Infatti  la  corrispondente  serie 
dei  moduli 

modo?      (moda?)^       (moda;)^ 

è  convergente  per  quanto  già  sì  è  dimostrato  (art.  52)  es- 
sendo modcc  un  numero  reale. 

Riguardo  alla  serie  (1)  avevamo  anche  dimostrato  che  la 
sua  somma  coincide  con 


lini(l+^)". 

W=QO    \  M   / 


La  dimostrazione  da  noi  fatta  (art.  54)  nella  ipotesi  che 
X  sia  un  numero  reale  vale  senza  altro  anche  nel  caso  in 
cui  X  sia  un  numero  complesso. 

Pertanto  qualunque  sia  il  valore  reale  o  complesso  di  x  si 
avrà: 

lim  (l  +  ^y=  1  +  -^  +  ^  +  ^+  ...  (2) 

/»=oc  \         n  /  Li.      Lf.      L^ 

dove  la  serie  del  secondo  membro  è  sempre  convergente. 

205.  Tinalmente  ricordiamo  che  per  x  reale  si  è  dimostrato 
altresì  che  si  ha: 

/VI  /VI*  /y»S 
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* 

dove 

.       Ili  ,,. 

Questa  dimostrazione ,  a  differenza  della  precedente,  pre- 
suppone essenzialmente  che  x  sia  reale\  e  del  resto  il  sìm- 
bolo e^  non  avrebbe,  finora,  alcun  significato  quando  Tespo- 
nente  x  fosse  un  numero  complesso. 

Intanto ,  poiché  la  serie  che  sta  nel  secondo  membro  di 
(3)  è  convergente  qualunque  sia  il  valore  complesso  a;=a+6i 
che  si  pone  in  luogo  di  a? ,  è  naturale  di  dare  la  seguente 
definizione: 

Def.  —  Per  e^""^^*^  s*  intenderà  d'  ora  innanzi  la  somma 
della  serie  convergente 

,    ,  (g  +  bi)  ,  (a  +  60»    ,   (g  +  ftp»  , 

È  chiaro  che,  posta  questa  definizione^  l'eguaglianza  si  po- 
trà ritenere  valida  qualunque  sia  il  valore  reale  o  complesso 
deir  esponente  x, 

206.  La  definizione  data  per  e^  quando  x  sia  un  numero 
complesso  non  sarebbe  però  di  alcuna  utilità  pratica  se  non 
si  dimostrasse  che,  posta  questa  definizione,  seguiterà  a  sus- 
sistere inalterata  la  regola  fondamentale  per  gli  esponenti 
espressa  dalla  formola 

e^-e^  =  e^-^^  (5) 

qualunque  siano  i  valori  reali  o  complessi  di  a?  e  di  y.  Ciò 
però  si  dimostra  facilmente.  Infatti  poiché: 

sviluppando  il  prodotto  delle  due  parentesi  colla  regola  or- 
dinaria del  prodotto  di  due  polinomi  e  indicando  con  w^  la 
somma  di  tutti  i  termini  del  prodotto  che  sono  di  grado  com- 
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plessi vo  n  in  x  ed  y  sì  avrà 


e"^*  ♦  c^  =  1  4-  it'i  +  w?2  +  w^  -f  ...  -^  w^-\-  ... 


dove 


w«  =  ; — I 7  •  rr  "*"  — Ti  *  i~s  +  •••  "*" 


**      [n       |n-l     [_1       |n-2     [2 


|JL'|n-l"^[n 


cioè  anche,  moltiplicando  ì  due  membri  per  [n: 

L»  •  --  -"  ^  Ulti  •  ^"y  +  [2ìf=2  -""^*  +  - 


+ 


L« 


^^  ^y'-' + ^'* 


o  anche 


=  (■»  +  y)  ' 


n 


onde 


«^n  = 


[n 
Sostituendo  ciò  nella  (6)  viene: 


.oc 


.^=1  +(^±y)  +  ('"+y)'  +  C'^+y)' + ... 


Li 


LI 


LI 


cioè  appunto  per  la  definizione  di  e^"^^, 
c.d.d. 


*  Vedremo  nel  prossimo  §^  dove  ci  occuperemo  delle  proprietà 
generali  delle  serie  che  procedono  secondo  le  potenze  intere  di  an& 
variabile,  che  questo  modo  di  formare  una  serie  eguale  al  pro- 
dotto di  due  date  non  solamente  è  lecito  in  questo  caso  ma  più 
generalmente  tutte  le  volte  che  si  tratti  di  serie  assolutamente 
convergenti. 


—  213  — 

207.  In  virtù  della  (2)  si  avrà  sostituendo  per  x  un  ima- 
ginario  puro  x  =  bi: 

lim  (  1  +  —Y  =  e"'.  (6) 

bi 
Se  ora  poniamo  il  numero  complesso  1-1 sotto  la  forma 

trigonometrica 

1  -\ =  r(co8  9  +  t  sin  cp)  (7) 

n 

potremo  anche  scrivere  per  la  formola  di  Moivre, 

e**  =  lim»r'*(co8W(p  +  zsin^)  (8) 
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cosiccliè  per  calcolare  il  limite  del  secondo  membro  basterà 
trovare  i  limiti  a  cui  tendono  risp.  il  modulo   r'*    e  V  argo- 
mento n9  quando  n  tende  all'infinito. 
Dalle  (7)  si  ha  intanto 


^ = >/^+S 


onde  evidentemente 


lim  ?'  =  1 . 

..SOO 


Inoltre  si  può  scrivere: 


'•=(^/'4)"K'4)"'=(-(|-)y 

■tàrr 


(10) 


n» 


Ma,  ponendo  per  un  momento  7-5  =  »»,  cosicché  col  crescere 
di  n  all'  infinito  anche  m  crescerà  all'  infinito,  si  ha  eviden- 
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temente 


lim/l+— VV^)=lìm(l+— )    =e  (cfr.  art.  54). 
Dalla  (10)  si  deduce  dunque,  poiché  lim  r-  =  0: 


limr'»  =  e       «*  =  e"  =  1. 


(11) 


Calcolato  cosi  il  limr'*  ci  resta  a  calcolare  il  limite  di  ncp. 
A  tale  oggetto  osserviamo  che,  eguagliando  nella  (7)  le  parti 
imaginarie^   si  ha 


d'onde  si  deduce 


r  sincp  =  — 
n 


lim  sin<p  =  lim  — 


(12) 


cioè,  poiché  per  la  (9)  si  ha  già  limr=l  : 


e  per  conseguenza 


lim  sin<p  =  0 

nsQo 


lim  9-0. 


Ma,  per  un  noto  teorema  di  trigonometria,  quando  un  arco 
qp  tende  a  zero  il  rapporto  fra  1'  arco  ed  il  suo  seno  tende 
all'unità;  quindi: 

lim^-Ì^=lim«Ì^=:l. 

Se  ora  scriviamo  la  (12)  come  seguo: 

sin9 


T  •  n^  • 


? 


=  6 
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e  consideriamo  che  si  è  trovato 

lim  r  =  1   ,  lim  — --  =  1 

nsoo  re  00       O 

se  ne  deduce  evidentemente 

limn3p=:&.  (13) 

Sostituendo  dunque  nella  (8)  in  luogo  di  r^*  e  di  n^  i  loro 
limiti  dati  dalle  (11)  e  (13)  si  conclude 

e**  =  cosò  4-  isìnb.  (14) 

Questa  formola  importantissima  ci  dà  il  significato  di  e^^ 
sotto  forma  finita.  Moltiplicandone  entrambi  i  membri  per  e^*, 
dove  a  sia  un  numero  reale  qualunque,  se  ne  deduce  più  ge- 
neralmente il  significato  sotto  forma  finita  di  e°"^^*,  cioè: 

^a^bi  ^  ea(cos6  +  i  sino) 

cioè:  e^"*"^*  è  un  numero  complesso  che  ha  per  modulo  e"  e 
per  argomento  b. 

208.  Se  alla  formola  (14) 

e**  =  cosò  +  i  sìnb 

aggiungiamo  la  formola  /  (16) 

e~**=  cosò  —  i  sino  ' 

che  se  ne  deduce  cambiando  6  in  —  &,  abbiamo  due  relazioni 
che  ci  permettono  di  esprimeve  le  funzioni  trigonometriche 
fondamentali  sinh  e  cosh  per  mezzo  delle  esponenziali  e** 
ed  er^\ 

Sommando  infatti  queste  due  formolo  membro  a  membro, 
ovvero  sottraendolo,  ne  deduciamo 

^bi  _|_  ^-bi  ^bi  _  g-6i 

cosò  = ,  sino  = — (16) 

che  sono  le  cosi  dette  formolo  di  Eulero* 
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209.  Per  mezzo  di  queste  forinole  fondamentali  l' intero 
calcolo  trigonometrici»  si  riconduce  a  calcolo  esponenziale  e 
per  conseguenza  qualsiasi  formola  generale  trigonometrica  si 
potrà  sempre  stabilire  o  verificare  come  un'  ordinaria  iden- 
tità algebrica. 

A  schiarimento  del  metodo  da  tenersi  proponiamoci  p.  es. 
di  calcolare  la  somma: 

C0S9  -f  cos29  -f  .  .  .  +  cosw^ 
0,  che  è  lo  stesso,  ponendo  9  =  2^j  la  somma: 

n 

5  cos  2n^, 

1 

A  tale  oggetto  partiamo  dall'  identità  algebrica: 


0  meglio,  ponendo  y  =  x~^j  dall'identità: 

^2H-n_     -(2/*^!) 

Sostituendo  ora  in  quest'identità  x  =  e  •   si  avrà: 


cioè  in  virtù  delle  formole  di  Eulero: 

^''''^^'';^^^^=:2cos»2nd^+2cos*2(n-l)ò+..>4-2cosH^ 
onde  la  formola  notevole  che  risolve  il  problema  proposto: 

?M?!Ì±i)Ì  =  l+-2  2co3  2n-i.  (17) 

sind;  4 
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Note  ed  Esercisi. 

1.  Un  numero  complesso  qualunque  r( cos^  +  ì sin^ )  può  anche 
mettersi  sotto  la  forma  esponenziiUe  :  re^?.  In  conformità  a  ciò  le 
n  radici  n^^  dell'unità  sono  date  da: 

2fcirt 

e  '*     per   «  =  0,  1,  2,  ... ,  n  —  1. 

2.  Verificare  le  uguaglianze: 

2Ki  zi  TC.  _■!:. 

e     =l,e    =  —  l,e^'  =  i,e*    =  —  i" 

—  _2lti  •      2i;t  2m\  

c  »  +  e    8  =  1 ,  n  e    »  -  e  «  )  =  \^  3  . 

3.  Daireguaglianza 

e*^*  =  cosa;  + 1  sma?  =  1  -f  ---  +  \---  +  ... 

Li       L? 

eguagliando  le  parti  reali  e  le  parti  imaginarie   dei  due  membri 
si  deducono  gli  sviluppi  in  serie  : 

x^      as*       x^ 

X^        Q^        X^ 

che  possono  servire  a  definire  sin»   e  cosa;   anche   'per  valori  com- 
plessi di  z. 

4.  Dimostrare  che  la  funzione  e^  non  si  annulla  per  nessun  va- 
lore finito  di  aj. 

5.  Per  quali  valori  reali  o  complessi  di  x  si  annullano  le  fun- 
zioni Sina?  e  cosx  ?  Per  quali  valori  di  as  si  ha  e^  =  ^  essendo  A 
diverso  da  zeroì^ 

6.  Teorema  —  Se  le  due  serie  ^7=^1+^2-1-^8"'"—  ®  V=-Vi-\-v^-\-v^'\-... 
sono  assolutamente  convergenti,  la  serie 

2  Wf  Vj 
ij 
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ove  il  segno  sommatorio  va  esteso  a  tutti  i  prodotti  u^  vj  da  ad- 
dizionarsi in  un  ordine  fissato  ad  arbitrio,  è  del  pari  assolutamente 
convergente  ed  ha  per  somma  il  prodotto  U.  V, 

Invero  se  «  è  una  quantità   fissata  piccola  ad  arbitrio,  si  avrà 
per  ipotesi,  per  u  abbastanza  grande: 

K+iJ  +  [Wn+2]  +  ...<£ 

f^n+il  +  K^-21  +  ...<£ 
quindi,  a  maggior  ragione: 

2  [uiVj]  <  e([«i]  +  W  -h  ...)  4-  e(K]  H-  K]  +  •••)• 
Lasciamo  al  lettore  il  resto  della  dimostrazione. 

§  7.0  —  Serie  che  procedono  secondo  le  potenase  Intere 

e  positive  di  una  Tarlablle. 

210.  Consideriamo  ora  serie  a  termini  variabili 

h{x)  A- Uix)  +  f^{x)  +  ...  (l 

in  cui,  cioè,  le  fy{x)  ,  f^f^x)  ,  f^fs^)  ?  •••  siano  funzioni  ben  de- 
terminate della  varialsile  se,  che  potrà  assumere  valori  reali 
o  complessi.  Si  chiama  campo  di  convergenza  della  serie  (1) 
1'  insieme  di  tutti  quei  valori  reali  o  complessi  di  x  per  i 
quali  la  detta  serie  riesce  convergente. 

Cosi,  ad  esempio,  il  campo  di  convergenza  della  serie 

è  costituito  da  tutti  quei  valori  di  x  per  i  quali  mod  x  <\. 
Indicando  infatti  con  8^^  la  somma  dei  primi  n  termini  si  ha: 


''      x-l      l-x 
e  quindi  per  mod  as  <  1: 

lim^„=-l-. 

«=00        *         1 — X 


—  219  — 

Per*  mod  a?  >  1  la  serie  è  invece  divergente,  poiché  in  tal 
caso  lim  (mod  od^)  =  oo  .  Se  poi  sia  mod  a:  =  1,  si  potrà  porre 

t»=oo 

aj=  C0S9  +  isin©  e  quindi  5c"=cosn5p  +  tsincp,  la  quale  espres- 
sione non  tende  ad  alcun  limite  determinato  per  w  =  oo ,  ec- 
cettuato il  caso  di  9  =0,  cioè  di  ce  —  1 ,  nel  quale  la  serie  è 
manifestamente  divergente. 

211.  Se  £  è  una  quantità  positiva  fissata  piccola  a  piacere, 
ed  oc  un  valore  qualunque  reale  o  complesso  appartenente  al 
campo  di  convergenza  C  della  serie  (1),  esisterà  sempre,  come 
sappiamo,  un  valore  di  n  per  il  quale  si  abbia 

mod  [/„+i(aj)  +  /^+2(x)  +  ...]<£  (2) 

Se  però  in  luogo  del  valore  x  si  prenda  un  altro  valore  qua- 
lunque fra  quelli  che  appartengono  al  campo  C,  potrà  acca- 
dere che  la  (2)  non  sia  più  verificata,  a  meno  che  si  cambi 
opportunamente  il  valore  di  n.  È  dunque  importante  di  sa- 
pere,  dato  un  campo  C"  di  valori  di  x  contenuto  in  C,  se 
la  diseguaglianza  (2)  possa  essere  soddisfatta,  fissato  a  pia- 
cere £^  e  determinato  opportunamente  n,  simultaneamente  per 
tutti  i  valori  di  x  appartenenti  a  C.  Se  ciò  è  possibile  ,  si 
dice  che  la  serie  (1)  converge  uniformemente  entro  il  cam- 
po C. 

212.  Veniamo  ora  a  studiare  in  particolare  le  serie,  im- 
portantissime in  analisi ,  che  procedono  secondo  le  potenze 
intere  e  positive  di  una  variabile  a;,  cioè  le  serie  del  tipo: 

aQ-\-a^x-{-a,jfc^-\-a^x^+,„  (3) 

dove  Oq  ,  Oi  ,  «2  >  •••  sono  coefficienti  costanti  ben  determinati. 
Cominceremo  con  dimostrare  che  :  se  la  serie  (3)  è  conver- 
gente per  un  certo  valore  x,  essa  sarà  altresì  convergente  per 
ogni  altro  valore  x'  il  cui  modulo  sia  inferiore  al  modula 
di  x. 

Applicheremo  il  teorema  *  che:  se  una  serie  è  convergente, 
essa  resta  tale  ancorché  i  suoi  termini   si  moltiplichino  per 


*  Che  8Ì  dimostra  in  modo  del  tutto    analogo   a   quello  tenuto 
per  il  teorema  dell'art.  47. 
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dei  numeri  arbitrari  il  cui  modulo  non  superi  un  certo  li- 
mite finito.  Possiamo ,  invero ,  moltiplicare  i  termini  di  (3) 
risp.  pei  numeri 

X    '    X  x^ 

ì  cui  moduli  sono  tutti  inferiori  ad  1  essendo  per  supposto 
modcc'  <  modac.  Ciò  facendo  la  serie  (3)  si  cambia  nella  serie 

Aq  +  a^x'  +  a^x^  +  ... 
a  quale  è  dunque  convergente,  c.d.d. 

213.  Dal  teorema  ora  dimostrato  segue  primieramente  che, 
se  nel  campo  di  convergenza  C  della  serie  (3)  esistono  va- 
lori di  x  per  i  quali  mod  x  possa  riuscire  grande  quanto  si 
vuole,  la  serie  (3)  sarà  convergente  per  tutti  i  valori  di  x. 
Se  ciò  non  accade,  gli  infiniti  valori  reali  e  positivi  che  può 
prendere  mod  x  si  divideranno  in  due  classi ,  cioè  quei  nu- 
meri reali  e  positivi  r  che  sono  modulo  di  qualche  numero 
X  appartenente  al  campo  Ce  quei  numeri  r  che  non  lo  sono. 
Dette  ^  ed  ^'  queste  due  classi,  segue  dal  teorema  dell'art, 
prec.  che  ogni  numero  di  -4  è  inferiore  ad  ogni  numero  di 
A',  Esisterà  dunque  un  numero  positivo  i?  ben  determinato 
rappresentante  Telemento  di  separazione  delle  due  classi,  co- 
sicché la  serie  (3)  sarà  convergente  per  tutti  i  valori  di  x 
il  cui  modido  è  inferiore  ad  i?  e  divergente  per  modx  >  H. 

Ricordando  la  rappresentazione  geometrica  dei  numeri  com- 
plessi vediamo  dunque  che  il  campo  di  convergenza  della  se- 
rie (3),  se  non  abbraccia  tutto  l'intero  piano  rappresentativo 
dei  numeri  complessi,  è  limitato  da  un  cerchio  di  raggio  R 
col  centro  nell'origine  dei  numeri  (  che  si  chiama  cerchio  di 
convergenza  della  serie). 

Del  resto  anche  il  primo  caso  si  può  considerare  come  in- 
cluso nel  secondo,  in  quanto,  cioè,  l'intiero  piano  si  può  as- 
similare ad  un  cerchio  di  raggio  R  =  co , 

Notiamo  finalmente  che  non  si  può  dire  nulla  in  generale 
circa  la  convergenza  della  serie  (3)  pei  valori  di  x  rappre- 
sentati dai  punti  stessi  del  cerchio  di  convergenza.  Può  ac- 
cadere che  il  campo  di  convergenza  della  (3)  comprenda  tutti 
questi  punti;  ma  può  anche  accadere  che  per  alcuni  punti  o 
anche  per  tutti  i  punti  del  cerchio  di  convergenza  la  serie 
riesca  divergente  o  indeterminata. 
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214.  E  importante  il  caso  in  cui  il  rapporto :; — ^  ten- 

moda^^i 

de  ad  un  limite  determinato  h   col   crescere    indefinitamente 

di  n.  In  tal  caso  infatti  si  avrà: 

,.     mod(a^.,ac**'*'^)       mod  x 
lim ^L-'•-Li i  z=  —     — 

«=»     mod(a^a;'')  h 

quindi  (art.  51)  la  serie 

mod  a^  -\-  mod  (aix)  +  mod  (jot^x^)  4-  ....,  (4 

e  per  conseguenza  (art.  202)  anche  la  (3)    sarà  convergente 

se     — - —  <  1,  cioè  se  modas  <  h.  Sarà  dunque  E>h.  Ma  se 

M)sse  R  >  h,  esisterebbe  qualche  valore  di  x  situato  nell'in- 
temo  del  cerchio  di  convergenza  per  il  quale  modo?  >  h  e 
quindi  tale  (art.  56)  da  rendere  divergente  la  serie  (4).  Ora 
ciò  è  assurdo,  poiché  si  vedrà  fra  poco  che  per  i  punti  si- 
tuati nelV  interno  del  cerchio  di  co  nvergenza  la  serie  (3)  è 
sempre  convergente  assolutamente;  cioè  non  può  essere  con- 
vergente la  (3)  senza  che  lo  sia  anche  la  (4).  Dev'  essere 
dunque  precisamente  M  =  h;  cioè: 

Se  nella  serie:  aQ-i-a^X'^a2X^ -{-,..  il  rapporto:  moda^  :  moda^^.^ 
tende  ad  un  limite  determ,inato  per  n=oo  ,  questo  limite  dà 
precisamente  il  valore  del  raggio  di  convergenza  della  serie, 

215.  Se  a;  è  un  valore  qualunque  rappresentato  da  un  punto 
situato  nelV  interno  del  cerchio  di  convergenza  della  serie 

Oq  -f  a^x  +  a^aj*  +  ...  (3) 

oltre  a  questa  serie,  sarà  anche  convergente  la  serie 

Oq  +  a^  (moda;)  +  Og  (modas)^  -t- ...  (3)' 

poiché  il  numero  moda;  è  anche  evidentemente  rappresentato 
da  un  punto  situato  nell'  interno  dello  stesso  cerchio.  Ma  se 
è  convergente  la  (3)',  sarà  anche  convergente  la  serie 

mod^o  4-  mod{a^^x)  -f  mod  (agX^)  -h  ...  (4) 
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che  si  deduce  dalla  (3)'  moltiplicandone   i  termini  risp.  per 
i  numeri: 


moda^      moda^      moda 


2 


Gq  «1  Og 


i  cui  moduli  restano  finiti,  perchè  tutti  eguali  ad  1.  Dunque: 
La  serie  aQ  -f-  ajX  +  agX^-f-...  converge  assolutamente  per  ogni 
valore   di  x  che  cade  nelV  interno  del  suo  campo    di  conver- 
genza. 

216.  Sia  C  un  insieme  di  valori  di  x  tutti  compresi  nel" 
r  interno  del  cerchio  di  convergenza  della  serie  (3).  Sia  poi 
X  uno  dei  numeri  che  fanno  parte  del  campo  C  per  i  quali 
moda?  raggiunge  il  massimo  valore.  Poiché  la  serie 

è  convergente   per  supposto  ,  sarà  anche   convergente    (  art. 
215)  la  serie 

modaQ  +  mod^j  modX  +  modag  (modZ)^  +  ...  ; 

quindi,  essendo  s  una  quantità  positiva  fissata  piccola  a  pia- 
cere, si  avrà  per  n  abbastanza  grande: 

moda,,.^i  {moàXy*-^  -f  moàa^^^{moàXY'^^  -^  ...  <  E. 

Se  dunque  j?  è  un  numero  qualunque  appartenente  a  (7, 
poiché  per  ipotesi  moda:  <  modX,  si  avrà  a  fortiori: 

moà[a^^^x'''^^-ha^^2^'''^^+...\  <  e. 

Vediamo  cosi,  per  la  definizione  di  convergenza  uniforme 
data  all'art.  211  ,  che:  ogni  serie  procedente  secondo  le  po- 
tenze intere  e  positive  di  una  variabile  converge  uniforme- 
mente per  tutti  i  valori  di  x  appartenenti  ad  ogni  campo 
tutto  compreso  nélV  interno  del  campo  di  convergenza  della 
serie. 
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ITote  ed  Esercizi. 

1.  Si  applichi  il  teorema  dell'art.  214  a  dimostrare  che  la  sèrie 

m         m(m—l)     ^      m(m— l)(m— 2)    .  ,  . 

1  +  —a;  +  -^ ^  x^  +  — ^ -P^ ^  x^  +  ...         (a) 

1  12  1.2.3  ^  ^ 

♦ 

è  convergente,  qualunque  sia  m,  per  modx  <  1   e  divergente  per 
moda;  >  1. 

2.  Si  dimostri  allo  stesso  modo  che  anche  la  serie 

/yt&  rgtO  /y»4 

è  convergente  per  moda;  <  1  e  divergente  per  moda;  >  1. 

3.  La  serie  (»)  si  chiama  serie  binomiale,  poichò  la  sua  somma 
é  espressa,  per  moda?  <  1,  da  (1  4  «)"*•  La  serie  (/S)  si  chiama  se- 
rie logaritmica^  giacché  per  moda;<l,  la  sua  somma  è  data  da 
log(l4-a;)*. 

Noi  non  ci  tratterremo  a  dare  qui  queste  due  ultime  importanti 
dimostrazioni,  poiché  esse  non  ci  sono  necessarie  per  ciò  che  se- 
gue e  perchè  lo  studioso  le  troverà  dedotte  nel  modo  più  sem- 
plice nel  calcolo  infinitesimale  mediante  lo  sviluppo  di  Taylor. 

4.  La  serie  (a)  è  anche  convergente  assolutamente  per  moda;  =  l 
quando  m  è  un  numero  reale  positivo.  Se  m  è  un  numero  reale 
negativo  minore  di  1  in  valore  assoluto,  la  serie  (a)  è  semplice- 
mente convergente  per  tutti  i  punti  della  circonferenza  modx=l, 
ad  eccezione  del  punto  che  corrisponde  al  valore  a;  =  —  1;  se  poi 
m  è  negativo  e  maggiore  di  1  in  valore  assoluto,  la  serie  è  di- 
vergente o  indeterminata,  (cfr.  Novi:  Trattato  di  algebra  superio- 
re pg.  130  e  segg.). 

5.  La  serie  (p)  è  semplicemente  convergente  per  tutti  i  valori  di 
X  pei  quali  modo?  =  1,  ad  eccezione  del  valore  a?  =  —  1  (cfr.  ibid. 
pg.  178). 


*  È  importante  di  notare  che  le  somme  delle  dUe  serie  (^)  e 
ii^)  hanno  sempre  la  stessa  espressione  ora  data  anche  per  modx=l 
semprechè  si  tratti  di  un  valore  di  x  per  il  quale  esse  riescano 
convergenti. 


CAPITOLO  V. 

DELLE  RADICI  DELL'  EQUAZIONE  DI  GRADO  Yl. 


§  1.0— Sulla  continuità  delle  funzioni  Intere. 

217.  Data  una  certa  funzione  intera  di  grado  n  della  va- 
riabile X 

imaginiamo  dì  considerare  in  luogo  del  valore  x  della  va- 
riabile il  valore  x+h^  cioè  il  valore  x  a  cui  si  sia  dato,  co- 
me suol  dirsi,  V incremento  h ,  h  potendo  essere  del  resto  un 
numero  qualunque  reale  o  complesso.  Il  nuovo  valore  della 
funzione  sarà  /(aj+Zi),  e  se  poniamo: 

f{x-^h)-f{x)  =  H,  (2) 

si  potrà  scrivere 

f{x  +  h)=f{x)  +  H 

onde  si  vede  che  He  l'incremento  subito  dalla  funzione /(«) 
per  rincremento  h  dato  alla  variabile.  D'ora  innanzi  per  ùi- 
cremento  della  f  (x)  corrispondente  alV  incremento  h  della  va- 
riàbile intenderemo  dtcnque  la  differenza  f  (x+h)— f(x). 

218.  Poiché  (art.  96). 

f{x^n)^f{x)=nf^^h^/-::^  -f-  ^'•'^  ■^- 

*H'f^  (3) 

n 
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onde  per  il  teorema  che  il  modulo  di  una  somma  non  può 
mai  superare  la  somma  dei  moduli, 

mod  \f{x  i-?i)-f(x)\<  mod  Amod-^-jy^ 

+  (mod  hy  '  niod-^-j-^^  +  ...  +  (  mod  ^)**  •  mod*^      ^  \ 

si  vede  che,  prendendo  mod  h  sempre  più  piccolo,  ciascuno 
degli  n  termini  che  compongono  il  secondo  membro,  e  quindi 
anche  la  loro  somma  ,  finirà  per  divenire  e  conservarsi  più 
piccola  di  qualsiasi  quantità  positiva  6  assegnata  piccola  a 
piacere.  Lo  stesso  dunque,  a  maggior  ragione ,  accadrà  del 
primo  membro,  cioè  fissata  a  piacere  una  quantità  positiva 
piccolissima  6,  si  avrà  sempre 

mod  \f(x  +  h)  -f{x) \<5  (4) 

per  tutti  i  valori  dell'  incremento  h  il  cui  ^nodulo  sia  abba- 
stanza piccolo. 

Questo  teorema  si  suol  enunciare  comunemente ,  con  lin- 
guaggio più  semplice  ma  meno  rigoroso  ,  dicendo  che ,  per 
ogni  funzione  intera  f  (x),  ad  increm.enti  piccolissimi  dati  alla 
variàbile  corrispondono  incrementi  piccolissimi  della  funzione. 

Considerando  poi  questo  teorema  come  V  equivalente  ana- 
litipo  della  continuità  geometrica  si  dice  anche  che  /(ce)  è 
una  funzione  continua  della  variabile  x. 

Per  ultimo  notiamo  che  il  teorema  rappresentato  dalla  for- 
mola  (4)  equivale  in  sostanza  a  scrivere: 

lim  !/  {x  +  h)-  f{x)  I  =  0.  (o) 

/l=0 

219.  Dividendo  entrambi  i  membri  della  (3)  per  A  si  ha  : 

dove  la  quantità  scritta  fra  parentesi    nel   secondo  membro, 

componendosi  di  parti  ciascuna   delle    q\iali  tende  al  limite 

zero  quando  h  tende  al  valore  zero,  avrà   essa  pure  per  li- 
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mite  lo  zero  per  h  tendente  a  zero.  Si  avrà  dunque: 

l^f±ìKy-m=f,(^^),  (6) 

Il  primo  membro  di  questa  eguaglianza   è  il  limite  a  cui 

tende,  per  /i  =  0,  il  quoziente ,  che    suol  chia- 

h 

marsi  brevemente  rapporto  incrementale  della  funzione  f  (x), 
essendo  appunto  il  rapporto  fra  V  incremento  della  funzione 
e  Tincremento  corrispondente  della  variabile.  La  (6)  ci  dice 
dunque  che  la  prima  derivata  f '(x)  di  una  funzione  intera 
f  (x)  è  il  limite  del  rapporto  incrementale  di  f  (x)  quando  l'in- 
cremento tende  a  zero. 

Questa  proprietà  della  prima  derivata  si  potrebbe  anche 
assumere  come  sua  definizione  in  luogo  della  definizione^  da 
noi  già  data,  fondata  sulla  legge  di  derivazione.  Si  avrebbe 
cosi  il  vantaggio  di  dare  della  prima  derivata  una  definizione 
che  potrebbe  estendersi  anche  a  funzioni  di  x  che  non  fos- 
sero intere.  In  effetto,  qualunque  sia  la  natura  della  funzione 
/(ce),  si  definisce  come  prima  derivata  F'{x)  la  funzione 

__,.  .      ..     F(x^h)'-F{x) 
F\x)  =  lim ^ ^— ^ 

A=o  h 

tutte  le  volte  che  il  rapporto  incrementale  tenda  effettiva- 
mente ad  un  limite  finito  e  ben  determinato  col  tendere  a 
zero  dell'incremento  h. 

220.  In  base  a  questa  definizione  dimostreremo  qui  due 
teoremi  che  sono  assai  utili  per  calcolare  la  prima  derivata 
di  una  funzione  data  sotto  la  forma  di  una  somma  o  di  un 
prodotto  di  più  altre  funzioni. 

Se 

F{x)  =  c(x)  +  <Kcc) 
si  avrà 

F{x  -f  i^)  =  ©(ce  -f  /i)  -f  4(a?  +  h) 
onde 

F{x-\-K)-F{x)  _  cp(a;+7i)-(p(cc)      ^{x-^h)^i^{x) 
h  h  h 
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onde  passando  al  limite  per  ^  =  0  nell'  ipotesi  che  ciascuna 
delle  due  funzioni  9(0:)  e  ^{x)  ammetta  una  prima  derivata: 

lixn  H^+^)-n^)  ^li^  y(a;4/tM(ag) ^ ^.^  ^{x-]-h)^^{x) 

hsr-O  h  ^=0  h  h^o  h 


cioè 


F\x)  =  (i\x)  +  ^Xx) 


e  similmente  per  il  caso  di  una  somma  di  più  funzioni.  Dun- 
que: la  derivata  di  una  somma  di  più  funzioni  è  uguale  alla 
somma  delle  derivate  delle  singole  funzioni, 

221.  Sia  ora 

F(x)  =  <p(as)«^(cc). 

Dando  ad  x  V  incremento  h  si  ha: 

F{x  +  ^)  =  <p(sc  -4-  h)  •  ^(x  +  h) 
onde 

F{x-\'h)''F(x)=^{x-\-h)  •  d;(cc+^)-cp(cc)  •  (j/(a?) 

=[(p(x+/i)-9(a;)]d/(5C-hA)+[cj;(x4-A)-4/(a?)]<p(cc) 

e  dividendo  per  h: 

F{x+h)-F(x)  __  (fjx-^hy-zjx)    ,,,^^^,,  i^{x+hy^{x) 

.  f^  {x-\-n)  4- •  9  (X) 

h  fi  fi 

e  passando  al  limite  per  7i=0,  nelP  ipotesi  che  (f{x)  e  ^{x) 
ammettano  una  prima  derivata: 

lim  1(^ÌI^-J:<^  =  lin,  9(a^f^b5^  ,  ^^  ^^^^.^ 

h  h=0  h  h^o  * 

4.hmJLi Z .9(0?) 


cioè 


F  \x)=^\x)  »  «K5c)+^'(a?) .  9(ì3d). 
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Dunque:  per  formare  la  derivata  di  un  prodotto  di  due 
funzioni  si  moltiplica  il  primo  fattore  per  la  derivata  del 
secondo,  quindi  il  secondo  fattore  per  la  derivata  del  primo 
e  si  fa  poi  la  somma  dei  due  risultati, 

222.  La  regola  si  estende  facilmente  ad  un  prodotto  di  n 
funzioni.  Sia  p.  es.  il  prodotto  di  tre  funzioni: 


F(x)=^(x)*f^ix)»X(x). 


(7> 


Considerandolo  come  un  prodotto  di  due  sole  funzioni  cio^ 
scrivendo 

F(x)=[^  (a?)  •  ^  (x)]  •  y{x) 

si  ha  per  la  regola  dell'art,  prec. 

FXx)=[z{x) .  ^(x)] .  x'(aj)+[(p(x) .  ^{x)y .  ySx\ 

Ma  per  la  stessa  regola  si  ha  poi: 

[cp(5c) .  ^(a?)]'=cp'(xjò(aj)  +  9(x)(t'(«) 

onde  si  conclude 

F\x)=:^(xy^  ^(x)^ySx)+z{x)*^Xx)^l{x)+(^(x)^C^{x)*l'(x).  (8> 

Si  vede  dunque  in  generale  che:  la  derivata  di  un  prodotto 
di  n  funzioni  è  uguale  alla  somma  di  n  prodotti  che  si  otten- 
gono moltiplicando  successivamente  la  derivata  di  ogni  fat- 
tore per  i  rimanenti  (n— 1)  fattori, 

223.  Se  dividiamo  entrambi  i  membri  di  (8)  per  F{x)  e 
teniamo  presente  la  (7)  troviamo: 

FKx)  _  9^)      f^\x)       y\x) 
F(x)  ""  <p(a?)        (|/(x)       yj^)  ' 


In  generale  se  F(x)=:<p(x)'t^(x)'i(x)  „.^x),  si  avrà: 

F^ix)  __  <p'(x)      ^'{x)     yX^)  b^x) 
r  rr-r- H 7-7-+...+ 


F{x)      9(a?)       ^{x)       y(x) 


Hx)  • 


(9> 
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224.  Abbiamo  notato  negli  articoli  precedenti  cbe ,  se  si 
ha  una  funzione  intera  di  x  della  forma 

•cioè  una  funzione  intera  di  aj  che  si  annulla  per  a?  =  0  ,  il 
modulo  di  questa  funzione  si  può  rendere  piccolo  a  piacere 
per  tutti  i  valori  abbastanza  piccoli  di  moda?.  Ora  è  utile  di 
trovare  un'  espressione  semplice  di  un  limite  al  disotto  del 
quale  si  possa  poi  prendere  a  piacere  moda?  colla  sicurezza 
che  resti  soddisfatta  la  diseguaglianza: 

mod[^iaj  -f  ^2^^+  •••  +  -^n^**]  ^  ^* 
Se  poniamo  per  brevità: 

A^x  +  A^x^  +  ...  +  A.^7^  =  9(a?) 
si  ha,  per  il  teorema  già  invocato  sulla  somma  dei  moduli 

mod 9(x)  <  mod  A^  •  mod  x  -f  mod  A,^  (mod  a?)^  +  ... 

-f  mod^,^«  (moda?)** , 

e  indicando  con  A  quello  fra  i  moduli 

mod^i ,  mod-^g  ,  ... ,  modi4^ 

che  ha  il  valore  più  grande,  si  ha  anche  a  fortiori 
modo(sc)  <  -4*mod(a?)+^(nioda?)^-}-^(moda!?)*4-  —  +-4(nioda?)** 

=i4[moda?-f-(moda;)*+  ...  +(moda?)'*] 

cioè,  effettuando    la    somma    della  progressione    geometrica 
scritta  neir  ultima  parentesi: 

^+1      ,    modaj         ,  (modcc)"+i 

—  A 


,    ,  ,  =^  ,  moda?— (mod asr+^       .    m 

modo(a?)  <  A ;: — ^= — ^ =  ^  :; — 

1— moda?  1— 


moda?  1— modx 


(modaj)^*+i 

ed  a  fortiorL  trascurando  la  parte  —A  - -. — ,  che  è  cer- 

'  '  1— moda? 
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tamente  negativa  quando  si  prenda: 

mod  a?  <  1 ,  (a) 


si  avrà 


1    ,  \ —  .     mod  03  ,*.. 

mod  ^{x)  <  A T-  •  (?) 

1— modac 


Se  dunque  determiniamo  modo?  in  modo  da  avere 

modsc         •.  ^ 

A  ^  <  8  (y) 

1— moda; 

sarà  poi  a  maggior  ragione  in  virtù  della  (^) 

mod9(a;)  <  5. 

Ora  dalla  (y)  si  deduce 

Amodx  <  6(1  —  moda;) 
d'onde 

mod  a;  •  (*4  -f  5)  <  6 
e  finalmente 

0 


mod  (a;)  < 


-4  +  0 


e  notiamo  che,  se  si  prende  moda;  in  modo  da  soddisfare  a 
questa  disiiguaglian^a,  esso  soddisferà  certamente  alFaltra  dis- 

uguaglianza  presupposta  (a):  moda;<l,  poiché  — ^  è  evi- 
dentemente già  un  numero  minore  di  1. 

Pertanto  se  A  è  il  massimo  fra  i  moduli  dei  coefficienti  di 
una  funzione  9(x),  che  si  annulla  per  x  =  0,  e  sì  prenda 

moda;  < 


-4  +  6 
si  avrà  certamente  mod  9 (a;)  <  5. 
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1.  Dimostrare  che: 


o,'(x)  (psì(a;)  «pg(x) 


Eserciri. 

fi(^)  U^)  Mx)  ' 

9i(aj)  ?2(a^)  <P8(aj) 
Wk^Ì  *2(aj)  ^'sCa^) 

fiix)  fA^)  M^) 
+  ?i(a^)  Ta'W  ?3(^) 


?i(aj)  92(aj)  <F3'(aj) 


ed  enunciare  similmente  la  regola  generale  per  la  derivazione  di 
un  determinante  di  ordine  n. 

2.  Applicando  questa  regola  di  derivazione  (rispetto  alla  varia- 
bile x^)  all'  identità:  A= 


1         *"^9        *^S  ^ 


X. 


2Ci 


«i 


SCc 


8 


333     aj^* 


—  (^2  ~*^l)  (•^S"*^!  )  v*^4"*^l  X'^3'"*^2X'^4"*^2/ (•^4'"'^3  / 


1       '*'2 

dedarne  T  identità  : 


Ai= 


0 
1 


•^2     '^S 


X, 


=  A. 


(     1 


(a?.— e 


fljj— ajg 


+ 


*'^l"*^3 


+ 


_J_1 


id%JU-t       «A/a         *^3  A 

O^yi    2      /y«    3      /y*    O    /VI    3 

Indicando  poi  con  A .  la  derivata  di  A  rispetto  alla  variabile 
a*j  dimostrare  (applicando^la  regola  di  derivazione  per  orizzontali, 
che 

Aj  +  A2  +  A3  +  A4  :=  0. 

3.  Se  ^  è  il  massimo  modulo  dei  coefficienti  di 

1 


e  si  prenda 


mod  X  < 


si  avrà 


inod/(x)  < 


l-fi^X  1.000.000.000 
1 


lOOCOOOOOO 
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§  2.0  —  Teorema  fondamentale  sull'esistenza  di  ana 
soluzione  reale  o  complessa  di  an'eqaaaione  qaalan* 
qae  di  grado  n. 

225.  Si  chiama  comunemente  equazione  algebrica  di  grado 
n  (ad  una  sola  incognita)  ogni  equazione  della  forma 

f{x)  =  0  (1) 

dove 

è  una  funzione  intera  del  grado  n  della  variabile  x,  i  cui 
coefficienti  sono  numeri  reali  o  complessi  fìssati  a  piacere  ^ 
da  considerarsi  come  conosciuti.  Ogni  valore  reale  o  com- 
plesso di  X  che  soddisfi  all'equazione  (1)  si  dice  essere  una 
radice  di  tale  equazione. 

La  ragione  di  cosiffatta  denominazione  vuoisi  senza  dub- 
bio ripetere  dal  fatto  che  l'equazione  più  semplice  del  gra- 
do n,  cioè  l'equazione  binomia 

box''  +  b^  =  0 

ammette  sempre  n  e  soltanto  n  soluzioni  distinte  la  cui  espres- 
sione generale  ,  in  funzione  dei  coefficienti  dati  Òq  e  b^  ^  è 
contenuta  nel  simbolo  di  estrazione  di  radice 


x 


-4^ 


il  quale,  come  sappiamo,  è  appunto  suscettibile  di  n  signifi- 
cati fra  loro  distinti  (art.  190). 

226.  Posta  un'  equazione  della  forma  generale  (1),  la  pri- 
ma questione  che  si  affaccia  é  di  investigare  se  esista  sem- 
pre, oppur  no  ,  almeno  un  valore  speciale  di  x  che  la  sod- 
disfi 0,  che  è  la  stessa  cosa ,  almeno  un  valore  finito  e  de- 
terminato x  per  il  quale  il  numero  reale  positivo  mod/(3c) 
acquisti  il  valore  zero ,  giacche  sappiamo  che  dall'  essere 
modf(x)  =  0  ne  segue  f(x)  =  0  e  reciprocamente. 
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Tale  questione  verrà  da  noi  risoluta  affermativamente.  La 
dimostrazione  che  siamo  per  dare,  parte  dal  seguente: 

Postulato.  —  Esìste  sempre  almeno  un  valore  speciale 
K  =  a,  della  variabile  x  per  il  quale  modi(x)  prende  il  mi- 
Tiimo  valore  possibile. 

Cosicché  per  qualunque  altro  valore  di  x  si  avrà  sempre 

mod/(cc)  <  mod/(a). 

Noi  ammetteremo,  almeno  per  ora,  questo  postulato  come 
evidente. 

227.  Teorema.  —  Ogni  equazione  algebrica  ha  sempre  al- 
Tneno  una  radice  reale  o  complessa. 

Invero  se  applichiamo  air  equazione  (1) 

f(x)  =  0 

il  postulato  dell'art,  prec.^  possiamo  ritenere  come  già  dimo- 
strata resistenza  di  un  valore  determinato  reale  o  complesso 
a  tale  che  si  abbia  per  tutti  i  possibili  valori  di  x: 

modfix)  >  modf{a).  (3) 

Ciò  posto  noi  diciamo  che  per  un  siffatto  valore  a  dovrà 
aversi  necessariamente 

mod/(a)  =  0 

«  dimostreremo  ciò  facendo  vedere  che  sarebbe  assurdo  l'am- 
mettere che  si  avesse:  mod/(a)  >  0. 

Fatto  ciò,  ne  seguirà  senz'altro  la  verità  del  teorema  enun- 
ciato, poiché  non  potendo  essere  mod/(a)  >  0  sarà  necessa- 
riamente mod/(ot)  =  0  ,  cioè  a  sarà  una  radice  dell'  equa- 
zione (1). 

228.  Supponiamo  infatti,  se  è  possibile,  che  si  avesse 

mod/(a)  >  0.  (4) 

Poiché  le  quantità 
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mm  tono  tutte  nulle,  giacché  almeno  V  nltima  dì  esse 

iiarà  in  ogni  caso  diversa  da  zero,  sìa  f'^ipi)  la  prima  di  esse 
che  é  diversa  da  zero.  Allora,  se  incÙchiamo  con  h  nn  nu- 
mero qualunque  diverso  da  zero ,  potremo  scrivere  per  lo 
sviluppo  di  Taylor: 

f(Wfa)  f^^^^(oL)  P'^Ha) 

e  dividendo  entrambi  i  membri  per  f{a)  che  si  è  voluta  sup- 
porre diversa  da  zero 

(^'  =  1  +  A^h^  +  A^^,h^^  +  ...  A^h"  (5) 

ponendo  per  brevità: 

Poiché  -4„  è,  per  supposto,  diverso  da  zero,  se  lo  scrivia- 
mo sotto  la  forma  trigonometrica 

A^  =  r(cos  9  +  i  sin  <p) 

potremo  ritenere  r  >  0.  Poniamo  ora  similmente 

h  =  p(cos  ^  -\-i  sin  '^)  (6) 

cosicché  sarà: 

A^h^=zr'p^» [cos(9  +  pi'l)  4-  i 8Ìn(<F  -ì-  jjl']^)]  (7) 

e  cominciamo  a  determinare   V  argomento   arbitrario  ^  ed  il 
modalo  arbitrario  p  in  modo  che 

riesca  un  numero  reale,  positivo  e  minore  dell'unità.  A  tale 
oggetto  basterà  porre  primieramente 
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cioè  prendere 

poiché  allora  la  (7)  diviene 


e  porre  quindi 
cioè  prendere 


r  pl^  <  1 


P< 


VI-  ^^> 


Se  ora  scriviamo  la  (5)  come  segne: 

ed  applichiamo  il  teorema  che  il  modulo  della  somma  di  due 
numeri  non  può  mai  superare  la  somma  dei  loro  moduli,  col- 
Tawertenza  che  nel  nostro  caso  la  prima  parte  del  seconda 
membro  è  già  un  numero  reale  e  positivo,  deduciamo: 

Poiché  ora  la  somma 

è  una  funzione  di  h  che  si  annulla  per  ^  =  0,  si  potrà  sem- 
pre prendere  (art.  224)  il  modulo  ^  di  h  abbastanza  piccolo 
perchè  il  modulo  di  questa  somma  riesca  inferiore  ad  r. 
Allora  dalla  diseguaglianza  precedente  seguirà  a  fortiori: 


cioè 


mod/(af/i) 
mod/ (a) 

mod/(a  +  A)  <  mod/(a) 
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il  che  è  in  contraddizione  colla  (3)  la  quale,  dovendo  sussi- 
stere per  ogni  valore  di  x,  ci  dà  invece  per  x  =  a-{-  h: 

mod/(a  4-  ^)  >  mod/(a) . 

Resta  dunque  esclusa  la  possibilità  della  f4)  e  per  conse- 
:guenza  resta  dimostrato  quanto  si  voleva,  cioè  che 

mod/(a)  =  0 

ossia  che  a  è  una  radice  dell'equazione  proposta. 

§  3.0  —  Dimostrazione  del  Postalato  ammesso 

nel  §  precedente  *. 

229.  La  prima  dimostrazione  del  teorema  fondamentale  che 
ogni  equazione  di  grado  n  ammette  almeno  una  radice  reale 
o  complessa  è  stata  data  da  d' Alembert,  Dopo  di  lui  ne  ha 
dato  diverse  dimostrazioni  Gauss.  Fra  tutte  queste  e  le  altre 
■che  se  ne  diedero  appresso  si  distingue  però  per  semplicità 
e  facilità  ad  essere  compresa  quella  di  Legendre  modificata 
poi  da  Cauchy  che  si  trova  data  da  quest'ultimo  nel  suo 
trattato  classico  sull'analisi  algebrica **.  Questa  è  appunto, 
salvo  lievissimi  cambiamenti,  la  dimostrazione,  da  noi  data 
nel  §  precedente. 

Questa  dimostrazione  non  potrebbe  però  ritenersi  come  as- 
solutamente rigorosa  in  quantochè  in  essa  si  ammette  im- 
plicitamente come  evidente  il  Postulato  :  esiste  sempre  un 
certo  valore  X  =  a  per  il  quale  mod  f(x)  ha  il  minimo  valore 
possibile. 

Il  Lipschitz  nel  suo  Lehrbuch  der  Analysis ,  per  evitare 
questo  inconveniente,  ha  modificato  radicalmente  la  dimo- 
strazione di  Cauchy.  È  riuscito  cosi  a  renderla  assolutamente 
rigorosa  rendendola' però  al  tempo  stesso  troppo  prolissa,  e 
•complicata. 

Pertanto  noi  abbiamo  conservata  press'  a  poco  inalterata 
la  dimostrazione  di  Cauchy  riservandoci  di  dimostrare  sepa- 
ratamente in  modo  assolutamente  rigoroso  il  postulato  che 
si  è  premesso.  La  dimostrazione  che  siamo  per  dare  è  tanto 


*  Chi  vuole  potrà  tralasciare  questo  §  ammettendo  il  postulato. 
**  Cauchy:  Cours  d'Analyse  Algehrique» 
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più  utile  in  quantochè  essa  vale  non  solamente  per  il  casa 
in  cui  f{x)  sia  una  funzione  intera  ma  ,  generalmente  ,  per 
ogni  funzione  f{x)  che  goda  della  proprietà  di  essere  con- 
tinua e  della  proprietà  che  mod/(a?)  superi  una  quantità  po- 
sitiva k  assegnata  per  tutti  i  valori  abbastanza  grandi  di 
modx. 

230.  Che  una  funzione  intera: 

goda  della  proprietà  che  per  tutti  i  valori  abbastanza  grandi 
di  Tìiodx  il  valore  di  mod£(x)  superi  il  numero  fissato  ad 
arbitrio  K  si  riconosce  facilmente  osservando  che  f{x)  si 
può  anche  scrivere  sotto  la  forma  seguente: 

/(x)  =  0.» .  {«0  +  a,  (i)  +  a,  Q*  +  ...  +  a,,  Q/'l 

Ora  facendo  crescere  sempre  più  mod  x  la  frazione  -  ten- 

se 

derà  al  valore  zero,  onde  la  quantità  fra  parentesi  ha  per  li- 
mite il  numero  finito  e  diverso  da  zero  aQ  quando  x  cresce 
sempre  più,  nel  mentre  che  il  fattore  esterno  x"'  diviene  in- 
finitamente grande. 

È  chiaro  dunque  che  mod/(x)  diverrà  infinitamente  gran- 
de quando  mod  (a?)  cresce  all'infinito. 

231.  Venendo  ora  al  postulato  in  questione  cominceremo- 
dal  dimostrare  che: 

(^).  Esiste  necessariamente  un  numero  determ,inato  reale 
e  positivo  H  tale  che  per  ogni  valore  determinato  reale  o  com- 
plesso di  X  si  abbia  mod  f  (x)  >  H,  e  tale  inoltre  che,  data  una 
quantità  positiva  s  piccola  a  piacere  purché  non  nulla  ,  esi- 
sta sempre  qualche  valore  di  x  per  il  quale  sia 

mod  f{x)  —  H  <z. 

Si  imagini  infatti  costruita  in  un  modo  qualunque  una  suc- 
cessione indefinita  di  numeri  positivi  piccolissimi  e  diversi 
da  zero  s^  ,  Sg  ,  Sg  ...  tali  da  avere 

lim  £^  =  0 
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i 

e  si  cominci  dal  considerare  la  progressione  aritmetica 

i  cui  termini  dividono  l'intiero  campo  dei  numeri  positivi  in 
tanti  piccoli  intervalli  di  grandezza  e. 

Imaginando  di  esaminare  successivamente  col  pensiero  cia- 
scuno di  questi  intervalli  si  concepirà  l'esistenza  di  un  certo 
intervallo  il  quale  godrà  ,  per  il  primo  ,  della  proprietà  di 
contenere  qualche  possibile  valore  di  mod/(aj). 

Sia  questo  Tìntervallo  compreso  fra  ^z^  ®  Ò*-  +  1)  *  ^1  cosic- 
ché si  avrà  per  ogni  valore  di  x\ 

mod/(x)  >  [X-Si  , 
ma  esisterà  certamente  almeno  un  valore  di  x  tale  da  avere 

mod/(aj)  <  (|JL  -f  1)  •  Si. 

Si  imaginino  ora  inseriti  fra  i  due  numeri  [/.s^  e  ([Jl+1)-Sj 
altri  numeri  «g  ,  03  ,  a^  ,  .  .  .  ,  a^.«i  in  modo  che  la  progres- 
sione 

|j.£i  =  «1  ,  «2  ,  flg  ,  .  .  .  ,  a^_i  ,  (|X  +  l)Si  =  a^ 

venga  a  dividere  V  intervallo  ora  considerato  in  nuovi  inter- 
valli la  cui  grandezza  non  superi  Sg  >  ®  supponiamo  che  il 
primo  di  questi  nuovi  intervalli  nel  quale  cade  qualche  pos- 
sibile valore  di  mod/(a;)  sia  quello  compreso  fra  a^  ed  a^^^. 
Allora  si  divida  nuovamente  l'intervallo  compreso  fra  a^  ed 
«^•4.1  mediante  una  terza  progressione 

^1  >  ^2  ?  ^3  ?  ^4  »  •  •  •  » 

in  nuovi  intervalli  ciascuno  di  grandezza  non  superiore  ad 
£3 ,  e  siano  hj  e  bj^^  i  due  termini  che  individuano  il  primo 
di  questi  intervalli  nel  quale  cade  qualche  possibile  valore 
di  f{x). 

Cosi  procedendo  indefinitamente  si  verranno  a  formare  due 
classi  di  numeri 

^1     )  ^i      >h      y^h      >  •  •  • 
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le  quali  godranno  evidentemente  della  proprietà  di  essere 
ogni  numero  della  prima  inferiore  ad  ogni  numero  della  se- 
conda e  di  soddisfare  alle  condizioni: 


Esisterà  dunque  (  Cap.  I,  §  1.  )  un  numero  perfettamente 
determinato  H: 

H={a^  ,  a^ ,  6y ,  C;j  ,  .  .  .  ;  a^  ,  a^^^ ,  bj^^ ,  Cf^^^ , ...) 

individuato  da  queste  due  classi  di  numeri^  e  tale  numero  H 
godrà  evidentemente  delle  proprietà  richieste  neir  enuncia- 
to {A). 

232.  (B),  Se  "R  è  il  numero  considerato  nelV  enunciato  {A)^ 
esisterà  sempre  almeno  un  valore  speciale  x  =  a  della  varia- 
bile X  per  il  quale  si  abbia  precisamente  mod  f  (a)  =  H. 

In  altri  termini  si  tratta  ora  di  dimostrare  che  il  lìmite 
inferiore  ff  non  solamente  può  essere  avvicinato  indefinita- 
mente da  mod/(x)  dando  ad  x  valori  opportunamente  scelti 
ma  può  altresì  essere  effettivamente  raggiunto  per  uno  spe- 
ciale e  determinato  valore  di  x.  In  ciò  che  segue,  per  ren- 
dere più  semplici  le  locuzioni  e  rendere  al  tempo  stesso  più 
intuitiva  la  dimostra- 
zione ,  ci  riferiremo 
alla  solita  interpe- 
trazione  geometrica 
di  Gauss  dei  numeri 
complessi  per  mezzo 
di  punti  del  piano 
(Cap.  IV  §  20). 

Cosi  in  luogo  di 
parlare  di  valori  di- 
versi di  X  parleremo 
di  punti  diversi  x  del 
piano. 

Per  quanto  si  è  os- 
servato sopra  (arti- 
colo 230)  si  potrà  sem- 
pre descrivere  un  cer- 
chio avente  il  centro 
neir  origine  O  delle 
coordinate  ed  un  raggio  abbastanza  grande  perchè  si  abbia 
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mod/(a?)>irper  tutti  i  punti  x  che  cadono  esternamente  al 
cerchio  stesso.  Quindi  si  potrà  anche  sempre  descrivere  un 
quadrato  PQRS  avente  il  centro  nell'origine  delle  coordinate 
ed  i  lati  paralleli  agli  assi  coordinati  tale  che  ,  per  tutti  i 
punti  X  che  cadono  nelF  esterno  o  sulla  periferia  di  tale  qua- 
drato, la   differenza 


mod/(a:)  —  H 


(1) 


resti  sempre  superiore  ad  un  numero  positivo  determinato  di- 
verso da  zero.  Di  qui  segue  che  quei  punti  x  mediante  i 
quali  secondo  l'enunciato  (A),  mod/(ar)  può  farsi  differire  da 
//  di  tanto  poco  quanto  si  vuole  esisteranno  e  dovranno 
esclusivamente  cercarsi  nelV  interno  del  quadrato  PQES. 


233.  Ciò  posto  sia  Z  il  numero  che  misura  la  lunghezza 
del  lato  del  quadrato  ,  e  si  imagini  suddiviso  V  intero  qua- 
drato in  m^  quadrati  più  piccoli  ed  eguali  fra  loro,  ciascuno- 

dei  quali  abbia  il  lato  eguale  ad  — ,  mediante  un  doppio  si- 
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ft 
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stema  di  rette  parallele 
agli  assi  coordinati  secon- 
deche  viene  accennato 
nella  figura  qui  accanto» 
Per  uno  almeno  di  que- 
sti m^  quadrati  più  pic- 
coli dovrà  accadere  che 
la  differenza 

moàf{x)  —  E' 

possa  rendersi  piccola  a 
piacere  per  mezzo  di 
punti  X  contenuti  nel- 
l'interno o  sulla  periferia 
di  quell'  unico  quadrato; 
giacché,  se  ciò  non  accadesse  per  nessuno  degli  m^  quadrati^ 
sarebbe  evidentemente  impossibile  di  rendere  piccola  quanto 
si  voglia  questa  differenza  per  mezzo  di  punti  compresi  nel- 
r  intero  quadrato  FQBS  contrariamente  a  quanto  già  sì  è 
ammesso.   Sia  dunque   P'Q'E'S'  uno  dei  nuovi  quadrati   che 


S 
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gode  di  tale  proprietà.  Se  ora,  nello  stesso  modo  praticato 
sopra,  si  suddivida  il  quadrato  P'Q'R'S'  in  m*  quadrati  più 
piccoli  fra  loro  eguali  i  cui  lati  saranno  per  conseguenza  mi- 
surati da  —5- ,  si  dimostrerà  con  identico  ragionamento  l'è- 
m 

sistenza  di  uno  almeno  di  questi  ultimi  P^'Q^E^'S^'  i  cui 
punti  X  siano  atti  a  rendere  piccola  quanto  si  voglia  la  dif- 
ferenza (1).  Cosi  procedendo  si  verrà  a  costruire  una  serie 
infinita  di  quadrati  i  cui  lati 


1, 


111 


decrescono  indefinitamente  tendendo   a  zero.  E,  se  indichia- 
mo risp.  con 

^  )  ^  »  ^2  >  «3  *  •••  (2) 

le  ascisse  e  con 

le  ordinate  dei  punti 

P ,  P\  P'' ,  P'f' ,  ... 

nei  quali  cade  risp.  un  vertice  di  ciaschedun  quadrato  suc- 
cessivamente ottenuto,  è  facile  riconoscere  che  ciascuna  delle 
due  successioni  indefinite  (2)  e  (3)  tenderà  ad  un  limite  de- 
terminato col  crescere  indefinitamente  degli  indici  1,  2,  3, ... 
Infatti,  poiché  si  ha,  in  valore  assoluto 

l  l 

ai  —  a.-  <  — f  hj  —  bi  <  — 5- 

per  ogni  valore  di  t,  e  per  tutti  i  valori  di  j  superiori  ad  /, 
è  chiaro  che  le  due  successioni  soddisfano  alle  note  condizio- 
ni necessarie  e  sufficienti  per  resistenza  di  un  limite  (art.  18). 
Se  dunque  si  abbia: 

lim  a„  =  -4  ,  lim  b^  =  B, 
Catelli^ Algebra  complementare»  Itì 


—  242  - 

esisterà  nelV  interno  di  PQES  un  punto  determinato  M ,  di 
coordinate  A  e  B,  il  quale  è  compreso  nelF  interno  di  cia- 
scuno dei  successivi  infiniti  quadrati  sopra  considerati.  Ora 
noi  diciamo  che  per  tale  punto  si  avrà  precisamente: 

mod/(^  +  B0--Èr=O 

con  che  l'enunciato  (B)  resterà  evidentenlente  dimostrato. 

Invero,  poiché  f(x) .  è  una  funzione  continua  (§  1  di  que- 
sto Capo  nel  punto  x  =  Mj  ed  i  lati  dei  quadrati  succes- 
sivi comprendenti  M  decrescono  indefinitamente  verso  zero, 
è  chiaro  primieramente  che,  dato  un  numero  positivo  S  di- 
verso da  zero  ,  fissato  piccolo  ad  arbitrio ,  si  potrà  sempre 
determinare  un  quadrato  P^^^Q^^^E^^W^^^  tale  da  avere  in  va- 
lore assoluto 

mod  f{x)  -  mod/  (A  -f  Bi)  <  8  (4) 

per  tutti  i  punti  x  compresi  nel  quadrato  stesso.  D' altra 
parte  ,  poiché  ammettiamo  che  la  di£Perenza  (1)  possa  ren- 
dersi piccola  a  piacere  per  mezzo  di  punti  x  compresi  nel 
quadrato  P^^^Q^^'^R^^^S^^^ ,  dovrà  esistere  fra  questi  almeno 
uno   Xi  pel  quale  sia 

mod/(cc)  — -H'<  0. 

Ma,  Xi  dovendo  soddisfare  in  ogni  caso  alla  diseguaglian- 
za (4)  : 

mod /(«,.)  -  mod  f(A  -t  Bi)  <  S,  (5) 

si  deduce  a  fortiori  dalle  ultime  due  disuguaglianze 

[modf(A  +  Bi)]-H<2S. 

Poiché  ora  in  questa  disuguaglianza  il  primo  membro  è 
un  numero  fìsso  determinato  nel  mentre  che  il  secondo  mem- 
bro può  supporsi  piccolo  a  piacere  (fissando  Ò  abbastanza  pic- 
colo) essa  non  può  ammettersi  se  non  quando   la  differenza 

[mod/ (4  4-  Bi)]  -  H 

sia  precisamente  uguale  a  zero.  Si  avrà  dunque: 

mod/(^  +  JBO  =  jy 
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e.  d.  d.  Il  nostro  postulato  resta  cosi  completamente  dimo- 
strato. 


§  4.0  —  Ogni  equazione  di  grado  n  ammette 
precisamente  n  radici  distinte  o  non     distinte. 


234.  Se 

é  una  funzione  intera  di   x  del  grado  n  e  si  dia  ad  x  un 
\ralore  speciale  qualunque  a,  si  avrà: 

e  sottraendo  quest'eguaglianza  dalla  (1): 

+«n-i(«^a)-  (3) 

Poiché  ora,  come  è  facile  verificare,  si  ha  identicamente: 

x^-a^-(x-a) .  [a^-^^a-  x^''^+ax^-^+  ...  -^OL^'^x-^a^'^l 
sostituendo  ciò  nella  (3)  si  avrà: 

f  (aj)-/(a)=ao(sc-a)[a;'*-i+acc'*-Ha2aj**-H .  .-l-a**-^] 

"7"  ... 

+a»-i(a'-a) 

e  raccogliendo  il  fattore  comune  (x—ùì)  nel  secondo  membro 
e  ordinando  l'altro  fattore  secondo  le  potenze  decrescenti  di  x: 

fix)-f{a)=z(x-a)[p^x"-^+p,x"-'+Ptx''-^+ ...  +p„.,]    (4) 
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dove  si  è  posto  per  brevità: 

p^  =  a^a'  +  a^a*  +  «ga  +  a,  =i>2*  +  ^ 


Come  si  vede  ,  i  coefficienti  Po  =  Oo  'PuPì  yPsy  "•  ^^  ^^' 
tengono  colla  regola  semplicissima  che  ogni  coefficiente  p,-  è 
uguale  al  precedente  p^.^  moltiplicato  per  a  più  a,-.  Questa 
regola  è  conosciuta  sotto  il  nome  di  regola  di  Ruffini. 

Applicando  un'  altra  volta  ancora  a  p^^^  ^^  regola  di  Raf- 
fini si  otterrebbe 

Pn  =  «0*'*  +  aia**-i  +  ...  +  a^.^a  +  a^ 
cioè 

235.  Supponiamo  ora ,  come  caso  particolare ,  che  si  sia 
preso  per  a  una  radice,  che  certamente  esiste,  deirequazione 

f{x)  =  0. 

Si  avrà  allora  /(a)  =  0,  onde  la  (4)  diventa: 

/(ar)=(x-a)  •  [Pox'^'^-^-p^x^'^^-h ...  -^Pn-^x+p^^^]. 

Dunque:  se  a.  è  una  radice  delV  equazione  f  (x)  =  0,  il  pri- 
mo membro  £(x)  è  divisibile  esattamente  per  la  funzione  (di 
lo  grado  in  x):  x  —  a,  cioè  è  uguale  identicamente  ad  x.  —  a 
moltiplicato  per  una  funzione  intera  di  grado  n  —  1  in  x. 

Indicando  con  fi{x)  questa  funzione  di  grado  w  — 1  scrive- 
remo brevemente 

fix)^{x^a).f,{x).  (5) 

Considerando  ora  V  equazione /^(aj)  =0,  che  avrà  certamente 
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una  radice  ^j  si  troverà  identicamente  allo  stesso  modo 

A{x)  =  {x-^).f,{x)  (6) 

dove  f2{x)  è  una  funzione  di  grado  w  —  2  in  x.  Similmente, 
detta  Y  ^^^  radice  di  f2{x)  =  0,  si  avrà 

h{x)  =  {x'-i)'U{x)  (7) 

e  cosi  di  seguito  finché  si  giungerà  ad  una  funzione  /^.^  di 
primo  grado  in  x^  per  la  quale  si  avrà 

/«-iC^K)  =  (a>  -  X)  -Uz)  (8) 

dove  f^^  è  una  funzione  di  grado  zero  in  oc,  cioè  una  costante 
che  indicheremo  con  C. 

Moltiplicando  ora  membro  a  membro  tutte  le  identità  (5), 
(6),  (7), ... ,  (8)  cosi  ottenute  e  sopprimendo  i  fattori  comuni 
ai  due  membri  resterà  evidentemente  l'identità: 

f{x)=:  C  •  (aJ-a)(a?-P)(a;-T) ...  (aJ-X).  (9) 

Ricordando  l'espressione  (1)  di  f{x)  ed  eguagliando  nella 
(9)  i  coefficienti  della  più  alta  potenza  ce'*  di  x  si  ha  evi- 
dentemente C=aQ  onde  scriveremo: 

f(x)=aQ  •  (a;-a)(5c-?)(a;-Y) ...  (ac-X).  (10) 

236.  Dalla  (10)  si  vede  che  la  funzione  intera  f(x)  di 
grado  n  in  X  si  può  sempre  decomporre  nel  prodotto  di  n 
fattori  ciascuno  di  primo  grado  in  x  e  precisamente  nel  pro- 
dotto di  n  fattori  della  forma  x  —  h  (  dove  h  è  un  numero 
reale  o  complesso)  moltiplicati  per  una  costante  aQ  eguale  al 
coefficiente  di  x^  in  f  (x). 

Questa  decomposizione  si  può  effettuare  Ì7i  un  unico  modo. 
Supponiamo  infatti  che  si  avesse  anche 

/(a?)=ao(cc-a'j(a;-?')(a'-YO  -  (^-^')- 
Si  avrà  allora  identicamente: 

(aj-a)(a;-f)(cc-Y)  -  (a;-X)=(aj-3t')(a;-?')(aJ-T0  -  (a^-'^')-   W 
Ponendo    in    questa  identità    a;  =  a'   il  secondo   membro    si 
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annulla,  onde  si  dovrà  annallare  anche  il  primo  ed  essere 

(a'-a)(a'-?)(a'-7) ...  (a'-X)=0. 

Ma  il  prodotto  di  più  numeri  complessi  non  potendo  esser 
nullo  senza  che  lo  sia  almeno  uno  dei  fattori  dovrà  essere 
per  es. 

cioè  a'=flt,  onde  la  (11)  si  potrà  semplificare  e  resterà  Y  i- 
dentità 

(x-?)(aj-Y)...(»-X)=(a5- pOCaJ-T^-Ca^-^ ') 

da  cui  si  dedurrà  similmente,  ponendo  ;«  =  f ',  che  dev'essere 
p.  es.  P  =  ^',  onde  resterà  poi  P  identità 

(ac-"if)-.(2c— X)=(aj— v')...(a;-X') 

ecc.  ecc.  Si  conclude  dunque  che  fatta  astrazione  dalVordine 
i  numeri  a' ,  P'  ,  y'  ,  .  .  .  ,  X'  coincidono  precisamente  coi  nu- 
meri a  ,  ^  ,  Y  ,  ...  ,  X. 

Dunque:  la  decomposizione  sopra  accennata  si  può  soltanto 
effettuare  in  un  unico  modo. 

237.  Dall'  identità: 

f(x)=ao(a:-a)(a:-P)(a5-Y)...(cc-X)  (10) 

segue  evidentemente  che  a  ,  ^  ,  ^  >  •••  ;  ^  sono  altrettante  ra- 
dici dell'equazione  f(x)  =  0,  poiché  il  secondo  membro  si  an- 
nulla evidentemente  per  a;  =  a  ,  ac  =  p , ...,aj  =  X.  Segue  inol- 
tre che  queste  sono  le  sole  radici  che  può  ammettere  l'equa- 
zione f{x)  -  0.  Infatti,  se  e  sia  una  radice,  si  avrà  /(e)  =0, 
cioè  per  l'identità  (10): 

ao  •  (£-a)(£-f  )(s-7)...(6-X)=0 

onde,  poiché  a^  è  diverso  da  zero,  dovrà  essere  nullo  uno  al- 
meno dei  fattori  e— a  ,  £— p,  ... ,  cioè  £  dovrà  coincidere  con 
una  delle  radici  a  ,  P  ,  y  >  •••  >  X. 

Gli  n  numeri  a  ,  p  ,  7 , ... ,  X  per  i  quali  si  verifica  V  iden- 
tità (10)  non  sono  sempre  necessariamente  tutti  distinti.  Ora 
se  fra  i  numeri  a  ,  ^  ,  y  ,  ...  ,  X  ve  ne  siano  p  che  coincidono 
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col  nnmero  a,  si  dice  che  oc  è  una  radice  multipla  di  ordine 
p  o  di  multtplìcità  p,  o  più  semplicemente  si  dice  che  V  e- 
quazione  f(x)  =  0  ammette  p  radici  eguali  ad  a.  In  tal  caso 
1'  identità  (10)  prende  la  forma 

f  {x)=aQ{x=OLf .  (aj-p)...(aj— 8) 

cioè  f{x)  è  uguale  ad  (x  —  a)**  moltiplicato  per  una  funzione 
intera  di  grado  n  —  p  in  x.  Cioè  si  dice  che  a  è  radice  mul- 
tipla di  grado  p  delV  equazione  f  (x)  =  0,  ovvero  che  f(x)=:0 
ha  p  radici  eguali  ad  a,  quando  il  primo  membro  f  (x)  è  di- 
visibile esattamente  per  la  potenza  (x  —  a)''. 

238.  Riassumendo  concludiamo  che:  se  l'equazione  f(x)=0 
di  grado  n  in  x  ha  t  radici  distinte  a^  0(2  ...  ot^  risp.  dei  gradi 
di  multiplicità  p^  ,  pg  ...  p^,  si  ha  identicamente 

f(x)=ao(x-ai)^(x-a2)^2(x-a3)P3...  (x-aJPj 
dove 

e  che  questa  decomposizione  di  x  non  si  puè  effettuare  in 
altro  modo. 

Contando  ogni  radice  dell'  equazione  f{x)  =  0  tante  volte 
come  radice  quanto  è  il  suo  grado  di  moltip licita  si  puè  dun- 
que anche  enunciare  il  teorema  che  ogni  equazione  digrado 
n  ammette  sempre  n  radici  eguali  0  distinte. 

239.  Chiuderemo  questo  §  con  un  importante  teorema  circa 
l'ordine  di  multiplicità  di  una  radice  qualunque  di  un'equa- 
zione f{x)  =  0. 

Se  nello  sviluppo  di  Taylor  (art.  96). 

poniamo  2  =  sc  —  a,Zi  =  oc,  esso  prende  la  forma: 

fio:)  =/(a)  +  {x-a)&-  +  {x-  af  -^  +  ...       (1 2) 
che  vale  qualunque  siano  i  valori  di  oj  e  di  a. 
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Se  ora  sapponiamo  che  il  numero  a  sia  radice  non  solo 
dell'equazione  /(as)=0,  ma  anche  della  sua  derivata  /'(a?)=:0, 
o  più  generalmente  di  un  certo  numero  di  derivate  cosicché 
si  abbia 

/(a)  =  0  ,  /'(a)  =  0 , ... ,/(»-"  (a)  =  0  ,  f'  (a)  J  0 
la  formola  (12)  diviene: 

/«=(.-.,f-^.<«-.)&....} 

dove  V  espressione  fra  parentesi  è  una  funzione  intera  di  a? 
del  grado  n  —  k.  Questa  identità  ci  dice  dunque  che  il  pri- 
mo membro  f{x)  deirequazione  proposta  è  divisibile  esatta- 
mente per  (aj— a)*,  d'onde  si  conclude  (art.  237J  che  a  è  una 
radice  multipla  di  grado  k  dell'  equazione  f{x)  =  0. 

240.  Passiamo  ora  a  dimostrare  che,  reciprocamente,  se  a 
è  radice  multipla  di  grado  k  dell'equazione  f(x)  =  0  ,  essa 
dovrà  altresì  essere  radice  delle  prime  A:  —  1  derivate.  In- 
fatti,  se  a  è  radice  doppia  di/(a?)=0,  dovrà  f{x)  essere 
divisibile  esattamente  per  (oj— a)^  Ma  essendo  /(a)=0,  la  (12) 
ci  dà 

come  quoziente  della  divisione  di  f(x)  per  (x—a),  onde  que- 
sto quoziente  deve  essere  ancora  divisibile  per  (as— a),  ossia, 
che  è  lo  stesso,  deve  annullarsi  per  a;  =  a.  Ciò  avviene  evi- 
dentemente sol  quando  sia/'(a)  =  0,  cioè  quando  a  sia  an- 
che radice  di  f'{x)  =  0.  Il  quoziente  di  f{x)  per  (x  —  a)*  è 
allora 

/"(a)     /'"(se),        ,      fHa)  ,        ,, 

nr -^  ir  (^-*) + ni^  (^-^>' + ••• 

Se  a  è  soltanto  radice  doppia  di  f{x)  =  0,  questo  quoziente 
non  sarà  più  divisibile  per  (ac-a);  ma  se  a  è  radice  tripla, 
esso  dovrà  ancora  esserlo ,  cioè  dovrà  annullarsi  se  in  esso 
facciamo  a?  =  a ,  e  ciò  richiede  che  sia  f^'ioi)  =  0.  Cosi  pro- 
cedendo si  vede  che,  se  a  è  radice  quadrupla,  dovrà  essere 
anche  f"\oL)  =  0  e  cosi  di  seguito. 
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Con  eludiamo  dunque  che  :  affinchè  una  certa  radice  a  di 
un*  equazione  f  (z)  =  0  sia  radice  multipla  di  ordine  k,  é  ne- 
cessario e  sufficiente  che  essa  sia  anche  radice  delle  prime 
k  —  1  equazioni  derivate 

f'{x)  =  0  ,  /"(x)  =  0  , ...  ,/(''-»)(x)  =  0.  (13) 

241.  Di  qui  segue  come  corollario  il  teorema  equivalente: 
affinchè  a  sia  radice  multipla  di  ordine  k  di  un*  equazione  ^ 
è  necessario  e  sufficiente  che  a  sia  anche  radice  multipla  di 
ordine  k— 1  della  sua  prima  derivata. 

Infatti ,  se  a  è  radice  multipla  di  ordine  k  di  f(x)  =  0, 
essa  soddisfa  per  il  teorema  dell'  art.  prec.  a  tutte  le  (13)  le 
quali ,  per  quello  stesso  teorema ,  ci  dicono  che  a  è  radice 
multipla  di  ordine  fc-1  di/'(a;)  =  0,  ecc. 

ITote  ed  Esercisi. 


1.  Nel  cap.  IV  (art.  194)  abbiamo  già  trovate  tutte  le  radici 
dell'equazione  binomia  x"— 1=0  per  »=1 ,2,8,4.  Verificare  quindi 
che  si  ha 

ed 

(x*  -  1)  =  (ac  -  l){x  —  i){x  +  l){x  +  i). 

2.  Verificare  che  1'  equazione  ar;*  —  8a?*  —  12x  +  40  =  0  è  soddis- 
fatta per  OS  =  2  mediante  la  regola  di  Bufiini.  Calcolare  quindi 
mediante  la  stessa  regola  i  coefficienti  i>o  i  Pi  ?  i'a  t  i^s  «  Pi  nelPiden- 
tità  : 

cc^-3ac*— 12a-i-40=(x-2)(pQCc*4-jPi5c3+ ,..  +P4) 

8.  Vi  sono  dei  problemi  geometrici ,  chiamati  talvolta  poriami  , 
per  i  quali  si  verifica  il  fatto  singolare  che  essi  non  ammettono 
in  generale  alcuna  soluzione  ;  affinchè  ne  ammettano  qualcuna  è 
necessario  che  i  dati  del  problema  soddisfino  a  certe  condizioni 
particolari,  ed  in  tal  caso  essi  ne  ammettono  sempre  un  numero 
infinito.  Cosi  ad  esempio  il  problema  di  costruire  un  triangolo  (o 
più  generalmente  un  poligono  di  n  lati }  inscritto  in  un  cerchio 
dato  e  circoscritto  ad  un  altro  non  ammette  in  generale  soluzio- 
ne; ma  se  esiste  un  triangolo  inscritto  in  un  cerchio  e  circoscritto 
ad  un  altro,  ne  esisteranno  infiniti  e  precisamente  ogni  punto  del 
primo  cerchio  si  potrà  assumere  come  vertice  di  un  triangolo  che 


L 
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soddisfa  al  problema.  La  spìd^aeione  adegnata  di  simili  paradossi 
geometrici  si  ha  appunto  nel  teorema  dimostrato  in  qnesto  §. 
LUnoognita  x  del  problema  geometrico  trattato  per  via  analitica 
dovrà  soddisfare  ad  un'equazione  algebrica  di  un  certo  grado  », 
le  cui  n  radici  darebbero  ordinariamente  le  n  possibili  soluzioni 
del  problema.  Nel  caso  del  porisma  si  verifica  però  il  fatto  che 
tale  equazione  di  grado  n  è  sempre  soddisfatta  dà  n  valori  spe- 
ciali i  quali,  se  soddisfano  il  problema  algebrico,  non  rappresen- 
tano però  che  soluzioni  improprie  del  problema  geometrico  (p.  es. 
triangoli  con  lati  sovrapposti);  onde  è  chiaro  che  il  problema  geo- 
metrico non  avrà  in  generale  vere  e  proprie  soluzioni.  Qualora 
però  esso  ne  abbia  una,  Tequazione  sopraddetta  avrà ,  oltre  le  n 
radici  corrispondenti  alle  soluzioni  improprie  ,  anche  una  nuova 
radice  e  quindi  un  numero  di  radici  superiore  al  suo  grado,  il  che 
è  assurdo  a  meno  che  Tequazione  sia  soddisfatta  identicamente. 
Ma  in  tal  caso  ogni  valore  x  soddisferà  alla  equazione  e  quindi 
anche  il  problema  geometrico  ammetterà  infinite  soluzioni. 

4.  Per  meglio  chiarire  l'importante  principio  sopra  esposto  pro- 
poniamoci di  dimostrare  che  non  esistono  triangoli  inscritti  in  una 
data  conica  0  e  circoscritti  ad  un'  altra  data  conica  p»  ovvero  ne  esi- 
stono infiniti. 

Preso  a  piacere  sulla  conica  C  un  punto  A  si  conduca  per  A 
una  tangente  alla  conica  F  fino  ad  incontrare  nuovamente  la  C 
in  B]  dal  punto  B  si  conduca  ora  la  seconda  tangente  alla  co- 
nica r  fino  ad  incontrare  nuovamente  C  nel  punto  Z>  e  da  Z)  la 

seconda  tangente  a  p  fino  ad  in- 
contrare  nuovamente  C  in  A'.  Af- 
finchè il  punto  A  fosse  il  verti- 
ce di  un  triangolo  che  risolvesse 
il  problema  converrebbe  che  co- 
incidesse con  A  Puno  o  V  altro 
dei  due  punti  A'  che  si  possono 
far  corrispondere  ad  A  nel  modo 
indicato.  Intanto,  poiché  ad  ogni 
punto  A  corrispondono  cosi  due 
punti  A'  e  reciprocamente,  i  pa- 
rametri >.  e  ).'  di  questi  due 
punti  (nella  rappresentazione  pa- 
rametrica  univoca  dei  punti  di  C) 
saranno  legati  da  una  relazione 
algebrica  di  2®  grado  cosi  ri- 
spetto a  X  che  rispetto  a  X'.  Fa- 
cendo in  tale  relazione  >.'  =  ),,  si  avrà  cosi  per  l'incognita  X  del 
problema  un'equazione  del  quarto  grado. 

Ora  una  semplice  ispezione  alla  figura  ci  fa  subito  vedere  che 
il  problema  geometrico  ammette  sempre  precisamente  quattro  so- 
luzioni improprie  corrispondenti  alle  quattro  tangenti  comuni  alle 
due  coniche.  Siano  B^^  B^^  B^^  B^  i  punti  nei  quali  queste  tan- 
genti comuni  toccano  la  (7  e  da  ogni  punto  B^  si  tiri  la  seconda 
tangente  a  p  che  incontri  nuovamente  C  in  A^.  Si  riconoscerà  su- 
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bito  che  il  triangolo  che  ha  un  vertice  in  A.  e  gli  altri  dne  in- 
finitamente vicini  sovrapposti  in  B^  è  una  soluzione  impropria 
del  problema,  poiché  prendendo  come  punto  di  partenza  il  punto 
A^  ,  uno  dei  suoi  due  corrispondenti  coincide  evidentemente  con 
A^  ,  coincidendo  in  tal  caso  D  con  B. 

Lasciamo  al  lettore  Tanaloga  determinazione  delle  quattro  so- 
luzioni improprie  per  il  problema  analogo  relativo  ad  un  poligo- 
no di  k  lati. 

5.  L'equazione  a?'*-12a;*-f 56a?*-126a?«-|-135a;-54=0  è  soddisfatta 
da  07=3.  Dimostrare,  mediante  Vesame  delle  derivate,  che  questa 
radice  è  tripla. 


§  5.0  —  Relazioni  fondamentali  fra  le  radici 
ed  1  coefficienti  di  un'  equazione. 

242.  Se  a,  ^,  if»  •••  >  ^  s^^^  1®  ^  radici  deirequazione: 

/•(x)  =  aj^  +  ^aj^-i  +i>2^^'  +  ...  +p^  =  0  (1> 

si  ha  identicamente,  come  si  è  visto  al  §  prec. 

f{x)  -  (a;-a)(cc-?)(cc-Y) ...  (sc-X).  (2) 

Sviluppando  ora  il  prodotto  nel  secondo  membro  ed  ordi- 
nando il  risultato  secondo  le  potenze  decrescenti  di  x  si 
trova: 

(02— a)(aj— g)(a;— y)  ...  (x— X)  =  as** 

-  (a  -f  ?  -f  Y  +  ...  4-  X)  cc^-i  (3) 

+  ... 

+  (-l)**  a^Y ...  X. 

come  risulta  dalla  formola  (4)  dell'art.  92  ponendo  in  essa: 

In  questo  sviluppo  il  coefficiente  di  x**  è  la  somma  dei 
prodotti  delle  a  ,  P  , ...  ,  X  combinate  k  a.  k  presa  col  segno 
-+-  o  —  secondochè  k  è  pari  o  dispari. 
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Il  secondo  membro  della  (3)  dovrà  dunque  coincidere  con 
la  funzione  intera  di  grado  n:  x**  -^  p^x**'^  +  ,..  -^-p^. 

Eguagliando  i  coefficienti  delle  potenze  simili  troviamo  cosi 
le  relazioni  seguenti: 

i>i  =  -  («  +  P  +  T  +  -  +  ^) 

i>3  =  -  («Pt  -^  «tS  +  -     ) 

1>4  =  +  (a?T8  +  ...  ) 


2>^  =  (-ir.aPY...X 

cioè:  se  un'  equazione  algebrica  di  grado  n  abbia  il  coefficiente 

di  X**  eguale  alV  unità,  *  la  somma  degli  [ ,  j   risultati  che  si 

ottengono  moltiplicando  le  n  radici  a  k  a  k  é  uguale  al  coef- 
ficiente di  X**"*,  preso  però  col  segno  ^  secondochè  k  è  dispari 
o  pari.  In  particolare  la  somma  delle  radici  sarà  uguale  al 
coefficiente  del  secondo  termine  preso  con  segno  contrario  ed 
il  prodotto  sarà  eguale  al  termine  noto  preso  col  segno  +  o 
—  secondochè  il  grado  n  dell'equazione  è  pari  ovvero  dispari. 

243.  Di  qui  si  deduce  che  è  sempre  facile  di  costruire  Te- 
quazione  che  ha  per  radici  certi  numeri  dati.  Cosi  p.  es.  vo- 
lendosi costruire  V  equazione   di  terzo  grado 

x^  +PiX^  +  p^x  +  JP3  =  0 
che  ha  per  radici  i  tre  numeri    1 ,  —  -,  2,  si  dovrà  prendere: 


Vi 


Pz 
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Si  trova  cosi  1'  equazione 

5  1 

cc'+- x*  +  -aj-f  1  =  0 

o    che  è  lo  stesso 

2aj«  -  5x2  +  a?  +  2  =  q^ 

244.  Le  relazioni  fra  le  radici  OL ,  ^ ,  y  ?  •**  >  ^  dell'equazione: 

F(x)  =  aoa2'*4-ai5c**"^a2t>;'*"*+  ...  +«^=0  (^) 

ed  i  coefficienti  Oq^  ^i  ì^2>  *••  f  anziché  per  mezzo  delle  fun- 
zioni simmetriche  cosi  dette  elementari: 

2a  ,  2a?  >  5aPT  »  - 

si  possono  anche  stabilire  in  modo  semplice  per  mezzo  delle 
somme  di  potenze  simili: 

;»!  =  a  +  P  +  T  +  -  +  ^ 

i^,  =  a2+P«+Y«+...  +  X2  (6) 

^3  =  a»+  p3+  f  +  ...  +  X3 


Per  trovare  le  relazioni  che  legano  i  coefficienti  aQ,aj,a2«" 
alle  8q,  Si,  82  —  partiamo  dall'  identità: 

^(35)=«o^**+ai5c**''Ha3Cc**~*+ ...  ■\-a^~aQ{x--a)(x-^){x— -{)... 

(x-X) 

che  derivata  rispetto  ad  x  ci  dà  (art.  223)  per  la  regola  della 
derivazione  di  un  prodotto: 

F\x)  =  noQx'"^  +  (n-  l)aiX*''^  +  ...  +a„.i 

_  F(x)      F(x)      F(x)  F(x) 

x-a      ce— p      a?— 7  a?— X 


*  Se  l'equazione  data  non  avesse  il  primo  coefSciente  Oq  eguale 
all'unità  basterebbe  dividerla  per  a^  ed  essa  prenderebbe  appunto 
la  forma  x*"  +  PiX^"^  +  ...  -\-Pn-0, 
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Ma  per  la  regola  di  Buffini  si  ha,  poiché  ^(a)=0: 

^^  =  aoa'»-i+(aoa+ai)aj'*"H(aoaHaia4-a2)«''"H... 
X — oc 

+(aoa*'"^+«ia'*'"*+-+«n-i) 
onde  sostituendo  in  (7)  si  ha  V  identità: 

+aoaj'*""^+(aoP+ai)aj'*-»-f(aog^+a|P+a2)£c**-34.„. 

+ 

ossia  raccogliendo  nel  secondo  membro  i  coefficienti  di  una 
stessa  potenza  di  ce  e  tenendo  presenti  le  (6): 

naf,x"''^'\-{n-'l)a^x^^^i-(n—2)a^^'^  4- ...  +  a^.i 

Eguagliando  ora  nei  due  membri  di  questa  identità  i  coef- 
iicienti  delle  potenze  omonime  di  x  si  trovano  le  relazioni: 

(w  —  l)ai  =  GqS^  +  na^ 

{n  —  2)a2  =  a^B^  +  a^S^^  4-  na,^ 

o  anche  portando  tutto  nel  secondo  membro: 
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ao^3+«i^2+«2^i  +3 .  03=0  (8) 

«o^«-i+«i^>»-i+«2^n-s+  -  +(n~l)a„.i=0. 

Queste  forinole  trovate  da  Gerard  sono  conosciute  ordina- 
riamente sotto  il  nome  di  formolo  di  Newton, 

245.  Se  l'equazione  di  cui  a  ,  f  ,  7  , ...  ,  X  sono  radici  sia 
stata  ridotta  (mediante  la  divisione  per  Oq)  alla  forma 

le  formole  (8)  prendono  la  forma  più  semplice 

^8+Pl^2+PA+3p3=0  (10) 


Sn-i-^PlSn^2+  ...  +(W-I)i>^.i=0 
^n-^Pl^n-1^  -  +JPn-A  +  '>-Pn=0. 


L'ultima  equazione  aggiunta  si  ottiene  direttamente  con- 
siderando che  per  essere  a  ,  p  ,...,  X  radici  dell'equazione  (10) 
si  ha: 

a'*+;?ia'*-Hi>2a**-2+  ...  +p^=0 

r+Pir-'+i>2r"' + ...  +Pn=o 


onde  sommando  membro  a  membro  si  ha  appunto 

Mediante  le  formole  (10),  dati  i  coefficienti  PiìP2)  ***  i  Pn 
si  calcoleranno  successivamente  i  valori  delle  S^,  S2  , ...  ,  S^ 
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cioè  dalla  prima  si  caverà  il  valore  di  8^  ;  sostituendo  poi 
questo  valore  nella  seconda  si  caverà  S2  ;  sostituendo  i  va- 
lori trovati  per  S^  ed  S^  nella  terza  si  caverà  S^  ,  e  cosi  di 
seguito. 

Reciprocamente,  date  le  radici  a  ,  p  ,  y  , ... ,  X  ,  si  conosce- 
ranno le  Si  y  821  •*• ,  S^  j  e  allora  le  formole  (10)  potranno 
servire  a  calcolare  successivamente  i  coefficienti pj  ,^2  , ... ,  j^^^. 
Si  trovano  cosi  le  espressioni  seguenti: 


Ss=-Pl^+^PlP2-^P3 
Sé=Pl^''WP2-^^PlP3 

-l-22?2^— 42?4  ecc. 


Pi^-^i 
-{-SS^^^Si^  ecc. 


In  queste  formole  vi  è  da  notare  che  Pespressione  di  una 
qualunque  somma  Sji  si  compone  di  termini  per  ciascuno  dei 
quali  la  somma  degli  indici  delle  p  è  costantemente  eguale 
a  A:  0 ,  come  si  suol  dire  brevemente ,  di  termini  che  sono 
tutti  di  peso  eguale  a  k.  Cioè  si  ha  un'  espressione  della 
forma: 

colla  condizione 

«1-1-2  •  ag-hSaj-l- ...  -hn  •  a„=A:. 

Ciò  è  una  conseguenza,  evidentemente,  del  fatto  che  in 
ogni  singola  formola  del  sistema  (10)  la  somma  degli  indici 
delle  S  e  delle  p  è  costante  ed  eguale  risp.  ad  1,  2,  3, ... 

Si  vede  pure  facilmente  che  il  numero  dei  fattorini  ,  p^f* 
che  entrano  in  ogni  termine  dell'espressione  di  Sj^  è  sempre 
eguale  o  inferiore  a  A:,  cosicché  Sji  sijpresenta  come  una  fun- 
zione intera  di  grado  k  nei  coefficienti  jo,  ìP2i  Pzi  •••  Conclu- 
diamo dunque  che  Sji  si  esprime  come  una  funzione  razio- 
nale intera  (a  coefficienti  numerici  interi)^  di  grado  k  e  ài 
peso  costante  k,  delle  variàbili  Pi ,  Pa  ,  ••• ,  p^^- 

246.  Se  moltiplichiamo  V  eguaglianza 
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che  esprime  essere  a  una  radice  deir  equazione  (4)  per  la 
potenza  intera  a^  si  avrà: 

onde,  sommando  membro  a  membro  questa  eguaglianza  colle 
eguaglianze  analoghe  che  sì  potrebbero  scirivere  per  le  altre 
radici  p  ,  7  ,  ... ,  X  ,  si  trova: 

Ponendo  ora  successivamente  ^  =  1^  2,  3, . . .  si  ha  cosi  la 
seguente  prosecuzione  delle  formole  (10): 


(10)' 


Esercisi 


1.  Costmire  P  equazione  di  4.o  grado  che  ha  per  radici  i  numeri 
1  +  i  ,  1  -  i  ,  2  ,  8. 

2.  Se  <>i  fAg, ...  «n  sono  le  n  radici  di  un'equazione  binomia 
a?'*— u4=0,  dimostrare  che 

Sh^OÌi^+^'ì^+  ...  +a^*^0 

per  k<n  e  che  S^^^nA  per  k  =  n.  Trovare  poi  il  valore  di  S.  per 
qualunque  valore  intero  e  positivo  di  k. 

3.  Applicando  al  sistema  delle  prime  k  equazioni  di  primo  gra- 
do (10)  dell'art.  245  fra  le  k  incognite  8^,821  ...  S^  la  risoluzione 
per  determinanti  mostrare  che  si  ottiene: 

1      1^1     P2     P3     "'Pk^i 

0        l        Pi      P2      '-Pli-2 

0       0       1      i?i     .•.  P*.3 


&  =  - 


0      0      0      0 


Pi 


Pi       2/>2    3j[>3    Ap^  ...   k  .|7fc 

Capelli. — Algebra  complementare. 


17 
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4.  Dimostrare  che  neW  espressione  generale  di  S  in  funzione  €li 
Pi  }  Pi  >  Ps  )  •**  ^  termini  di  grado  pari  hanno  tutti  un  coefficiente  nu- 
merico positivo  e  quelli  di  grado  dispari  un  coefficiente  numerico  ne- 
gativo. 

Dimostrare  poi,  mediante  la  verifica  a  posteriori  col  metodo  di 
induzione  da  fc  a  A;'-f  1,  che  V espressione  effettiva  di  S.  in  funzione 
di  Pt  7  Pg  )  •••  )  Pji  è  data  da: 

S(-l)         •  IVtVti'it^i     *«    **    *» 

[3l  L?2  l_?3  -  [^ 

Questa  formola  notevolissima  è  stata  trovata  da   Waring  *. 

5.  Dalla  regola  circa  i  segni  enunciata  sopra  dedurre  che  per 
l'è  inazione 

x'^^a^x^'-'-a^x''*^- ...  -a,  =0 

in  cui  le  a  sono  numeri  reali  positivi ,  le  somme   S^  ^  S^^  S^  ^  ,  ,  .  . 
hanno  pure  valori  tutti  reali  e  positivi. 

§  6.0  —  Delle  funzioni  simmetriche  delle  radici 
di  un'equazione  di  g^rado  n. 

247.  Dette  ancora  a,  p,  -^ , ... ,  X  le  ri  radici  deìV  equazione 
generale  di  grado  n: 

x''-^Pix'"'Hp^x''-^+  ...  -fi?„-ia;+/>,,=0 

chiameremo  per  brevità  somme  simmetriche   semplici  (  o  ad 
un  solo  indice)  le  somme 

considerate  nel  §  prec.  Chiameremo  poi  risp.  somme  doppie, 


*  Meditationes  algehraicai.  Ed.  Ili ,  Cfr.  Serret  :  Cours  d*  Algebre 
Siipérieure,  Paris  1887;  dove  è  riportata  una  dimostrazione  diretta 
dovuta  a  Lagrange  della  formola  di  Waring.  Una  dimostrazione 
diretta  molto  semplicfe  si  deduce  partendo  da  una  formola  nota 
del  calcolo][differenziale.  Vedi:  Gomes  Texeird:  Démonstration  d'une 
formule  de  Waring.  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques.  Ago- 
sto 1880. 
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triple  ecc.  (ovvero  a  due  tre  indici  ecc.)  le  somme  del  tipo 

dove  cioè  Sp  ^  q  indica  la  somma  degli  7i(n— 1)  termini  gene- 
ralmente distinti  che  si  ottengono  moltiplicando  la  potenza 
pma.  di  una  radice  qualunque  per  la  potenza  q^°^  di  un^altra 
radice;  cosi  Sp  q^r  ^^  somma  degli  n  (n  —  l)(n  —  2)  termini 
che  si  ottengono  moltiplicando  la  potenza  ^™*  di  una  qual- 
sivoglia radice  a  per  la  potenza  gma  di  una  qualsivoglia  ra- 
dice p  diversa  dalle  a  e  per  la  potenza  7"»*  di  una  qualsi- 
voglia radice  7  diversa  da  a  e  da  P,  ecc. 

Cosi,  ad  esempio,^ per  n=3  si  avrà,  dette  oe,  p,  ^  le  tre  ra- 
dici dell'equazione: 

Sp ,  ,=:aPp^+a«gP-f  aV+/a«+?  V+?^T^ 
e  in  particolare 

similmente: 

e  in  particolare: 

Sp  p,p=6-aP?Y. 

248.  Una  somma  simmetrica  multipla  si  può  sempre  espri- 
Tìiere  in  funzione  razionale  intera^  a  coefficienti  numerici  in- 
teri^ delle  somme  semplici  Sj  ,  Sg  ,  S3  ... 

Cominciamo  infatti  dal  considerare  le  somme  doppie  Sp  ^. 
Poiché: 

;^p  =  aP+pP-f-T^-h  ... +X^ 

si  deduce: 

Sp'Sq  =  (aP+f^-f7^+...)(a^+fHT^+...)  =  a^^^+^^^+'^-f  ...+X^^« 
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cioè 

P  ^  ^  —  ^p+q  "^  ^p}q 

e  di  qui  si  cava: 

onde  8i  vede  che  la  somma   doppia  fSp^q  si  esprime  colle 
somme  semplici  Sp  ^  Sq  ^  Sp^q  nel  modo  indicato-. 

249,  Venendo  ora  alle  somme  triple  Sp^^^^,  partiamo  si- 
milmente daireguaglianza: 

Eacendo  lo  sviluppo  del  prodotto  dei  due  polinomi  del  se- 
condo membro  si  otterranno  dei  termini  che  appartengono 
air  uno  o  air  altro  dei  tre  tipi  distinti  seguenti: 

l.o)  termini  del  tipo  a^^^y  che  si  ottengono  moltipli- 
cando un  termine  qualunque  a^p*  del  primo  polinomio  per 
un  termine  7''  del  secondo  comprendente  una  radice  diversa 
da  a  e  da  ^. 

L' insieme  di  tutti  questi  termini  ci  dà  evidentemente  la 
somma  tripla  Spq^y.. 

2.0)  termini  deì  tipo  a^"^**^^  che  si  ottengono  moltipli- 
cando un  termine  qualunque  a^f*  del  primo  fattore  per  il 
termine  a'*  del  secondo  che  contiene  la  stessa  radice  che  sta 
sotto  r  esponente  p  del  primo  fattore.  L' insieme  di  questi 
termini  ci  dà  evidentemente  la  somma  doppia  Sp^,.  g, 

3.0)  termini  del  tipo  a^p'"*"^  che  si  ottengono  moltipli- 
cando un  termine  qualunque  a^p^  del  primo  polinomio  per 
il  termine  ^^  del  secondo.  La  somma  di  questi  termini  si 
vede  similmente  essere  Sp„^y.^ 

Il  prodotto  dei  due  polinomi  sarà  dunque  eguale  ad 
'%,q.r-^^p+r,q  +  ^p,q^ri  ^udc  la  (a)  cì  dà: 

e  di  qui  si  deduce  ora 

Questa    formola    ci .  esprime    la  somma    tripla   Sp  q  y.  per 
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mezzo  di  somme  doppie  e  di  somme  semplici.  Se  dunque  so- 
stituiamo in  luogo  delle  somme  doppie ,  le  loro  espressioni 
gìk  trovate: 

P»  ?+'*  ^  ^p^q-{-r  "■  ^p-^q+r 

Otteniamo  appunto  la  seguente  espressione  di  Sp^^^^  in  fun- 
zione delle  somme  semplici: 

250.  Ed  ora  si  potrà  procedere  in  modo  aiTatto  analogo  per 
calcolare  la  somma  quadrupla  f^pq^^.s' 
Cioè,  partendo  dall'  eguaglianza: 

si  dedurrà  primieramente 

^p,q  ,  r^s  ^  ^P,q  ,r,s  "^  "p+s  ,  7 ,  r  "f"  ^p ,  q+s  ,  r  +  ^p  ,  g  ,  r-|-« 

d'onde  si  conclude  che  Sp  q  ^  ^  sì  esprime  per  mezzo  di  som- 
me con  tre  indici  e  di  somme  semplici,  onde  sostituendo  per 
le  somme  con  tre  ìndici  le  espressioni  già  trovate  si  avrà 
appunto  un'espressione  della  forma  voluta  di  Spq^^^^  in 
funzione  delle  somme  semplici. 

E  cosi  procedendo  si  stabilirà  il  teorema  per  qualsiasi  som- 
ma^ multipla. 

È  importante  di  notare  che  in  tutte  le  eguaglianze  scritte 
la  somma  di  tutti  gli  indici  delle  S  in  ogni  termine  del  pri- 
mo 0  del  secondo  membro  di  una  stessa  eguaglianza  è  costante. 
Di  qui  segue  che  anche  T espressione  finale  di  una  somma 
multipla  qualunque 

Sp^q  ,,,3  ...  =  2  ^  •  S,\8,^^8,^*8^^. ... 

si  comporrà  di  termini  tutti  dello  stesso  peso  p  +  q-\-ri  s ... 
cioè  si  avrà  in  ogni  termine 

ai-|-2a2+3Gt3+4(3f4H- ...  =p+q'\-r-{-8+  ... 
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251.  Le  somme  semplici,  doppie,  triple^ ...  finora  conside- 
rate sono  funzioni  cosi  dette  simmetriche  delle  n  radici 
a  ,  p  ,  Y  ,  ...  ,  X  ,  poiché  dalla  loro  definizione  emerge  chia- 
ramente che  il  valore  di  una  qualunque  di  tali  funzioni  non 
si  altera  se  in  luogo  di  una  radice  (  p.  es.  di  a  )  si  scriva 
dappertutto  p.  es.  la  radice  ^  ed  in  luogo  di  ^  la  a,  e  quindi 
non  si  altera  neanche  se  nella  sua  espressione  si  eseguisce 
una  sostituzione  qualunque  (V.  Gap.  II.  §  2;  fra  le  n  radici 

In  generale  si  dice  che  una  funzione  F(x,^  ì^2i^s  •••  ^n) 
di  n  variabili  x^  >  ^2  >  ^3  ^  •••  1  ^n  ^  ^^^  funzione  simmetrica 
di  queste  variabili,  quando  essa  non  cambi  di  valore  scam- 
biando fra  di  loro  in  un  modo  qualunque  i  suoi  argomenti. 
Cosicché  se  x^ ,  x^ , ... ,  X;  è  una  permutazione  qualunque  delle 

n  variabili  a?^  ,  a;^  ,  •••  ,  x,^,  si  abbia  sempre 

252.  Tra  le  funzioni  simmetriche  delle  a,  ^,  ^  >  ••• ,  ^  hanno 
per  noi  speciale  importanza  quelle  cosi  dette  razionali  in- 
tere  cioè  (V.  Introduzione)  quelle  della  forma: 

Pi    Pi    Pi         V 

Per  tali  funzioni  si  ha  ora  facilmente  dalle  cose  già  dimo- 
strate il  seguente  teorema  fondamentale: 

Teorema.  —  Se  F(a,  p,  7  ,  ... ,  X)  è  una  funzione  razionale 
intera  e  simmetrica  delle  n  radici  a,  p,  ^  >  —  »  X  delV  equazione 
generale  di  grado  n: 

x^*+PiX**-i+P2X^-24- ...  +p^=0 

essa  si  può  esprimere  in  funzione  razionale  intera  (a  coeffi- 
cienti numerici  conosciuti)  dei  coefficienti  Pi ,  P2  ?  •••  iPn* 

P,     *>j    i»8 

Infatti,  se  -4  •  a  p  7  sia  p.  es.  un  termine  qualunque  di 
Ii\oij  P,  7 ,  ... ,  X),  essendo  F  per  supposto  una  funzione  sim- 
metrica delle  a,  P  ,  .... ,  si  dovranno  trovare  fra  gli  altri  ter- 
mini distinti  di  F  tutti  quei  termini  distinti  che  si  deduco- 
no da  questo  permutando  in  un  modo  qualunque  \e  tre  ra- 
dici a,  ^,  7  fra  di  loro  e  colle  rimanenti  0 ,  ... ,  X.  In  altre  pa- 
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role  P  insieme  di  tutti  quei  termini  di  F  che  contengono  tre  ra- 
dici elevate  agli  esponenti  Pi  ,  p2  ì  Pz  altro  non  sarà  ,  fatta 
astrazione  da  un  coefficiente  numerico  conosciuto,  che  la  som- 
ma tripla  Sp  p  p  ,  Cancellati  per  un  momento  tutti  que- 
sti termini,  i  quali  già  costituiscono  una  funzione  simmetri- 
ca, ciò  che  resta  sarà  evidentemente  una  funzione  simmetrica 
intera  da  cui  si  potrà  similmente  separare  una  certa  somma 
multipla  Spq  ^...  moltiplicata  per  un  coefficiente  numerico 
conosciuto.  Cosi  procedendo  si  conclude  evidentemente  che 
l'intiera  funzione  F  non  è  che  una  somma  di  somme  multi- 
ple Spq  ^  ...  moltiplicate  per  coefficienti  numerici  conosciuti. 
Ma  ogni  somma  multipla  può  esprimersi,  come  sappiamo,  per 
mezzo  di  somme  semplici  S^  j  S2 ,  ... ,  e  queste  possono  espri- 
mersi, come  si  è  visto  al  §  prec,  in  funzione  intera  a  coef- 
ficienti numerici  interi  delle  Pi  ,P2i  •••  >  Pn*  Q^iii^di  è  chiaro 
che  r  intiera  funzione  F(aL,  p , ... ,  a)  si  potrà  appunto  espri- 
mere in  funzione  razionale  intera  conosciuta  dei  coefficienti 
Pi  ì  P2  1  —  »  Pn  ^®^^'  equazione  c.d.d. 

253.  Esempio.  —  Sia  l'equazione  generale  di  4.o  grado 

.  x^+PiX^-i-p^x^i-p^xi-p^^O 

le  cui  radici  siano  a,  ^,  Y,  0,  e  proponiamoci  di  calcolare  la 
funzione  delle  radici 

F=(a?.|-78)(aY+:i8)(aS+?-r) 

che  facilmente  si  riconosce   essere   simmetrica»    Svolgendo  i 
prodotti  si  trova: 

F=  j  a3?70+^3Qt^o-hv3a?2+83agv  i 

cioè  si  può  scrivere: 

^""^•^3,1,1,1+  g.-'S'a, 2,2- 

Ora  si  ha  per  la  formola  (3): 

^i ,  2 , 2—^2^—^^^  S.J + 2Sq    . 
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cosicché  potrà  calcolarsene  il  valore  colle  forinole  di  Newton 
in  funzione  di  Pi  ì  P2  ì  P3  ì  Pa»  Quanto  ad  /S'g  ^^^  ^ ,  si  potreb- 
be farne  il  calcolo  col  metodo  generale,  ma  si  giunge  invece 
subito  al  risultato  osservando  che 

Ma,  per  le  prime  relazioni  già  trovate  fra  radici  e  coeffi- 
cienti, si  ha 

onde 

254.  >Sfe  a  ,  ^  ,  Y  >  —  >  ^  sono  le  n  radici  delV equazione: 

x'*+aix"-i+a^x*'~2_|.  _  +a^=0 

€  <l>(p ,  Y  , ... ,  X)  una  funzione  intera  e  simmetrica  delle  n — 1 
radici  f ,  Y  )  •••  ;  ^1  ^**^  *^  potrà  sempre  esprimere  come  una 
funzione  razionale  intera  (a  coefficienti  numerici  cono  scuti  ) 
delV  altra  radice  ol  e  dei  coefficienti  a^  ,  a^  ,  ...  ,  a„. 

Infatti,  dividendo  il  primo  membro  dell'  equazione  prece- 
dente per  (aj— a)  si  vede,  per  la  regola  di  Ruffini  (art.  234) 
che  p  ,  Y  »  •••  >  ^  ^^^^  1®  radici  deir  equazione  di  grado  n— 1: 

x""-^  -h(a4-aiK*-2  ^  (^2_^^^<x-fa3)cc'*-2^  ...  =0.  (1) 

Ma,  per  il  teorema  dell'art.  252,  essendo  F{J^  »  Y  7  •••  ^)  ^*^* 
funzione  simmetrica  delle  n  —  1  radici  di  questa  equazione , 
fssa  si  potrà  esprimere  nel  solito  modo  per  mezzo  dei  coef- 
ficienti 

a+^i  ,  o?-\-a-^ct.-{-a2  ,  ••• 
cioè  appunto,  in  ultima  analisi,  in  funzione  intera  di  a  e  di 

255.  Più  generalmente  si  ha  che:  Se  Cf-^y  0L2  7  •••  >  ^h  sono  k 
delle  n  radici  dell'equazione 

x^-ha^x^-^ag^-^-f ...  -ha^=0 
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€  $(aj ,  a2*"  *ft  )  ^  "**^  funzione  intera  e  simmetrica  di 
otj  ,  0^2  >  •••  j  ^fe  >  e«5a  si  potrà  sempre  esprimere  in  funzione 
intera  {a  coefficienti  numerici  conosciuti)  delle  n— k  rimanenti 
radici  e  dei  coefficienti  a^  ,  a2  , ... ,  a^. 

Siano  infatti  a  ,  ^  ,  7,  ... ,  5  le  rimanenti  radici.  Dividendo 
il  primo  membro  della  (1)  per  ac— ^3,  poi  il  risultato  per  x-^ 
e  cosi  di  seguito  fino  a  dividere  per  a?  —  8  si  otterrà  un'  e- 
quazione  di  grado  k ,  i  cui  coefficienti  sono  funzioni  intere 
conosciute  di  a,  p,  y  »  •••  ?  ^  7  c^®  avrà  appunto  per  radici  le 

Onde  ^{oii ,  a^  >  •••  ?  ^4)  ^^  esprimerà,  come  sopra,  coi  coef- 
ficienti di  quest'ultima  equazione.  Quindi  ecc. 

256.  Di  qui  si  deduce  ora  facilmente  il  seguente: 
Teorema.  —  Ogni  funzione   razionale  di  k   d^lle  n  radici 
delVequazione 

hì  può  anche  esprimere  come  funzione  intera  conosciuta  delle 
stesse  k  radici. 
Sia  infatti  p.  es. 

^  "^'  "^     <)/(a,  p,  Y) 

lina  funzione  razionale  intera  data  di  tre  radici  a,  P,  Y  (®  e 
*h  denotando  due  funzioni  intere^ 

Moltiplicando  il  numeratore  e  il  denominatore  del  secondo 
membro  per  tutte  le  funzioni  i^^{cf. ,  f  ,  7)  »  ^aC*  7  ?  ?  T)^  —  ^^® 
si  ottengono  sostituendo  in  ^(ol  ,  ^  ,  y)  in  luogo  di  a,  p,  Y  "^^ 
qualunque  delle  altre  n(n  — l)(w- 2)  — 1  disposizioni  delle  n 
radici  3  a  3,  il  denominatore  diverrà  evidentemente  una  fun- 
zione simmetrica  di  tutte  le  radici  e  sarà  quindi  conosciuto. 
Quanto  al  numeratore  esso  sarà  una  funzione  intera  di  tutte 
le  radici  a,p,Y,5,''«  e  sarà  inoltre  simmetrico  rispetto  al 
gruppo  delle  rimanenti  w— 3  radici  6,...  ,X,  cosicché  pel  teo- 
rema precedente  si  esprimerà  in  funzione  intera  conosciuta 
delle  sole  a,  p,  y- 
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Esercisi. 

1.  Dimostrare  che 

2.  Calcolare  la  funzione  simmetrica 


1  1  1 

+  + 


a+?     a+T     P+T 

delle  tre  i^adici  ^j  fiy  "i  dell'equazione  x^  -{-p^x^i-p^x-^p^—O. 

1  \/~B  1 

3.  Essenda  e  = ^  +  * (cfr.  art.  194)  esprimere   m 

funzione  intera  di  e  con  coefficienti  razionali. 

4.  Se  «1 ,  Aj , ...  ,  «.^  sono  le  radici  di  /(a5)=0  si  ha: 

11  1 

+  r7T-v  +  .  . .  4-   ...     s  =  0. 


§  7.^  —  Discriminante  di  un*  equazione. 

257.  Si  chiama  discriminante  dell'  equazione  generale 

x^*+Pia?^-^+P2^"-2+  ...  +i?«.ix+l>,,=0  (l) 

una  certa  funzione  razionale  intera  dei  coefficienti ,  che  in- 
dicheremo con  1  j  che  eguagliata  a  zero  esprime  la  condi- 
zione necessaria  e  sufficiente  cui  debbono  soddisfare  i  coef- 
ficienti Pi  j  P2  1  •••  f  Pn  affinchè  l'equazione  (1)  abbia  almeno 
una  radice  multipla,  cioè  almeno  due  radici  eguali. 

Così,  ad  esempio,  per  l'equazione  generale  di  secondo  grado 

ax^  +  òx  +  e  =  0 

si  ha  la  funzione  intera  dei  coefficienti:  6^  -—  4ac  la  quale  si 
annulla  semprechè  l'equazione  abbia  le  sue  due  radici  eguali 
e  soltanto  in  questo  caso,  come  è  facile  verificare  sostituen- 
do in  luogo  dei  coefficienti  le  loro  espressioni  formate  con  le 
due  radici  eguali. 
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258.  Per  trovare  in  generale  la  funzione  1  che  soddisfa 
alle  proprietà  volute  indichiamo  per  un  momento  con 
OL^  1  0L2  ,  oLq  ,  ...  ,  a^  le  w  radici  (incognite)  dell'  equazione  (1) 
e  consideriamo  il  prodotto: 

A  =  (a^  -  ffi)2(a3  -  a^y ...  (a,,  -  a^^ 
X  («3  -  «2)^ ...  (a,,  -  cL^y ... 

dei  quadrati  delle  — — ^  diiferenze  delle  n  radici  combinate 

due  a  due.  Questa  funzione  delle  radici,  che  possiamo  anche 
designare  più  brevemente  cosi: 


[A"^-"'] 


A  =  n{aj  -  a,y  =  |-  n  («,  -  a,)y ,  (2) 


è  evidentemente  una  funzione  simmetrica  delle  oi^jOi.^,"*,'^-,^ 
poiché  scambiando  fra  loro  queste  radici  il  prodotto  Il(aj— a^) 
potrebbe  al  più  cambiare  di  segno  onde  il  suo  quadrato  re- 
sterà inalterato.  Per  il  teorema  dell'art.  252  si  avrà  dunque; 

indicando  con  /  una  funzione  intera  a  coefficienti  numerici 
conosciuti. 


259.  Ciò  premesso  è  facile  ora  di  riconoscere  che  la  fun- 
zione intera  X  così  definita  dei  coejfflci etiti  Pi  ?  P2  >  •••  ?  P«  ^^^" 
l'equazione  (1)  si  annulla  tutte  le  volte  che  l'equazione  (1)  ab- 
bia almeno  due  radici  eguali  e  soltanto  in  questo  caso;  cosic- 
ché questa  funzione  1  si  può  ritenere  come  il  discriminante 
dell'equazione  (l). 

Infatti  poiché  : 

A  =  rn(«/-a,)-|« 

è  evidente  che ,  se  una  certa  radice  p.  es.  (Xj  coincide  con 
una  certa  altra  radice  p.  es.  a^ ,  si  avrà  a^  —  a,  =  0  e  quindi 
A  =  0.  Reciprocamente,  se  sia  i  =  0,   si  avrà: 

Il  (a:  -  «i)  =  0 


onde  almeno  uno  degli 
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.  w(n— 1) 


fattori   di   cui   si  compone  il 


primo  membro  dovrà  essere  nullo.  Sarà  dunque  p.  esempio 
(Xj  —  «j-  =  0,  onde  olj  —  a^  ;  cioè  l'equazione  avrà  almeno  que- 
ste due  radici  eguali.  Si  vede  dunque  che  1  =  0  è  la  condi- 
zione necessaria  e  sufficiente  perchè  l'equazione  abbia  radici 
eguali. 


260.  Per  giungere  all'  espressione  efifettiva  di  A  in  i 
zione  dei  coefficienti  i?i ,  l>2  >  *  *  *  ì  Pn  ricordiamo  che  si 
(art.  155). 


fun- 


n(a/-«i)  = 


onde  si  può  scrivere: 


a, 


a 


2 


a 


3 


...  1 


...  OL 


n 


«i'     «a' 


a 


8 


...  OL 


i 


n 


A  = 


Applichiamo  ora  la  regola  generale  per  formare  il  prodotto 
di  due  determinanti  (nel  nostro  caso  eguali)  espressa  dalla 
f or  mola: 


^11   ^12  •  •  •  *hn 


^21    ^22  •  •  •   ^ 


2n 


^n\  ^n2  •  •  •  ^nn 


^11    ^12  •  •  •  \n 
^21    ^22   *  •  •  ^2/* 


^n\    ^n2  •  *■  '  ^nn 


^11    ^12  •  •  •  ^1» 


^21    ^22  •   •   •  C 


%n 


^nl  ^«2  •  •  •  C 


V 


nn 


in  cui 


Ci,lc=«tl^ftl+«t2^fc2^  -  +««An- 


*  Anticipiamo  per  ora  il  semplice    enunciato   di   questa  regol» 
tliB  dimostreremo  più  tardi  (Cap.  VII,  §  2*»). 
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Nel  nostro  caso  gli  elementi  a^^  j<^:2ì  **•  ^<n  ^^^^'  ^^^  linea 
orizzontale  del  primo  determinante  sono  dati  da: 


'•1    a  *~i  a  '"1 


e  quelli  della  A;"**  orizzontale  del  secondo  da 


ti    ^^    fi  ^"^  fi  ^^^ 


onde  si  ha  per  il  terzo  determinante: 


«.^  *-»-«--2_L.«  *+*-2 


ca=«i 


-|-a2*-'*-*+  ...  +a,,*+*-^->^,+i. 


2 


indicando  al  solito  con  8^  la  somma  delle  potenze  pi™»  delle 
radici  dell'  equazione  (1).  Si  trova  cosi  per  1  la  seguente 
espressione: 


i  = 


^0     Si     S2     ...  S^_i 


St 


^t     ^s 


...   ^,. 


n 


S2      S^      S^       ...  S^ 


/*4-l 


^n-l'^/».    '^n+l  •••  ^2n-2 


(3) 


che  si  potrà  esprimere  coi  coefficienti  p^  ^  p^  ...  p^  sostituendo 
in  luogo  delle  somme  semplici   8»    le  loro  espressioni ,  date 
dalle  formole  di  Newton ,  per  mezzo  dei  coefficienti  dell'  e- 
quazione  proposta. 
261.  Esempio.  —  Per  l'equazione  generale  di  3^  grado: 


x^^-p^x^^-p^x  +J!?3=0 


si  ha  in  particolare: 


A  = 


3     ^1    82 
Si  82   8^ 

82  8^  84^ 


3  -   Pi  Pi^-  2P2 

2pi      -2/72       PiP2-^Pb 

Pi        —  3jP3         PlPz 


come  si  trova  subito  aggiungendo  ad  ogni  orizzontale  le  pre- 
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cedenti  moltiplicate  risp.  per  Pi  Q  P2  e  teneodo  presenti  le 
forinole  di  Newton. 


Esercisi. 

1.  Per  Vequazione  di  terzo  grado  della  forma 

il  discriminante  <l  ha  Tespressione: 

2.  Per  l'equazione  generale  del  4»  grado: 

si  trova  il  discriminante: 

A=16  [(c-46d+3c2)3-27(cc+26cd-eZ2-€62-  c^l 

3.  Si  dimostri  che  il  discriminante  dell'equazione /(a?)=0  si  può 
esprimere  mediante  il  prodotto  /'(*)  ./'(p) .../'().),  essendo  a,  p, ... ,  /. 
le  radici  di  /■(x)=0,  (cfr,  art.  240). 

§  8.0  —  Della  eliminazione  dei  radicali 
dalle  equasioni  algebriche. 

262.  Si  chiameranno  espressioni  radica-razionali  0,  più  bre- 
vemente, radicali  quelle  espressioni  che  si  ottengono  ope- 
rando-sopra certe  quantità,  che  si  considerano  come  già  date, 
con  le  quattro  operazioni  fondamentali  e  con  T  estrazione  di 
radice  ad  indice  intero  e  positivo. 

Fra  queste  le  più  semplici  sono  quelle  nelle  quali  Testra- 
zione  di  radice  viene  eseguita  una  sola  volta.  Il  tipo  più  ge- 
nerale di  quest'  ultime  espressioni  è  evidentemente  il  se- 
guente: 

dove  le  ^ ,  a^, ,  aj  , ... ,  &q ,  ò^ ,...  s^intendono  dedotte  dalle  quan- 
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tità  già  date  mediante  le  sole  prime  quattro  operazioni  fon- 


m 


damentali,  e  dove  il  simbolo  radicale  V  A ,  che  sarebbe  per  se 
stesso  suscettibile  di  m  interpretazioni  diverse  (art.  190),  deve 
essere  interpretato  nello  stesso  modo,  ossia  deve  rappresen- 
tare lo  stesso  valore  numerico  ,  in  ogni  parte  dell'  espres- 
sione. È  importante  di  notare  che,  pur  contenendo  la  espres- 
sione (1)  piii  volte  il  segno  di  radicale,  ciò  nondimeno  deve 
dirsi,  nel  senso  ora  spiegato,  che  essa  contiene  una  sola  volta 
l'operazione  di  estrazione  di  radice  o,  meglio,  che  essa  con- 
tiene un  solo  radicale. 

Nella  espressione  (1)  i  numeri  k  e  k  sì  suppongono  natu- 
ralmente interi  e  positivi^  essendo  ciò  evidentemente  sempre 
lecito.  Perciò  l'espressione  stessa  si  presenta  come  il  quo- 
ziente di  due  espressioni  radicali  che  si  possono  chiamare 
intere  rispetto  ali'  unico  radicale  che  contengono. 

263.  Senssa  mutare  il  valore  ed  il  significato  preciso  del- 
V  espressione  (1)  si  può  sempre  trasformarla  in  im  altra  espres- 

sione  consimile,  che  sia  però  intera  rispetto  al  radicale  \f  A  j 
e  di  grado  non  superiore  adm  —  1» 

E  questa  una  conseguenza  del  teorema  dimostrato  al  §  G 
(art.  256),  anzi  si  può  dire  che  è  quello  stesso  teorema  enun- 
ciato per  il  caso  in  cui  l'equazione  fondamentale  sia  sempli- 
cemente l'equazione  binomia 

aj*«-^  =  0.  (2) 

Siano  infatti,   T,  2\  ,  T'j , ... ,  3r^_i  le  m  radici   di    questa 

m 

equazione,  indicando  con  T  quel  valore  ài  "J  A  che  si  vuol 
considerare  nella  espressione  (1).  Per  la  regola  di  Ruffini  le 
^lì'^iì  •••  >^m-i  s^^^  °®^  nostro  caso  le  radici  deirequazione: 

Se  dunque  poniamo  per  brevità: 

9(x)  ^  OqX^  -{-  a^x^'"^  +  ...  +  af^^^x  -f-  af^ 
ij{x)  =  h^x^  +  \x^'^  4-  ...  +  \_^x  +  &fc 

il  valore,  che  designeremo  con  X,  dell'espressione  (1)  si  può 
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rappresentare  come  segue: 

<P(r)-<Kr)<Kri)<!'(n)...«Kr„-i)  "^  ^ 

dove  il  prodotto  ^(2\)cp(7\).,.4(r^^_i),  essendo  una  funzione  sim- 
metrica intera  delle  radici  di  (3),  si  esprimerà  (art.  252)  con 
una  funzione  razionale  intera  di  Te  dei  coefficienti  Òq  ,  &i ,...  ,6^, 
nel  mentre  che  il  denominatore,  che  è  una  funzione  simmetrica 
intera  di  tutte  le  radici  della  (2),  si  esprimerà  con  una  fun- 
zione intera  di  ^  e  delle  «o  »  ^i  >  •••  >  ^n'  ^^  nuova  espressione 
di  X  riuscirà  dunque  evidentemente  intera  rispetto  a  T.  Il 
suo  grado  si  potrà  poi  sempre  abbassare  ad  w  —  1  ,  poiché 
dalle  (2)  si  ha: 

r"'"  =  A  ,  T""-^^  =  AT,  T'''+^  =  AT^, ...  (5) 

264.  Il  metodo  generale  esposto  al  §  6  per  il  calcolo  delle 
funzioni  simmetriche  delle  radici  di  un'  equazione  subisce 
nel  caso  attuale  delle  notevoli  semplificazioni.  Posto  infatti 

S^=T^-{'  T^^  -h  r/  4-  ...  +  tJ  (6) 

le  formole  di  Newton  (art.  244)  applicate  all'equazione  (2)  ci 
danno  evidentemente: 

^1  =  0  ,  /S',  =0  ,  ...  ,  8^_^  =0,S^  =  m'A. 
Dalla  (2)  si  ha  poi: 

rp  m+X  — .   J  T»  X 

e  quindi 

5  7;.*"+^  =.  A  2  T,^ 

cioè 

onde  emerge  chiaramente  che  8„  è  uguale  a  zero  tutte  le  volte 

che  [Ji  non  sia  un  multiplo  di  m,  e  se  |Ji=m«m'  si  ha  S^^—A*^'. 

Corrispondentemente  a  ciò  si  avrà  per   le  somme  multiple 
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Sp ^q  ,  Spq^y,  ... ,  nell'ipotesi  che  gli  indici p  ,  q  y  r ,  ,„  siano 
tutti  inferiori  ad  m: 

or  _____  or 

(7) 

ecc. 

265.  Supponiamo  p.  es.  m  =  3,  onde  potremo  prendere  X 
sotto  la  forma: 

3  2  3        \ 

poiché  se  i  gradi  di  ^  ,  A;  fossero  superiori  a  2,  si  ridurreb- 
bero immediatamente  al  valore  2  mediante  le  (5). 

Per  il  denominatore  della  nuova  espressione  di  X  si  trova 
con  breve  riflessione: 

+b^b^»[T+...]T2\T^+b^b^\T^+...]+bi^TT^T^+b^%]TT,+...\ 
Ma  si  ha  immediatamente  dalla  forma  della  (2): 

Quindi: 

^iT)^iT,)^(T,)=b,»AHbo\8,  ;i+b,b,bA ,  1+61M+6,» 

cioè  per  le  (7): 

^ir)-^{T^yifiT,)=b,^A'-b,\8,-bAb,S,+b,U+b,' 

=^b^^A^-  Sb^b^b^A+biU+b./. 
CArBLLi  —  Àlgebra  eomplementare.  18 


2 
'2 
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8i  ha  poi: 

4'(^l)'K^2)=V[^1^2]'+Ml[^l-l-^2l^l^2  +  V2[^l'+^2'] 

+  V^1^2  +  ^A[^l+^2]+V 

onde,  essendo   7\  ,  T^  le  radici  di: 
si  ha  subito: 

La  nuova  espressione  di  X  è  dunque: 
^  ^  K r^4-a^ T^aAih^-W) T^HW^-^h) T^h'-b^b,A] 

Posto  per  brevità: 

e  riducendo  ulteriormente  il  numeratore  mediante  la  relazione 
T^::=A  fino  ad  abbassarne  il  grado  al  disotto  di  3  ,  si  trova 
finalmente:  X  = 

2  l 

6t)M2-36o&i&2^+V^+V 

266.  Supponiamo  ora  che  Tespressione  radico-razionale  X 
contenga  un  numero  qualunque,  X,  di  radicali  distinti,  o  che 
8Ì  vogliano  considerare  come  tali.  Cioè  si  potranno  conside- 
rare come  distinti  due  radicali  aventi  egual  valore,  quando 
si  presentino  sotto  forme  differenti  che  non  siano  manifesta- 
mente equivalenti.  Come  anche  si  potrebbero  considerare  come 
distinti  due  radicali  perfettamente  identici  nella  loro  espres- 
sione algoritmica,  ma  per  i  quali  sia  convenuta  una  diversa 

interpretazione  del  loro  valore.  Cosi,  ad  esempio,  il  radicale, 
3 

sJA ,  in  cui  il   è  un  numero   reale ,  potrebbe  avere  in    una 
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parte  deirespressione  il  significato  di  un  numero  reale  I  (ra- 
dice cubica  aritmetica  di  A)  ed  in  un'altra  parte  il  signifi- 
cato di  :  (  —  -  +  i  \/3  )  /.  In  tal  caso  lo  stesso  algoritmo  V  A 
ci  darà  due  radicali  distinti,  a  meno   che  non   si  preferisca 

di  lasciare  in  quella  prima  parte  dell'  espressione  n/-<4.   e   di 

sostituire  nella  seconda  in  luogo  di  ^}A  il  prodotto  :  ( j- 

\    3 3 

-{■  i  \l  3  /  '  \/  A,  In  tal  modo  \l  A  rappresenterà  dappertutto  un 

unico  radicale;  si  sarà  però  introdotto  il  nuovo  radicale  n/3 
quando  quest'ultimo  non  esistesse  già  in  qualche  parte  del- 
l'espressione. 

Ciò  premesso  è  importante  distinguere  i  radicali  distinti 
che  si  presentano  nella  stessa  espressione  X  in  radicali  in- 
teriori e  radicali  esteriori  (o  esterni).  Si  chiameranno  inte- 
riori quelli  che,  o  dappertutto,  o  anche  soltanto  in  qualche 
parte  dell'  espressione  si  trovino  sottoposti  ad  altro  segno 
radicale,  esteriori  i  rimanenti.  Cosi  ad  esempio,  nell'espres- 
sione 


n/6+  V  «+  V& 


(10) 


contenente  i  due  radicali  distinti  V  6    e   \  a  +  \/  b     soltanto 

il  secondo  si  dirà  esteriore.  Soltanto  nel  caso  in  cui  »Jb  aves- 
se differente  significato  nella  prima  e  nella  seconda  parte 
della  formola  (o  nel  caso  in  cui  potesse  giovare  per  semplice 

convenzione  di  considerare  lo  stesso  simbolo  \/b  come  rap- 
presentante due  radicali  distinti,  benché  il  significato  doves- 
se esserne  il  medesimo)  il  radicale  V&  rappresenterà  nelledue 
parti  della  formola  due  radicali  diversi  ,  dei  quali  il  primo 
sarà  esteriore  ed  il  secondo  interiore.  Cioè  in  tale  supposto 
{che  non  si  verifica  però  nei  casi  ordinari)  Tespressione  (10) 
conterrebbe  tre  radicali  distinti  dei  quali  due  esterni  ed  uno 
interno. 

267.  Qualunque  sia  il  numero  X  dei  radicali  contenuti  in 
X,  è  manifesto  che  almeno  uno    di   essi  sarà  esteriore.  Sia 
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m 

T^  \IA  uno  qualunque  di  tali  radicali  esteriori.  È  evidente 
che  la  X  sarà  semplicemente  razionale  rispetto  a  T,  cioè  si 
potrà  sempre  porre  sotto  la  stessa  forma  (1)  considerata  in 
principio,  dove  ora  però  la  ^  e  le  «q  ,  a^  ,  ...  ,  &o  >  ^i  »  •••  sono 
espressioni  radicali  che,  nel  loro  insieme,  possono  contenere 
ancora  X  —  1  radicali  distinti ,  i  X  —  1  radicali  che  restano 
dei  radicali  contenuti  in  X  quando  se  ne  escluda  il  radicale 
T.  Operando  sulla  (1)  precisamente  nel  modo  indicato  all'ar- 
ticolo 263  ,  si  giungerà  dunque  a  dare  ad  X  la  seguente 
espressione: 

^    sfl)      -^aJ^'sIa)      +... +A,n_i        (11) 

dove  le  A  ,  A^  ,  A2  ,  ... ,  A^_^  sono  espressioni  radicali  con- 
tenenti soltanto  X  —  1  radicali,  cioè  gli  stessi  altri  X  —  1  ra- 
dicali:  7\  ,  IZg  ,  ...  ,  jT^-i  contenuti  in  X. 

Anche  qui  è  manifesto  che  almeno  imo  dei  radicali 
2^1  ,  ^2  ,  ...  ,  2\.,i  sarà  contemporaneamente  esteriore  in  tutte 
le  espressioni  -4,-4,  ,  Jg  ?  •••  »  -^m-i  ^^®   ^^  contengono.  Sia 

n 

questo  p.  es.  T^—  y/  B.  Ragionando  su  ciascuna  delle  espres- 
sioni A  ,  Aj  y  ..,  (che  contenga  effettivamente  T^)  rispetto  a 
T^  come  si  è  ragionato  per  X  rispetto  a  T,  si  otterranno 
delle  espressioni  della  forma: 


y/~B)       +  bJ<\Ib')       +  ...  +i?^_i 


A^=B\\y^(B  )      -\-B'J<sIb) 


(12) 


+  -  +^'n.l 


in  cui  tutte  le  B  ,  B', ...  sono  espressioni  radico-razionali  che 
contengono  soltanto  i  X  ->2  radicali  Tg  ,  T3  ,  ...  .  T^^^. 

Si  osserverà  ora  che  fra  questi  ultimi  radicali  ne  esisterà 
almeno  uno,  p.  es.,  T2  che  sarà  esteriore  simultaneamente  in 
tutte  quelle  B  ,  B' ,  ...  che  lo  contendono;  onde  si  potrà  pro- 
cedere come  sopra  ad  esprimere  ciascuna  B  ,  B\  ...  in  modo 
intero  rispetto  a.  T^,  Q  cosi  via. 

Seguitando  in  questo  modo  è  chiaro  che  mediante  le  re- 
lazioni (11),  (12)  e  le .  successive  analoghe  si  potrà  dare  al- 
V  espressione  radi  co-razionale  X  una  f or  ina  tale  che  nessuno 


—  277   — 

dei  X  radicali  in  essa  contenuti  si  trovi  mai  sottoposto  ad 
alcun  segno  di  divisione ,  o  ,  come  diremo  brevemente ,  una 
forma  intera  rispetto  a  tutti  i  radicali. 

268.  Vediamo  ora  come  da  ogni  equazione  della  forma  : 
X  =  0,  in  cui  X  è  un'espressione  radicale  qualunque  si  pos- 
sano sempre  eliminare  tutti  i  segni  radicali.  Detto,  come  al- 

m 

Tart.  prec. ,  T=  si  A  uno  qualunque  dei  radicali  esteriori  con- 
tenuti in  Xy  si  potrà  primieramente  porre  la  equazione  sotto 
la  forma: 


.,  Qi) 


+  ^W^/     +...-fi4^.i  =  ?(r)-o  (13) 


essendo  qp  una  funzione  intera,  del  grado  m  — 1,  di  T,  i  cui 
coefficienti  sono  delle  espressioni  radicali  contenenti  soltanto 
gli  altri  X  —  1  radicali  T^  ^  T^  ,  ...  ,  2^.^  che  entravano  in  X. 
Se  ora  T  ,T  ,  T"  ,  ...  ,  T^"^^  sono  tutte  le  m  radici  della 
equazione  x^  —  A  =  0 ,  cioè  tutte  le  diverse    possibili  inter- 


m 


pretazioni  di   »J A ,  si  potrà  all'equazione  (13)  sostituire  la  se- 
guente 

<p(r)(p(r')?(^'0 ...  ^{T^"""'^)  =  0.  (14) 

Ma  il  primo  membro  di  quest'equazione,  essendo  intero  e 
simijietrico  rispetto  alle  radici  della  equazione  05*^—^  =  0,  si 
esprimerà  evidentemente  come  una  funzione  intera  di  -4.  e 
dei  coefficienti  di  (p  ,  cioè  delle  -/l^  ,  -^^ ,  ...  ,  A^,^,  L'  equa- 
zione (13)  verrà  cosi  sostituita  con  un'equazione: 

in  cui  X'  è  un'espressione  radicale  contenente    soltanto  gli 
altri  X  — 1    radicali    Tj  ,  Tg  ,  ...  ,  T^^^  ,   e   si   procederà   allo 
stesso  modo  fìncbè  siano  eliminati  tutti  i  radicali. 
Esempio.  —  All'equazione: 


2  /  3  3_ 

\a  +  \/&  +  \/6  ■=  0 
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8i  sostitaìrà  dapprima  l'equazione 

2 


cioè  sviluppando: 

\\là  )  -x/6  -a  =  0 

A  questa  si  sostituirà  poi  l'equazione 

(9,«-  e,-«)(6/-0,-a)(«3*-  e3-a)=0 

in  cui  ^i  ,  ^2  f  ^3  ^^^^  ^^  ^^®  interpretazioni  diverse  che  può 
3 

avere  v'  b  .  Sviluppando  e  tenendo  conto  delle  relazioni: 

^+^2+03=0,  0,024^^63+0203=0,  hX^^^y  ecc.. 

si  giungerà  cosi  facilmente  (ripetendo  lo  stesso  calcolo  del- 
l'art. 266)  all'equazione  finale: 

63+3a6-6-{-a3=0. 
269.  Sia 

X  =  ^{a  ,  ò  ,  e  , ... ,  e)  (15) 

un'espressione  ottenuta  operando  sopra  i  numeri  a^  6,  e, ...  ,  e 
colle  quattro  operazioni  fondamentali  e  col  l'estrazione  di  ra- 
dice ad  indice  intero.  Potremo  considerare  l'equazione 

X^x  —  ^(a  ,  6  ,  e  ,  ...  ,  e)  =  0 

ed  eliminare  successivamente ,  col  metodo  precedentemente 
esposto  tutti  i  radicali  contenuti  in  X,  cioè  tutti  i  radicali 
contenuti  in  9.  Otterremo  in  tal  modo  evidentemente  un  ri- 
sultato finale  della  forma 

0(a;  ,  a  ,  ò  ,  e  ,  ...  ,  e)  =  0  (16) 

dove  0  è  simbolo  di  funzione  razionale  intera.  Il  legame  fra 
X  e  le  a  ,  6  ,  e  ,  ...  ,  e  espresso  dalla  relazione  (15)  contenente 
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dei  radicali,  può  dunque  sempre  sostituirsi  con  una  semplice 
equazione  algebrica  razionale  intera  fra  le  as  ,  a  ,  6  ,  e ,  ... ,  e; 
cioè:  la  (15)  definisce  sempre  x  come  una  funzione  algebrica 
delle  a  ,  b  j  e  j  ,.,  ,  e.  Resta  cosi  dimostrato  quanto  si  era  as- 
serito nella  Introduzione  (art.  6). 

Esercisi. 


1.  Verificare  che 

l  +  2\l'2         ll+\/"2 


l-3\/2  17 

2.  Ridurre  sotto  forma  intera  rispetto  ai  radicali  Tespressione: 


a-h  \  a-\-  sJa-\-b',  a^\a--  \/  a  +  b. 


3.  Eliminare  i  radicali  dairequazione: 


^ 3 

\jx  H +  ^Ix p^=  =  !• 


§  9.0  —  Sviluppo  delle  funsioni  raslonali  In  serie  in- 
finita. Modulo  minimo  delle  radici  di  an*  equa- 
zione. 

f(x) 
270.  Sia     ;  ;    una  funzione  razionale   gualsi voglia  di  x  , 

<f{x) 

già  espressa  come  quoziente  di  due  funzioni  intere: 

<f  (a:)=aQ+rtia;+  ...  ^a^^^^x*^"^  i-a^x^.  (2) 


Se  a  ,  p  ,  Y  ,  ...  ,  X 
supporremo 


Y  ,  ...  ,  X  sono  le  n  radici,  eguali  o  distinte,  (che 
tutte  diverse  dazerò)  dell'equazione  <p(ic)  =  0;S- 
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ha  identicamente  (art.  235): 

f{x)_i-ir         m 

^^_^„_     .  ^^2  — —  -  —  —  ■  •  ,       ,      mm  ■■■  ■■  .MI»!  ■  III  IIIMIP       .     I    ■■     ■      . 

<f  (ce)         a^       (a  —  x)(J^  —  x) ...  (X  —  x) 

(  - 1)"     1  fi^) 


o  anche  (art.  242): 


Se  ora  i?  è  il  più  piccolo  fra  i  numeri  reali  e  positivi  : 
mod  a  ,  modp  , ... ,  modX,  si  hanno  ,  per  moda?  <  E  ,  gli  svi- 
luppi convergenti  (art.  210) 

1  X      x^ 

=  1  +-  +  -«+  ... 


1 
a 


X  a      a^ 


1         ^       X      x^ 

=  1  4-  -  +  rr  +  ... 


^"x 


XX  X 


poiché  pel  supposto  i  numeri  -    7  ó  >  •••  ;\  hanno   i   loro  mc- 

(X.        ^  A 

duli  inferiori  ad  1. 

Ma  al  prodotto  di  tutti  questi  sviluppi  si  può  sempre  so- 
stituire (vedi  la  nota  al  §  6)  un'  unica  serie  che  procederà 
del  pari  secondo  le  potenze  intere  e  positive  di  x.  Si  avrà 
dunque,  moltiplicando  poi  ulteriormente  la  serie  cosi  ottenuta 
pel  polinomio  finito  /(x),  lo  sviluppo  in  serie: 

ffx) 

rhs' = Po+pi^  ■\-P2^^+  -  (3) 
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dove  il  secondo  membro  è  una  serie  convergente  per  modx  <jR. 
Dunque: 

Ogni  funzione  razionale  di  x  si  può  sempre  sviluppare  in 
una  serie  convergente,  procedente  secondo  le  potenze  intere  e 
positive  di  X  j  e  tale  sviluppo  è  valido  per  quei  valori  di  x 
il  cui  modulo  non  supera  il  minimo  fra  i  moduli  delle  ra- 
dici dell'equazione  che  si  ottiene  eguagliando  a  zero  il  deno- 
minatore della  funzione  razionale  ridotta  alla  sua  più  sem- 
plice espressione, 

271.  I  coefficienti  Po ,  Pi  ,  P2  i  •••  dello  sviluppo  (3)  si  pos- 
sono determinare  direttamente ,  senza  risolvere  4'  equazione 
<p(a;)  =  0,  osservando  che  le  (1)  ,  (2)  ,  (3)  ci  danno  l'identità: 

=(ao  +  a,cc-fa2*'^+  ...  +«/,«;'*)(  Po  "^-Pi^+Ì^2^^+  •••) 

Sviluppando  il  prodotto  nel  secondo  membro  e  uguagliando 
quindi  i  coefficienti  delle  stesse  potenze  di  x  nei  due  mem- 
bri, si  hanno  infatti  le  infinite  equazioni: 

^0  =  «0  Po 

6j  =  ai  Po  +  «0  Pi 

^2  =  «iPu  +  ^lPl  +  «o2>2       . 

dalle  quali  si  potranno  calcolare  successivamente  i  valori  di 
Poi  Pi  1  Pi  :  •••  ^  chiaro  che  per  i  abbastanza  grande  tutte 
queste  equazioni  sono  rappresentate   da: 

«OPi+l+«lPi  ^«2Pt-l+  -  +«^Pt-n+l=^-  W 

E  questa  una  relazione  lineare  omogenea  con  coefficienti 
fissi  (oq  ,  a^  ,  ...  ,  a,J  che  lega  n  -h  1  valori  consecutivi  della 
successione  infinita:  Pq  ,  Pi  f  P2—Ì  ^  partire  da  un  certo  punto 
in  poi.  Ogni  relazione  di  questo  genere  si  dice  ricorrente,  e 
si  dice  serie  ricorrente  ogni  serie  p^  +  p^x  +  pg^^  "*"  •••  ^  ^^^^ 
coefficienti  soddisfino  da  un  certo  valore  deirindice  i  in  poi 
ad  una  relazione  della  forma  (4)  *.  Vediamo  dunque  che  ogni 


*  Tale  relazione  si  suol  chiamare  la  scala  di  relazione  della  se- 
rie ricorrente. 
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funzione  razionale  di  x  sviluppata  secondo  le  potenze  crescenti 
di  X  dà  luogo  ad  una  serie  ricorrente, 

272.  Reciprocamente,  è  facile  riconoscere  che:  se  la  serie 
pQ  +  PiX  -h  P2X*  -f- ...  è  ricorrente^  essa  rappresenta  ,  per  tutti 
i  valori  di  x  compresi  nel  suo  cerchio  di  convergenza^  il  va- 
lore di  una  certa  funzione  razionale  di  x. 

Infatti  se  (4)  sia  la  relazione  ricorrente ,  coi  coefficienti 
costanti  aQ  j  a^  ,  ...  ^  a^  ed  m  sia  il  valore  di  i  a  cominciare 
dal  quale  essa  è  sempre  soddisfatta,  è  chiaro  che  prendendo: 

^1  =  «1  /'o  +  «0  Pi 

K  =  --  +  «iJPm-l  -^  %P.n 

li..  .       ,      K+b^x^-b^x^+ ...-\-b^x''' 

la  funzione  razionale       — ■ ^— r ~-„-  sviluppata  co- 

a^fflicc-f-agcc^-f  ...  +a^^x 

me  air  art.  prec.    darà    luogo   precisamente    alla   serie  data 
Po  +  PiX -{- p.^x^ -{-  ... 

273.  Se  la  funzione  f{x)  non  ha  alcun  divisore  comune 
con  cp(aj),  è  chiaro  da  quanto  si  è  visto  all'art.  270  che  lo 
sviluppo  (3)  avrà  per  raggio  di  convergenza  E  precisamente 
il  modulo  minvmo  delle  radici  dell'  equazione  <p(x)  =  0.  Ciò 
accadrà  certamente  se  si  prende  p.  es.  /(ac)  =  1.  Paragonan- 
do dunque  questa  determinazione  di  R  con  quella  già  data  al- 
l' art.  214  si  giunge  al  teorema  seguente  che  potrebbe  anche 
servire  al  calcolo  del  modulo  minimo  delle  radici  di  una  data 
equazione. 

Essendo  data  Vequazione  di  grado  n: 

a^-f-a^x-f  a^x^-h  ...  +a^jx'*=0  (a) 

si  determinino  successivamente  gli  infiniti  numeri  Pg  ,  Pi  ,  P2r** 
mediante  le  relazioni 

a-o  Po  =  1 

^1  Po  +  %  Pi  =  0 

^2  Po  ^  ^1  Pi  ■+  a^  P2  =  0 


.     *     •     .     •     •     • 
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6  la  relazione  ricorrente: 

modpi 
Se  col  crescere  indefinitamente  di  i  il  rapporto    — - —    ten- 

modpi^^ 

de  al  lìmite  finito  e  determinato  R  ,  sarà  R  precisamente  il 
modulo  minimo  delle  radici  dell'equazione  (a). 

E  inutile  aggiungere  che  l'applicabilità  di  questo  teorema 
è  subordinata  all'esistenza  del  limite  R. 


1.  Verificare  lo  sviluppo: 


l-3ajf2«2 


:=  l  +  3cc -f-C2«-l)3cH(2^-l)a;3 -[-... 


2.  Trovare  la  relazione  ricorrente  e  la  funzione  razionale  di  x 
che  danno  origine  allo  sviluppo: 

1-f  (23-3)ar-f(2*-4)x«+(25-5)a»+  ... 

3   Applicare  il  teorema  deirarticolo  273  alla  risoluzione  delire- 
quazione  : 

2x-3-5ajH4a;-l=0 

determinandone  il  modulo  minimo    delle   radici   ed  abbassandone 
quindi  il  grado. 

4.  Studiare  la  frazione  contìnua  -; — f-   1  in  base  alle  rela- 

A  +  .  . 
zioni  ricorrenti    -Pi=/tf  i_i4-Pi_a   e    Qi=^0i-.i+0i-.2   ^be    legano   i 

P 

numeratori,  o  i  denominatori,  delle  successive  ridotte  _i. . 


u_^ 
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Confrontando  quest'  identità  con  quella  ottenuta  al  Gap.  V, 
(art.  234)  che  ci  ha  condotto  alla  regola  di  Ruffini,  vediamo 
che  i  coefficienti  g^  ,  q2  i  •••  ,  Qn-i  ^®^  quoziente  ed  il  resto 
C  si  ottengono  appunto  con  quella  regola:  cioè  che: 

S'o  =  «0  '  9'i  =  Qo^  +  «1  )  ^2  =  ^1^  +  «2  »  •"  y 

277.  Se  il  resto  R(x)  della  divisione  di  F{x)  per  ^{x)  è 
identicamente  uguale  a  zero,  cioè  se  si  ha  identicamente 

F(x)  =  Q{x)  .  <t(a?) 

si  dice  che  ^{x)  è  un  divisore  di  i^(x),   o  che   F{x)  è  c^/t'i- 
sihile  (esattamente)  per  0(a?). 

Se  4>(a;)  è  una  funzione  di  grado  zero,  cioè  una  costante, 
è  chiaro  che  essa  potrà  sempre  soddisfare  ad  un'eguaglianza 
della  forma  precedente  ;  cosicché  nella  teoria  della  divisibi- 
lità delle  funzioni  intere  le  costanti  debbono  considerarsi  come 
divisori  esatti  di  qualsiasi  funzione  intera  F{x)^  precisamente 
come  nella  teoria  della  divisibilità  dei  numeri  interi  l'unità 
si  riguarda  come  divisore  di  qualsiasi  numero. 

Ciò  posto,  due  funzioni  intere  si  dicono  prime  fra  loro  se 
esse  non  hanno  alcun  divisore  comune  variabile.  Si  è  detto 
variabile  per  escludere  il  caso,  ohe  sempre  ha  luogo,  di  di- 
visori comuni  costanti.  Secondo  questa  definizione ,  se  due 
funzioni  intere  non  sono  prime,  esse  avranno  un  divisore  co- 
mune almeno  di  primo  grado  in  x. 

278.  Una  funzione  si  dice  prima  se  non  ha  alcun  divisore 
variabile. 

Il  concetto,  però,  dì  funzione  prima  non  è  assoluto  ma  re- 
lativo al  campo  dei  numeri  entro  il  quale  si  vogliono  pren- 
dere i  coefficienti  delle  diverse  funzioni  intere.  Cosi  ,  p.  es. 
la  funzione  as'^  —  3  ,  che  è  prima  nel  campo  dei  numeri  ra- 
zionali, non  è  più  tale  nel  campo  dei  numeri  reali  qualun- 
que, avendosi  allora  identicamente: 

jr2  -  3  =  (ce  +  n/T)  (x  -  v^). 
Similmente  la  funzione  aj^  +  3  che  è  prima  nel  campo  dei 


—  287  — 

numeri  reali,  «essa  di  essere  tale  nel  campo  dei  numeri  com 
plessi,  poiché  in  questo  campo  si  ha  identicamente: 

£c2  +  3  =  (x  +  i  VT)(aj  -  i  V"3). 
Ssereisi. 


1.  Trovare  il  quoziente  ed  il  resto  della  divisione  di  2a:*— 7a?* 
4-3x*H-*2a;4-8  per  a;*-2j?4  5  calcolando  i  coefficienti  del  quoziente  e 
del  resto  col  metodo  spiegato. 

2.  Verificare  come  questo  metodo  coincide  in  sostanza  con  quel- 
lo, che  si  tiene  nella  pratica,  fondato  sulla  considerazione  dei  suc- 
cessivi dividendi  parziali.  Il  calcolo  si  dispone  come  segue: 

2aj^— 7a;*-f-3a;«-h         +2ac-f  8         \x?-2x^-ò 

-7x^-f7£c8-10x^-h2'x+8 
+7£c^         — 14a?^+35x 


7a;»-24xH37x-h8 
~7sc»  +14a?-35 

-24x2-t51x-27* 
Si  trova  cosi   Q=2a;a-7a;-f  7  ,  5=-24a;H5ia;-27. 

§  2.0  —  Massimo  coman  divisore  di  due  funzioni  inte- 
re e  decomposizione  di  una  funzione  intera  nei  suoi 
fattori  primi  per  un  dato  campo  di  razionalità. 

279.  Date  due  funzioni  intere  f{x)  ed  fi{x)  dei  gradi  ri- 
spettivi Tìi  ed  n ,  ci  proponiamo  di  cercare  un  metodo  col 
quale  sia  possibile  di  indagare  se  esse  abbiano  o  no  qual- 
che divisore  comune,  oltre  le  costanti  che  debbono  conside- 
rarsi conae  divisori  di  qualsiasi  funzione. 

Suppongasi  che  m  non  sia  inferiore  ad  w  ,  e  si  indichino 
con  <p  ed  f^  risp.  il  quoziente  ed  il  resto  della  divisione  di 
/  per  /j.  Si  avrà  identicamente: 

f=ffl-i-f2  (1) 

onde 


—  288  — 

Ora,  se   (J^   è   una  funzione  intera  che   divide   simultanea- 
mente /  ed  /j  dev'  essere 

con  g  e  Qi  funzioni  intere.  Si  dovrà  dunque  avere,  sostituendo 
nella  (1)', 


*-(5'-<F5'i)=/ 


2 


la  quale  dice  che  anche  /g  è  divisibile  esattamente  per  6  es- 
sendo g  —  (j/^i  una  funzione  intera  di  x. 

Similmente  sì  vede  dalla  (1)  che  ogni  funzione  intera  che 
divida  simultaneamente  f^  ed  f^  dovrà  dividere  f.  Dunque: 

Tutte  le  funzioni  intere,  divisori  comuni  di  due  funzioni  f 
ed  fj ,  coincidono  coi  divisori  comuni  di  f^  ed  fg  ;  essendo  f^ 
il  resto  della  divisione  di  f  per  f j .  supposto  il  grado  di  f  non 
inferiore  a  quello  di  f^. 

280.  Essendo  ora  /g  di  grado  inferiore  ad  /,  (al  più  di  gra- 
di n  —  1),  si  indichi  ora  con  9^  ed  /g  il  quoziente  ed  il  re- 
sto della  divisione  di  /j  per  f^  ,  onde  si  avrà  1'  identità: 

dalla  quale  risulta,  come  poco  fa,  che  tutti  i  divisori  comuni 
di  /i  ed  /g  ,  e  quindi  anche  i  divisori  comuni  di  /  ed  /j , 
coincidono  coi  divisori  comuni  di  /^  ed  /g. 

Cosi  procedendo  si  possono  formare  successivamente  le 
identità: 

fi  =  9xfi  +  fi 

(2) 


•  • 


fr-l  —  ?r-l/r+/r+l 

■ 

fr  =  ?r/r+l  +/r+2  /r+2  =  CoSt.e 

nelle  quali,  poiché  le  nuove  funzioni  ottenute /£, /s  ,/4,«..  » 
sono  di  grado  continuamente  decrescente,  si  dovrà  certo  per- 
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venire  ad  una  funzione  f^^^  ^^  grado  nullo ,  la  quale  si  ri- 
durrà quindi  ad  una  semplice  costante. 

Importa  ora  distinguere  il  caso  in  cui  questa  costante  è 
diversa  da  zero  da  quello  in  cui  essa  è  uguale  a  zero. 

Nel  primo  caso  le  due  funzioni  date  /  ed  f^  non  possono 
avere  alcun  divisore  comune  variabile,  dovendo  tutti  i  divi- 
sori comuni  di  /  ed  f^  dividere  f^^^ ,  che ,  per  supposto  ,  è 
una  costante  diversa  da  zero.  Dunque  le  due  funzioni  date 
sono  prime  fra  loro. 

Nel  caso  invece  che  la  costante  /^^.g  sia  zero,  l'ultima  re- 
lazione (2)  diventa 


Jr  *"*  Tr  '  fi 


r+l  ì 


la  quale  dice  che  ogni  divisore  di  f^^^  è  anche  un  divisore 
di  /^ ,  e  quindi  è  nn  divisore  comune  di  /  ed  f^,  Reciproca- 
mente, ogni  divisore  comune  di  /  ed  /^ ,  dovendo  essere  un 
divisore  comune  di  f^  e  di  f^^^ ,  dividerà  /^^i.  Di  qui  segue 
che  tutti  i  divisori  comuni  di  /  ed  /^  coincideranno  coi  di- 
visori della  fr+v  Q^^est'ultima  funzione ,  che  non  è  una  co- 
stante, si  chiama  perciò  il  massimo  comun  divisore  di  f  ed 
fj.  In  entrambi  i  casi  può  dirsi  che: 

Tutti  i  divisori  comuni  di  f  ed  f^  coincidono  coi  divisori 
del  massimo  comun  divisore  delle  stesse  f  ed  f^. 

281.  Se  una  funzione  intera  ^  divide  il  prodotto  di  due 
funzioni  F  e  4)  ed  è  prima  con  una  di  esse,  deve  dividere 
necessariamente  V altra. 

Infatti,  se  la  funzione  T  è  prima  con  JP,  applicando  il  me- 
todo ora  esposto  per  la  ricerca  del  massimo  divisore  comu- 
ne, si  hanno  delle  identità  della  forma: 

con  C  costante  diversa  da  zero.  Moltiplicando  ora  i  primi  e 
Capelli. — Algebra  complementare»  19 
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secondi  membri  di  queste  identità   per  O  si  hanno  le  iden- 
tità : 


d'onde  segue  ,  poiché  V  divide   per  ipotesi  il  prodotto  OjP, 
che  ^'  deve  dividere  i  prodotti: 

Tultimo  dei  quali,  fatta  astrazione  dal  fattore  costante  C,  è 
appunto  la  funzione  L.  Dunque,  ecc. 

282.  Corollario  I.  —  Se  una  funzione  prima  divide  il  pro- 
dotto di  due  altre,  divide  necessariamente  una  di  esse. 

Corollario  li.  —  Se  una  funzione  prima  divide  ti  pro- 
dotto di  più  funzioni  prime,  dovrà  coincidere  con  una  di  esse 
a  meno  di  un  fattore  costante, 

283.  Una  funzione  non  prima  ammette  come  divisore  al- 
meno una  funzione  prima,  che  sarà  uno  di  quelli  fra  i  suoi 
divisori  variabili  che  ha  il  più  piccolo  grado.  Per  tal  guisa, 
si  concepisce  che  una  funzione  non  prima  potrà  sempre  de- 
comporsi in  un  prodotto  di  funzioni  prime. 

Infatti^  se  una  funzione  non  è  prima,  ammetterà  almeno 
un  divisore  primo.  Se  il  quoziente  di  F  per  questo  divisore 
non  è  primo,  ammetterà  esso  pure  almeno  un  divisore  primo 
e  cosi  via.  Ma  i  gradi  dei  quozienti  vanno  successivamente 
diminuendo;  quindi  si  perven*à  ad  una  funzione  prima  e  la 
funzione  F  sarà  cosi  decomposta  in  un  prodotto  di  funzioni 
prime. 

Tale  decomposizione,  non  tenendo  conto  dei  fattori  costanti, 
non  può  farsi  che  in  un  unico  modo.  Suppongasi  infatti,  se 
è  possibile,  che  si  sia  riusciti  a  decomporre  una  stessa  fun- 
zione F  una  volta  nel  prodotto 

G  •  H  •  I  *•• 
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di  funzioni  prime,  e  un'  altra  volta  nel  prodotto 

di  funzioni  pure  prime,  dove  le  funzioni  G,  H,  ly  ...  possono 
essere  eguali  fra  loro  in  tutto  od  in  parte,  e  cosi  le  G',H\I\... 
Allora  la  funzione  (r,  dividendo  il  prodotto  6r  •//•/...  divi- 
derà anche  il  prodotto  C'H'^I'.,,  che  forma  la  stessa  funzione 
F.  Ma  la  funzione  G  è  prima;  quindi  dev'essere  uguale,  pel 
2°  corollario  dell'art,  prec.  ad  una  delle  G' ,  H' ,  /' ,  ...  per 
esempio  alla  G\  Allora  i  prodotti  H,  J...  ed  -H"' ,  J' ...  for- 
mano una  stessa  funzione,  e  quindi,  come  prima,  la  funzione 
H  dev'  essere  eguale  ad  una  delle  funzioni  H*  ,  J' , ...  p.  es. 
alla  H' ,  Q  cosi  via.  Dunque  i  due  prodotti  G  '  H*  I , . .  e 
G'  'H'  'I' .,.  debbono  essere  composti  di  fattori  primi  eguali. 

284.  Se  un  aggregato  di  infiniti  numeri  gode  della  pro- 
prietà che  la  somma,  la  differenza,  il  prodotto^  il  quoziente 
di  due  qualunque  fra  essi  sia  sempre  un  numero  apparte- 
nente allo  stesso  aggregato,  si  suol  dire  che  questo  aggregato 
costituisce  un  cosi  detto  campo  di  razionalità. 

Cosi  ad  esempio  V  insieme  dì  tutti  i  numeri  commensura- 
bili costituisce  un  campo  di  razionalità,  poiché  la  somma,  il 
prodotto  ecc.,  di  due  numeri  commensurabili  è  pure  un  nu- 
mero commensurabile.  Lo  stesso  dicasi  dell'insieme  di  tutti 
i  numeri  reali,  e  dell'  insieme  di  tutti  i  numeri  complessi. 

Pertanto,  a  scanso  di  equivoco ,  conviene  enunciare  iJ  ri- 
sultato ottenuto  all'  art.  prec.  come  segue  :  Fissato  un  certo 
campo  di  razionalità  C,  ogni  funzione  intera  data  di  x  si 
pud  decomporre  in  un  unico  modo  in  un  prodotto  di  funzioni 
intere  che  godono  delle  seguenti  proprietà:  1°)  di  avere  per 
coefficienti  dei  numeri  appartenenti  al  campo  di  razionalità 
C;  2o)  di  essere  prime  rispetto  a  questo  campo  di  razionalità. 

Variando  il  campo  di  razionalità  ,  può  variare  ,  come  già 
si  è  notato  nel  §  prec.  la  decomposizione  della  funzione  data 
in  funzioni  prime. 

285.  Nel  mentre  che  il  concetto  di  funzione  prima  non  è 
assoluto,  ma  dipende  dal  campo  di  razionalità  entro  il  quale 
si  vogliono  scegliere  i  coefficienti  delle  funzioni  che  le  pos- 
sono dividere  ,  si  ha  invece  che  la  proprietà  dell'essere  due 
funzioni  date  prime  o  non  prime  fra  loro  è  assoluta,  come  è 
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assolato  il  concetto  del  loro  massimo  comun   divisore ,  nel 
senso  che  passiamo  a  spiegare. 

Se  i  coefficienti  delle  due  funzioni  date  /  ed  /^  apparten- 
gono ad  un  certo  campo  di  razionalità  C,  è  chiaro,  per  quanto 
si  è  visto  al  §  prec.,  che  i  coefficienti  del  quoziente  <p  e  del 
resto  /j  della  loro  divisione  apparterranno  allo  stesso  campo 
di  razionalità  C.  Quindi  considerando  le  identità  (2)  e  1  di- 
versi resti  diversi  da  zero  f^if^tf^f  —  i  Tultimo  dei  quali 
è  il  massimo  comun  divisore  di  /  ed  /,  si  vede  che  anche 
i  coefficienti  del  massimo  comun  divisore  di  /  ed  /^  appar- 
terranno allo  stesso  campo  C.  Dunque:  date  due  funzioni  in- 
tere f(x)  ed  fi(x)  esiste  una  certa  funzione  intera  D(x)  per- 
fettamente determinata  {a  meno  di  un  fattore  costante  arbi- 
trario) che  si  chiama  il  massim,o  comun  divisore  di  f(x)  ed 
fj(x).  Se  i  coefficienti  di  f(x)  ed  fi(x)  appartengono  ad  un 
certo  cam,po  di  razionalità  C,  i  coefficienti  di  D(x)  apparten- 
gono allo  stesso  campo  C.  La  funzione  D(x)  gode  della  pro- 
prietà di  avere  per  divisori  esatti  tutti  i  divisori  comuni  dì 
f(x)  ed  i\{x)  sia  che  questi  divisori  abbiano  i  loro  coefficienti 
appartenenti  al  campo  C  sìa  che  abbiano  dei  coefficienti  estra- 
nei a  questo  campo  di  razionalità. 

A  maggiore  schiarimento  si  può  aggiungere  quanto  segue. 
8e  in  luogo  del  campo  di  razionalità  C  al  quale  apparten- 
gono i  coefficienti  dì  l(x)  ed  fi(x)  si  voglia  considerare  un 
campo  di  razionalità  più  esteso  C'  (che  comprenda  però  en- 
tro di  sé  il  campo  C  )  ciascuna  delle  funzioni  f  (x)  ed  fi(x) 
potrà  acquistare  dei  divisori  primi  che  non  aveva  nel  campo 
C.  Però  il  massimo  comun  divisore  D(x)  resterà  inalterato, 

286.  Di  qui  segue  come  corollario  immediato  che:  se  due 
funzioni  intere  f(x)  ed  fi(x)  sono  prime  fra  loro  nel  campo 
dì  razionalità  definito  dai  loro  coefficienti ,  esse  resteranno 
sempre  prime  fra  loro  comunque  si  estenda  il  campo  di  ra- 
zionalità. In  particolare: 

a)  Se  due  funzioni  intere  di  x  a  coefficienti  co^nmensu- 
r abili  non  hanno  alcun  divisore  comune  a  coefficienti  com- 
mensurabili esse  non  hanno  neanche  alcun  divisore  comune  a 
coefficienti  reali  o  complessi. 

b)  Se  due  funzioni  intere  di  x  a  coefficienti  reali  non 
hanno  alcun  divisore  comune  a  coefficienti  reali ,  esse  non 
possono  neanche  avere  un  divisore  a  coefficienti  complessi. 

287.  Notiamo  per  ultimo  che  alcune  volte   in  luogo  della 
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locuzione  funzione  prima  si  usa  la  locuzione  funzione  irre- 
duttihile.  Quando  si  dice,  senz'  aggiungere  altri  schiarimenti 
o  restrizioni,  che  una  funzione  intera  f{x)  è  irreduttihile^  si 
intende  di  dire  che  essa  è  prima  nel  campo  di  razionalità 
definito  dai  suoi  coefficienti. 


Note  ed  Esercisi. 

1.  Trovare  il  massimo  comun  divisore  delle  due  funzioni  intere 

aj«+2ic2-x-2  ed  a;H25c*-3. 

2.  Nel  calcolo  del  massimo  comun  divisore  di  due  funzioni 
hanno  grande  importanza  pratica  le  seguenti  osservazioni  che 
hanno  per  iscopo  di  evitare  i  numeri  frazionari. 

1.°)  Una  delle  due  funzioni  di  cui  si  cerca  il  massimo  comun 
divisore  si  può  moltiplicare  per  un  fattore  costante  arbitrario 
purché  diverso  da  zero.  Con  ciò  il  massimo  comun  divisore  non 
si  viene  ad  alterare  che  di  un  fattore  costante  il  che  non  ha  im- 
portanza. 

2.^)  Se  durante  la  divisione  di  due  funzioni,  fatta  col  metodo 
doì  dividendi  parziali  (  V.  esercizi  del  §  prec.  )  si  moltiplica  un 
dividendo  parziale  per  un  fattore  costante  arbitrario  diverso  da 
zero  e  si  prosegue  la  divisione  ,  il  quoziente  potrà  riuscire  alte- 
l'ato,  ma  il  resto  non  si  altererà  che  di  un  fattore  costante.  Per- 
ciò questa  modificazione  dei  calcoli  è  sempre  permessa  nella  ri- 
cerca del  massimo  comun  divisore. 

Dimostrare  tutto  ciò  e  verificare  su  un  esempio  come,  con  que- 
ste modificazioni,  si  possano  eliminare  tutte  le  frazioni  di  mano 
in  mano  che  si  presentano. 

8.  La  funzione  intera:  x**" ^-fa:^~ *+•••+ a;-}- 1  (»w  cui  p  è  un  numero 
primo)  non  ammette  alcun  divisore  a  coefficienti  commensuràbili  *. 

Sapendo  ciò,  decomporre  la  funzione  xP— 1  nei  suoi  fattori  primi 
a  coefficienti  commensurabili.  E  dimostrare  similmente  che,  decompo- 
nendo  la  funzione  x^P^l  nei  suoi  fattori  primi  a  coefficienti  com- 
mensurabili, si  trova  come  risultato: 

3c«^-l=:x-M)(a;-l)(3cP-HajP-«+»''-8+... 
4.  Dimostrare  che ,  se  una  funzione  intera   di   x  a  coofficienti 


*  cfr.  Gap.  Vili.  §  2.o  (Nota). 
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commensurabili  è  divisibile  esattamente  per  aj4-\/7,  essa  sarà  an- 
che divisibile  per  x—\j7, 

5.  Per  le  funzioni  intere  di  più  variabili  a; ,  1/ ,  2 , ...  si  hanno 
dei  teoremi  affatto  analoghi  a  quelli  stabiliti  in  questo  §.  Una 
funzione  intera  /^o; ,  y  ,  »  1 ...)  si  dice  divisibile  per  un'altra  funzio- 
ne intera  ^{x  •,  y  <,  z  ^ ...)  quando  sia  identicamente: 

fixyy  ,z,  ...)  =  <f(a: ,  y  ,  «  , ...)  i^(x,y  ,z, ...) 

essendo  y  del  pari  funzione  intera.  Fissato  un  certo  campo  di  ra- 
zionalità, la  decomposizione  di  una  funzione  intera  f{x  ^  y  ,  z  ^  ...) 
in  funzioni  prime  (cioè  non  divisibili)  si  può  sempre  fare  ed  in  un 
modo  unico.  Date  due  funzioni  intere  qualunque,  esiste  sempre  un 
massimo  comun  divisore,  che  è  indipendente  dalla  scelta  del  campo 
di  razionalità,  ecc.  Per  non  dilungarci  di  troppo  ommettiamo  le 
dimostrazioni  di  questi  teoremi  che  si  possono  trovare  nell'opera 
già  citata:  Capelli  e  Garbieri.  Corso  di  Analisi  algebrica  Voi.  /.  pg, 
456  e  segg. 


§  3.0  —  Decomposizione  in  fattori  primi 
delle  fanzioni    intere   a    coefficienti    reali. 

288.  Nel  campo  di  razionalità  dei  numeri  complessi  non 
esistono  altre  funzioni  prime  di  x  all'  infuori  delle  funzioni 
di  primo  grado.  Noi  sappiamo  infatti  che  una  funzione  in- 
tera qualunque  di  grado  n  si  può  sempre  decomporre  nel 
prodotto  di  n  funzioni  intere  di  primo  grado,  corrispondenti 
alle  sue  n  radici  reali  o  complesse.  Le  funzioni  di  l»  gra- 
do sono  poi  evidentemente  funzioni  prime ,  non  potendosi 
ulteriormente  decomporre  in  prodotti  di  funzioni  di  grado  in- 
feriore. 

289.  Passiamo  dunque  a  vedere  quali  siano  le  funzioni  pri- 
me nel  campo  più  ristretto  dei  numeri  reali.  Consideriamo  a 
tale  oggetto  una  funzione  qualsivoglia  a  coefficienti  realii 

Prendendo  per  x  un  valore  complesso  a  +  bi  si  avrà. 

/^(a-|-6^)=ao(a-f-6^•)"-+aJ(af^;^)"-^  ...  ia^^  (2) 

che  è  in  generale  un  numero  complesso.  Per  avere  il  numero 
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complesso  conjugato  basterà  cambiare  dappertutto  e  in  —  i. 
Poiché  ora  ,  per  supposto  ,  i  coefficienti  a,^ ,  a^ , ...  ,  a^  sono 
reali  ,  è  chiaro  che  la  i  si  trova  solamente  nelle  potenze 
(af  &i)'* ,  (afòi)'*"^ , ...  Quindi  il  numero  complesso  conjugato 
di  f{a-\-hi)  altro  non  è  che: 

cioè  f{a—biy^  cioè:  se  f  (x)  è  una  funzione  intera  a  coefficienti 
reali ,  e  si  sostituiscono  per  x  due  numeri  complessi  conju- 
gati  a-hbi  ed  a— bi,  i  due  risultati  che  si  ottengono  f(a+bi)  e 
f(a— bi)  sono  del  pari  due  numeri  complessi  conjugati. 

Ciò  non  è  più  vero  se  la  f(x)  abbia  dei  coefficienti  com- 
plessi ,  poiché  in  tal  caso  per  passare  dal  secondo  membro 
della  (2)  al  suo  valore  conjugato  converrebbe  altresì  porre 
in  luogo  di  Gq  ,  aj  ...  i  loro  valori  conjugati,  onde  il  risultato 
non  sarebbe  più  in  generale  eguale  ad  f{a—hi), 

290.  Ciò  premesso  ,  se  x=ol  +  a'i  è  una  radice  complessa 
dell'equazione  a  coefficienti  reali 

/(x)=0 
si  avrà 

f(a+aV)=0. 

Ma,  essendo  nullo  il  numero  /(a-i-a'i),  dovrà  essere  nullo,  ' 
come  sappiamo,  anche  il  suo  conjugato,  che  ha  lo  stesso  mo- 
dulo ;  e ,  poiché  questo  é  appunto  per  1'  art.   prec.  eguale  a 
/(a — a'?'),  cosi  è  chiaro  che  dovrà  essere  anche 

/•(a-a'0=O. 

Vediamo  dunque  che  ,  se  un^  equazione  a  coefficienti  reali 
ammette  una  radice  complessa^  essa  ammette  anche  un'  altra 
radice  complessa  ad  essa  conjugata. 

291.  Dividendo  il  primo  membro  f(x)  dell'  equazione  per 
il  prodotto  delle  due  funzioni  lineari 

[ic-(a-ha'0][x-(a-a'O] 

corrispondenti  a  queste  radici,  cioè  per  la  funzione: 

.  .  ajH(«+a'Ó-i-(a-a7)]cc-h(a-f-a')(a-a') 
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ossìa  per 

che  é  nna  funzione  dì  2^  grado  a  coefficienti  reali,  si  otterrà 
identicamente: 

dove  f/x)  è  una  funzione  di  grado  n  —  2 ,  i  cui  coefficienti 
saranno  parimenti  reali,  poìcliè  fi(x)  si  ottiene  appunto  come 
quoziente  di  due  funzioni  a  coefficienti  reali  e  noi  sappiamo 
che  i  coefficienti  del  quoziente  di  due  funzioni  intere  appar- 
tengono sempre  allo  stesso  campo  di  razionalità  dei  coeffi- 
cienti del  dividendo  e  del  divisore. 

Se  ora  V  equazione  fi(x)  =  0  abbia  una  radice  complessa 
P  +  ^'i',  essa  avrà  anche^  per  V  art.  prec. ,  la  radice  g  —  fi, 
onde  si  potrà  similmente  scrivere  identicamente 

A(x)=[x*-2?a!+(-^«+?'»)]  Mxy 

dove  ffix)  sarà  una  funzione  intera  di  x  del  grado  n  —  4  a 
coefficienti  tutti  reali.  Così  procedendo  si  potranno  separare 
da  f(x)  tanti  fattori  di  2<>  grado  in  x  corrispondenti  ad  al- 
trettante coppie  dì  radici  conjugate  dell'  equazione  /(se)  =  0, 
finché  si  siano  esaurite  tutte  le  radici  complesse.  Restando 
allora  le  sole  radici  reali,  che  indicheremo  con  0^ ,  Oj  , ... ,  6^, 
sì  avrà  poi  in  ultima  analisi  V  identità: 

/(x)=ao[^*-2paj+(?Hf'^]...[a;«-2Xx-h(X2+X'2)].(x-0iXa-0,)... 

(a;-Oj,). 

Concludiamo  dunque  che  ogni  funzione  intera  di  x  a  coef- 
ficienti reali  si  può  sempre  decomporre  in  un  prodotto  di 
funzioni  intere,  di  primo  o  secondo  grado  in  x,  a  coefficienti 
reali. 

Questa  decomposizione  di  f  (x)  in  funzioni  prime  a  coeffi- 
cienti reali  di  1^  e  2°  grado  si  può  soltanto  effettuare  in  un 
unico  modo.  Ciò  segue  senz'  altro  dal  teorema  generale  enun- 
ciato all'art.  284. 

Nel  campo  dei  numeri  reali  tutte  le  funzioni  prime  saran- 
no dunque  di  primo   o  di  secondo  grado   nella  variabile  x. 
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Delle  funzioni  di  2o  grado  però  saranno  prime  soltanto  quelle 
che  uguagliate  a  zero  diano  un'  equazione  di  2^  grado  dotata 
di  due  radici  complesse  conjugate. 

292.  Da  quanto  si  è  visto  all'  art.  prec.  segue  evidente- 
mente come  corollario  che  il  numero  delle  radici  complesse 
di  un'  equazione  a  coeffidenJti  reali  è  sempre  pari.  Per  con- 
seguenza se  il  grado  dì  un'  equazione  a  coefficienti  reali  è 
dispari,  oltre  alle  radici  complesse,  il  cui  numero  è  pari,  re- 
sterà un  numero  dispari  di  radici  reali,  e  quindi  almeno  una 
radice  reale,  cioè:  un* equazione  di  grado  dispari  a  coefficienti 
reali  ha  sempre  almeno  una  radice  reale* 

Esercisi. 

1.  Notare  che,  se  un*  equazione  a  coefficienti  reali  ha  una  ra- 
dice complessa  multipla  di  ordine  pi ,  anche  la  radice  complessa 
coniugata  sarà  multipla  dello  stesso  ordine  pi. 

2.  Se  A|  ,  «j , ... ,  A  sono  tutte  le  radici  eguali  o  distinte  comuni 
a  due  equazioni  a  coefficienti  reali,  il  prodotto  (a?— •*,)  («— »,)... 
(  a;  —  »  )  è  sempre  una  funzione  intera  di  «  a  coefficienti  tutti 
reali. 

3.  Dedarre  di  qui,  che,  se  due  equazioni  a  coefficienti  reali  han- 
no in  comune  una  radice  complessa ,  avranno  in  comune  anche 
un*  altra  radice  a  questa  coniugata. 

4.  Dimostrare  che  un'equazione  a  coefficienti  reali  di  grado  di- 
spari ha  sempre  almeno  una  radice  reale  semplice  ovvero  multi- 
pla di  ordine  dispari. 


§  4.0  -^  Abbassamento  del  grado  delle  equazioni 

dotate  di  radici  multiple. 

293.  Data  una  certa  equazione  /(a?)  =  0  dove: 

/(x)=ao2c'*+«i2c'*"^+  ...  +a„.isc+a^,  (1) 

si  costruisca  la  derivata: 

/'(x)=naoaJ**-^+:n^l)fliac'*-2-f  ...  ^a^^^  (2) 

e  si  determini,  col  metodo   dei  resti   successivi  spiegato  al 
§  2,  il  massimo  comun  divisore  IXx)  di  f{x)  e  di  f\x). 
Se  la  funzione  D{x)  non  è  di  grado   zero ,  essa  si  potrà 


—  298  — 
decomporre  in  un  prodotto  di  funzioni  di  primo  grado: 

D{xì = (ar-a)^  ar-?)^  ...  (a?-5)P.  (3) 

Allora ,  poiché  (x— a)**  divide  Z>(x)  e  D[x)  è  divisore  co- 
mune di  f{x)  ed  f\x\  è  chiaro  che  ciascuna  delle  due  fun- 
zioni f{x)  ed  f\x\  sarà  divisibile  per  (x— 7)**. 

Di  qui  segue  che  a  è  radice  multipla  almeno  di  grado  |jl 
della  equazione  f{x)  =  0,  quindi  almeno  di  grado  pi  +  1  del- 
l' equazione  proposta  /.x)  =  0  ,  come  segue  evidentemente  da 
quanto  si  è  visto  agli  articoli  239-241.  Anzi  essa  sarà  pre- 
cisamente radice  multipla  di  questo  grado ,  poiché  se  0  sia 
il  grado  di  multiplicità  della  radice  a,  la  funzione /(x)  sarà 
divisibile  per  (x— a)^  e  la  f'(x)  per  'x— a)*'^  onde  (x— a)*"* 
deve  essere  appunto  il  divisore  di  Z>(x),  cioè  deve  aversi  ap- 
punto 0—1 =|x  e  0=jjL+l. 

Dunque  :  il  massimo  comun  divisore  D(x)  delle  due  fun- 
zioni f  (x)  ed  f'(x)  eguagliato  a  zero  ha  per  radici  le  radici 
multiple  di  f  (x)  =  0  diminuite  di  un'unità  nel  loro  ordine  di 
multiplicità, 

294.  Di  qui  segue  che  la  funzione  f\,x)  decomposta  nei 
suoi  fattori  di  primo  grado  sarà: 

f(x)=a,{x-%T'^\x-}r\..{x-òT\x-c^)...{x-c,)      (4) 

dove  Cj  ,  Cg  ,  ...  ,  Cy  sono  le  radici  semplici  di  /(x)=0.  . 

Se  ora  indichiamo  con  Q(x)  il  quoziente  della  divisione  di 
/(x)  per  D(x)j  si  avrà  evidentemente: 

Q(x)=ay(x— a)(x— g)...(x— 6)  •  (x-  Ci)(x  -  C2)...(x— e,.).        (5) 

Se  inoltre  indichiamo  con  D^{x)  il  massimo  comun  divi- 
sore, che  si  determinerà  col  metodo  dei  resti,  delle  funzioni 
(i{x)  e  D{x),  si  ha,  confrontando  la  (3)  con  la  (5): 

2>^(x)=(x-a)(x-?)...(x-S)  (6) 

e  finalmente    indicando    con  Qi(x)    il  quoziente  di  Q(x)  per 
J\{x)  si  ha: 

Qi(x)=rto(x-c,)(x-C2)...(x-c^).  (7) 

Pertanto  :  data  un*  equazione    qualunque    f  (x)  =  0  ,  si  può 
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sempre  costruire,  con  semplici  operazioni  di  divisione,  un*  e- 
quazione  Qi(x)  =  0  cke  ha  per  radici  le  sole  radici  semplici 
delV eqriazione  f  (x)  =  0,  ed  un'altra  equazione  D^(x)  —0  le  cui 
radici  sono  tutte  semplici  e  coincidono  con  le  radici  multiple 
di  f(x)  =  0. 

295.  Partendo  ora  dall'  equazione  D.x)  =  0,  che  ha  per  ra- 
dici le  radici  multiple  di  f{x)  =  0  col  grado  di  multiplicità 
diminuito  di  un'  unità  ,  si  potrà  costruire  nello  stesso  modo 
una  nuova  equazione  che  abbia  per  radici  le  sole  radici  sem- 
plici di  D{x)  =■  0,  cioè  le  radici  doppie  di  f(x)  =  0.  Proce- 
dendo poi  sempre  allo  stesso  modo  si  costruirà  una  terza 
equazione  a  radici  tutte  semplici  che  coincideranno  con  1^ 
radici  doppie  di  Z)(x*)=0,  cioè  con  le  radici  triple  di  /(x)=0. 
Si  conclude  dunque  che:  se  un'  equazione  £{x)  =  0,  di  grado 
n  ,  ha  p^  radici  semplici  ,  p^  radici  doppie ,  pg  radici  tri- 
ple ecc.  cosicché  sarà: 

Pi+2p^-|-3p3-f  ...     =  n 

la  sua  risoluzione  si  può  far  dipendere  da  quella  di  equa- 
zioni di  grado  inferiore ,  cioè  da  un  equazione  di  grado  p^ 
che  darà  le  sole  radici  semplici,  da  un'equazione  di  grado 
Pjj  che  darà  le  sole  radici  doppie  ,  da  una  di  grado  pg  che 
darà  le  sole  radici  triple  e  così  via,  T  coefficienti  di  tutte 
queste  equazioni  si  calcoleranno  in  ogni  caso  con  semplici 
operazioni  di  divisibilità  senza  che  sia  necessario  avere  al- 
cuna conoscenza  dei  valori  o  dei  gradi  di  multiplicità  delle 
radici  dell'  equazione  proposta. 


Esercizi. 

1.  Risolvere  requazione  di  sesto  ^rado: 

2aj^-5x*-24aj2-f63=:0 

che   si  fa  dipendere  col  metodo  spiegato   da  sole  equazioni  di  se- 
condo grado. 

2.  Dimostrare  che,  se  un'  equazione  a  coefficienti  commensura- 
bili ha  una  sola  radice  doppia,  questa  sarà  necessariamente  com- 
mensurabile. 

3.  Dimostrare  similmente  che,  se  un'equazione  a  coefficienti  reali 
ha  una  sola  radice  doppia,  essa  sarà  certamente  reale. 
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4.  Dimostrare  più  generalmente ,  che ,  se  nn^  equazione  ha  una 
-sola  radice  multipla  di  un  certo  ordine  {a,  e  le  altre  multiple  di 
ordini  diversi  da  (a,  questo  apparterrà  al  campo  di  razionalità  de- 
finito dai  coefficienti  dell*  equazione  data. 


§  5.0  —  Decomposizione  di  una  fanzione  razionale 

in  frazioni  semplici. 

296.  Data  una  funzione  razionale  qualunque  di  a?,  essa  si 

riduce  sempre  alle  forme  *  —   essendo  (f(x)  ed  F(x)  funzioni 

intere  di  x.  Ciò  posto,  se  il  grado  m  di  (f(x)  è  uguale  o  mag- 
giore del  grado  n  di  -P(ac),  eseguendo  la  divisione  di  qp(ac)  per 
I\x)  si  potrà  sempre  avere  identicamente  (art.  J274): 


que  dalla  espressione  ridotta      7-r  per  la  quale  dimostreremo 


F{x)       ^^  '      F{x) 
•dove  f{x)  è  al  più  del  grado  n  —  1  in  a?.  Noi  partiremo  dun- 

F(x) 
il  teorema  che  segue. 

297.  Sieno  a,  b,  e,...  le  radici  delV  equazione ,  di  grado  n, 
r(x)=0,  e  sieno  a,  ^,  y,  .  i  loro  rispettivi  gradi  di  multìplici' 
tà.  Essendo  f(x)  una  funzione  intera  qualunque  ^  di  grado 
non  superiore  ed  n  —  1,  si  avrà  identicamente: 


r(x)       ac  — a       (x  -a)^    (x— a) 


■^2        ,        ,       -^a 


+  ...  + 


(1) 


Bi  B^  B 

H r  4-  ; ,t^+  •••  + 


+ 

dove  le  A^  ,  A^  , ... ,  B^ ,  Bg  , ...  sono  delle  costanti  da  determi- 
narsi opportunamente. 
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Poniamo  infatti  per  brevità  (x—hf(x  -cy..,  =  ^(x),  e  sia  A 
una  costante  indeterminata;  si  ha: 

f(xl_     A       ^       f{x)  A      ^f{x)^A^(x) 

r{x)       {x—aY     Xx-af^^x)      {x-a)"^      (ac--a)*-^(oc)  ' 

Ora  si  può  sempre  fare  in  modo  che  il  numeratore  di  que- 
sta espressione  sia  divisibile  per  as  —  a.  A  tale  oggetto  ba- 
sterà determinare  la  costante  A  in  modo  che  sia: 

.     /(a)~.4^(a)=0  (2> 

il  che  è  sempre  possibile ,  poiché  pel  supposto  ò(x)  non  si 
annulla  per  x=a.  Detto  A^  i\  valore  di  A  cosi  determinato- 
si  avrà: 

f(x)-Ai/(x)=(x-a)f,(x) 

essendo  fi  (se)  una  funzione  intera  di  x  di  grado  inferiore  ad 
n.  Scriveremo  dunque: 

f(x)  __     A^_  Ux) 


F{x)       {x-af      (5C-a)*-i(j;(cc) 

Poiché  il  numeratore  dell'ultima  frazione  è  di  grado  infe- 
riore a  quello  del  corrispondente  denominatore ,  si  troverà 
similmente: 


a-i  ^ 


{x-af^Ux)      {x-^af^      {x-aY'^^ix) 
onde: 

f{x)  _     A^  A^_^  f^(x) 


F{x)       {x-aY       ix-af-'^       {x-aY'^i^ix) 

essendo    anche    qui  f^ix)    di    grado    inferiore    a    quello    di 
(se— a)*~^'^(aj).  Cosi  procedendo  si  troverà: 

f{x)  ^     A^       ^^^^^      A,      ^  f^(x) 
F(x)       {x—af      '  '  '      (x—a)       <,(») 

Sia  ora  9(a2)=(as— 6)^«*/^(x).  Si  troverà  similmente: 

fjp^  =_^L_  + . . .  +  _^  +4tg(^) 

9(x)      (x-b)  P     "  '     (03—6)         y{x) 
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6  cosi  di  seguito.  Si  giungerà  cosi  evidentemente  a  porre  la 

f{x\  • 

frazione  \},  i    sotto  la  forma  (1)  data  neir  enunciato  del  teo- 
F{x)  ^ 

rema. 

298.  Ci  proponiamo  ora  di  dare  un  metodo  pratico  per  la 
determinazione  delle  costanti  A^  ,  ...  y  A^^  Bù^  ... ,  B^ , ...  p.es. 
cieiie  •"■(1  )  •••  7  ^4.*. 

Ponendo  se— a— 2,  poiché  F{x)  è  divisibile  precisamente  per 

(ac— a)*,  si  ha: 

fix)   ^    fja^z) 
F{x)        2* .  F^{z) 

dove  F^{z)  è  una  funzione  intera  di  z  che  non  si  annulla  per 
z=0.  Si  potrà  dunque  sviluppare,  nel  modo  indicato  air  ar- 
ticolo 271,  la  funzione  razionale  — — --  secondo  le  potenze 
intere  e  positive  crescenti  di  z.  Supponiamo  che  si  trovi: 

fia-tz) 


n^) 


=  ^  a+^'a.i2-f-^'a-22^^+  -  +i4'i2»-i4-  ... 


Paragonando  questo  sviluppo  colla  espressione  che  si  ot- 
tiene dalla  (1)  ponendo  x=ai-z  e  moltiplicando  entrambi  i 
membri  per  z^,  cioè: 

f{a-\rz)         .  .  ^     ,    , 

>^-(^)-  =  ^a  +  ^a-i«  +  -..  +  ^i«*~' 

B^z'^  B^z^ 

(a-6+a)      (a— 6+«)^ 


+ 


si  vede  subito  che  per  V  identità  dei  secondi  membri  dev'es- 
sere : 

-^7.—^  a  ?  -^a-i—-^  a-l  i  •••  >  -^1=-^  i* 
Infatti  per  «  =  0  essi  prendono   i  valori  A^^  ed  A^ ,  onde 
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questi  due  coefficienti  devono  essere  uguali.  Sopprimendo 
nelle  due  espressioni  i  due  termini  eguali  A\  ed  A^^^  divi- 
dendo per  z  e  ponendo  quindi  di  nuovo  2  =  0  si  dedurrà 
-4'^_i  =  A^^^,  Sopprimendo  quindi  le  parti  A\  +  -^'a-i^  ®^ 
i4g^-f-4(j-iZ  che  sono  eguali,  dividendo  per  2-  e  ponendo  an- 
cora 2  =  0  si  avrà  -^'«-2  == -^a-2  ®  ^^^i  di  seguito. 

Da  questa  dimostrazione  risulta  al  tempo  stesso  che  le  co- 
stanti A|  ,  Ag  ,  ...  ,  Bj  ,  Bg  ,  ...  nello  sviluppo  (1)  non  si  pos- 
sono determinare  che  in  un  unico  modo.  Infatti  esse  devono 
coincidere  in  ogni  caso  colle  costanti  A\  ,  A\  , ...  ,  B\  ,  B\ , ,.. 
determinate  nel  modo  spiegato. 

299.  ^e  a  é  radice  semplice    di   F(x)  =  0 ,    la   costante  A, 

f(x)  A  B.  Bo  .    ,         , 

nello  sviluppo  ^    .  = r  H \  -f  - — — -  +  ,,.  è  data  da 

F{x)       (x— a)      X— 6      (x+6)^ 

f(a) 

F'(a)* 

Posti  infatti,  come  all'art.  297,  F{x)={X'-a)^(pc)j  Tequazio- 
ne  (2)  ci  dà  appunto 

9(«)      F'{a) 
poiché  (art.  221) 

300.  Chiuderemo  con  una  osservazione  importante  relativa 
al  caso  in  cui  le  due  funzioni  f{x)  ed  F{x)  abbiano  i  loro 
coefficienti  reali.  In  tal  caso,  se  a  è  una  radice  complessa  di 
multiplicità  a  dell'equazione  F{x)=0,  quest'ultima  equazione 
avrà  (art.  290)  un'altra  radice  complessa  conjugata  ad  a,  che 
sia  p.  es.  b ,  dotata  dello  stesso  grado  di  multiplicità.  E 
quindi  chiaro  che  le  due  costanti  A^  e  B^  nei  due  termini  : 


(x--ay    {x-by 

riusciranno  del  pari  due  numeri  conjugati.  Allora  in  luogo 
della  somma  (3)  si  potrà  scrivere ,  ri  ducendo  tale  somma  al 
comun  denominatore,  l'espressione: 
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dove  p  e  g  sono  numeri  reali  e  ^i{x)  è  una  funzione  intera 
di  X  del  grado  i.  Si  ha  infatti: 

x^'^px-^q=:x^—{a-\-b)x + ab 
e 

^i{x)=Aiix-bY+B^{x'-ay 

ed  è  chiaro  che  i  coefficienti  delle  potenze  di  x  nei  secondi 
membri  sono  tutti  numeri  reali. 

f(x) 
L^  intera  funzione   razionale  -  y-^   si  può  dunque  rappre- 

sentarey  per  quanto  riguarda  le  radici  complesse  di  F(x)=0, 
come  una  somma  di  frazioni  del  tipo    (3)'. 


Note  ed  Esercizi. 

1.  Decomporre  in  frazioni  parziali  le  funzioni: 

2cc2-3aj-f-l  x^-bx+l  2a;-hl 


(x-3)2(cc-l)  '  (aj-l)(aj-2)(a;-3)  '  (cc-2)3(cc-l)« 

2.  Se  l'equazione  F(jxi)  =  0  ha  le  «  radici  semplici  a  ,  6  ,  e  , ...  ^r 
si  ha  identicamente: 

x^ a^  b^ ^_ 

F^)  "  F\a){x^a)  "^  i^'(6)(a:-6)  "^  •  '  •  "^  F\g){x-g) 

Dedurre  di  qui,  mediante  l'identificazione  dei  due  membri  che^ 
per  j>  <  n,  si  ha  sempre: 

aP-i      ^-1  f~L-n 

F>{^)  +  F\b)  "^  •  •  •  +  F'(g)  -  "• 

3.  Le  costanti  A^,  A^^ ...  ^  B^^B^, ...  nello  sviluppo  (1)  enunciato 
all'art.  297  si  potrebbero  anche  determinare  identificando  f(x)  col 
numeratore  del  secondo  membro  di  (1)  ridotto  ad  unica  fraziona» 
Si  otterrebbero  cosi,  per  le  incognite  Ay^^  A^,  *y  ^  B^  ^  B^^  ... ,  pre- 
cisamente tante  equazioni  di  1*  grado  quanto    è  il  loro  numero. 
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Kisolvendo  tali  equazioni  si  ricaveranno  i  valori  cercati  delle  co- 
stantì.  Questo  metodo  si  chiama  delle  eoatanti  indeterminate. 

4.  Neil'  ipotesi  che  F(x)=0  abbia  solo  radici  semplici,  si  espri- 
ma il  determinante  di  quest'  ultimo  sistema  di  equazioni  lineari 
mediante  il  determinante  delle  differenze ,  discriminante  di  F(x)y 
formato  colle  a  ^b  , ,.,  ^  g. 


§  6.0  —  Della  Risaltante  di  dae  equazioni. 

301.  Il  problema  di  decidere  se  due  funzioni  date  f(x)  e 
c(x)  siano  o  no  prime  fra  loro,  cioè  se  abbiano  oppur  no  un 
divisore  comune  almeno  di  primo  grado  nella  aj,  coincide  con 
quello  di  decidere  se  le  due  equazioni  corrispondenti: 

f(x)=0  ,  <p(x)=0  (1) 

abbiano  oppur  no  almeno  una  radice  comune. 

Infatti,  se  esiste  una  radice  a  comune  a  queste  due  equa- 
zioni, entrambe  le  funzioni  f{x)  e  «(x)  saranno  divisibili  per 
(a;— a),  onde  esse  avranno  almeno  questo  divisore  comune  di 
primo  grado. 

Reciprocamente,  se  f{x)  e  (f(x)  hanno  un  divisore  comune 
D(ac)  di  grado  eguale  o  maggiore  di  1 ,  detta  ól  una  radice 
dell'equazione  D(cc)=0 ,  la  funzione  D{x)  sarà  divisibile  per 
(aj— a)  e  quindi  lo  saranno  anche  le  f{x)  e  ^(ac)  di  cui  D{x) 
è  per  supposto  divisore  comune ,  cioè  le  due  equazioni  (1) 
avranno  in  comune  questa  radice  a. 

Ci  proponiamo  pertanto  di  ricercare  a  quali  condizioni  deb- 
bono soddisfare  i  coefficienti  della  due  funzioni  date: 


"tn 


(2) 

affinchè  le  due  equazioni  (1)  abbiano  una  radice  comune.  Noi 
vedremo  che  la  condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè 
ciò  accada  è  data  dair  annullarsi  di  una  certa  funzione  in- 
tera jB(ao  ,  «1  ,  ...  ,  6q  ,  &!  ...)  dei  coefficienti  delle  due  equa- 
zioni ;  e  vedremo  come  si  costruisca  effettivamente  questa 
funzione,  che  si  chiama  la  risultante  delle  due  funzioni  date 
f(x)  e  (?(«). 

302.  Supponiamo,  a  tale  oggetto,  che  le  due  equazioni  (1) 
CatejjIìI— Algebra  complementare,  20 
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e.  (2)  abbiano  una  radice  comune  a,  cosicché  sarà,  scrivendo 
i  termini  delle  equazioni  in  ordine  rovesciato: 


e 


Moltiplicando  la  prima  di  queste  due  eguaglianze  succes- 
sivamente per  a  ,  a^, ... ,  a**"^  e  la  seconda  per  a ,  a*, ... ,  a***"^, 
si  ottengono  le  seguenti  m+n  eguaglianze  (  che  noi  scrive- 
remo per  maggiore  chiarezza  per  il  caso  di  9n=4,  n=3  ): 


b^a^'^b^aL'^-hb^CL^'hb^OL^  =0 

che  si  possono  considerare  come  un  sistema  di  m  +  n  equa- 
zioni lineari  omogenee  fra  m  +  n  incognite ,  il  quale  resta 
soddisfatto  prendendo  per  le  incognite  i  valori: 

1  ,  a  ,  a2 ,  «3  ^  ...  ,  aT'^'^'K 

Poiché  questi  valori  non  sono  tutti  nulli ,  giacché  almeno 
il  primo  é  certo  diverso  da  zero,  cosi  dovrà  essere  nullo  il 
determinante  dei  coefficienti  (art.  135)  cioè: 

^4    ^3    ^2    ^1    ^0    ^     ^ 

0    «4  a^  flg  Oi  Oq  0 

0    0    a^  a^  a^  cl^  Oq 

63  6j  6i  6o  0    0    0    =0 

0  63  62  ^1  ^0  ^  0 
0  0  63  62  61  60  0 
0    0    0   63  62  ^1   ^0 
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Rovesciando  nel  determinante  del  primo  membro,  come  è 
sempre  lecito,  V  ordine  di  successione  delle  orizzontali  e  di 
poi  l'ordine  di  successione  delle  verticali  si  può  anche  scri- 
vere questa  condizione  sotto  la  forma: 

h  à^  h  h  ^    ^    0 

0    6o  ^1  ^2  ^s  ^    ^    =0 

0     0     &o    ^1    ^2   ^3  ^ 

0    0    0    6o  ^1  ^2  ^s 

Oq    flj    «2    ^3    ^^4    0      0 

0    Gq  a^  a^  ^3  ^4  0 

0     0      ^0    ^1    ^2    ^3    ^4 

303.  Noi  chiameremo  pertanto  risultante  delle  due  funzioni 
«?(aj)  ed  /(flc)  definite  dalle  (2)  la  funzione  razionale  intera 
É{aQ  ,  «1 ,  ...  ,  &o  »  ^1  >  •••)  ^®^  ^^^^  coefficienti  data  dal  deter- 
minante ora  trovato,  cioè  la  funzione  *. 


i2  = 


6()   &!   Òg ^n  ^  •'•  ^ 

0     &0    ^1    ^2 ^w  •••  ^ 

0   0   0    0...  fto^i    ...  &„ 

«0  ^1  «2 ^m    0  —  0 


(3) 


•         •         •         .         . 


0    0    0    0  ...  a^  «1 a^ 

Finora  abbiamo  soltanto  dimostrato  che  la  condizione  R=0 
è  necessaria  affinchè  le  due  equazioni  date  (1)  abbiano  alme- 
no una  radice  comune.  Ci  resta  ad  accertare  che  questa  con- 
dizione è  altresì  sufficiente^  cioè  che,  reciprocamente  se  si  ha 
R  =  0,  le  due  equazioni  (1)  avranno  almeno  una  radice  co- 
mune. 


*  Il  metodo  tenuto  per  giungere  a  questa  risaltante  si  suol  chia- 
mare metodo  dialitico  di  Sylveater, 
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304.  Consìderìamo  a  tale  oggetto  il  determinante  seguente 
di  ordine  w+nH-l 


Òq  bi  b^.-.b^ 0     x'^'^(${x) 


0    0    0...  bo  òi  ...  b^        x^  9(a?) 

ttQ  a^  «2  •••  ^m 0     x"'''^f{x) 

0    «Q  a^ a^ 0     x*^~^f(x) 


(4) 


0    0    0   ...  Aq  a^ 


a 


m 


Po  Pi  P2 


JPw+n-1 


x^f{x) 
F{x) 


che  si  ottiene  dal  determinante  (3)  aggiungendovi  una  nuo- 
va ultima  verticale  ed  una  nuova  ultima  orizzontale.  Quanto 
air  ultima  verticale  si  supporrà  che  F(x)  sia  una  funzione 
intera  qualsivoglia ,  del  grado  m-\-  n  —  1  ^  della  x  e  che 
PoìPiì  •••  )  JPm+n-i  siano  i  suoi  coefficienti.  Poiché  si  ha: 


(5) 


,*n-»-n— 2 


F{x)=p,x^^-^+p,x^*^--^+ ...  +!>„,„.  1 


è  facile  riconoscere  che,  se  dall'ultima  colonna  del  determi- 
nante (4)  si  sottragga  la  prima  colonna  moltiplicata  per 
^w+n-i^  quindi  la  seconda  colonna  moltiplicata  per  x"*"*"**"*  e 
cosi  di  seguito  fino  a  sottrarne  la  penultima  colonna,  gli  ele- 
menti deir  ultima  colonna  si  riducono  tutti  allo  zero.  Si  vede 
dunque  che  il  determinante  (4)  è  identicamente  eguale  a  zero 
qualunque  sia  il  valore  di  x.  Se  dunque  indichiamo  risp.  con 

gli  aggiunti  degli  elementi  dell'ultima  colonna  (l'ultimo  dei 
quali  ha  evidentemente  il  valore  E  dato  dalla  (3)),  i  quali 
sono  delle  costanti  formate  colle  fl>o>  ^i  >  "•>  ^o  >  ^i  >  •••  i  PoiPiy  — 
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si  avrà  ridenti tà: 

(Poa^'^-^+P,aJ^-*+ ...  +Pm-i)?(a^)+(Qoa^'*-HQia5'*-»4- ... 

Ponendo  per  brevità: 

(6) 
-(Qo»'*-^+Qix'»-2+ ...  +Q^.x)=9i(aj) 

si  ha  dunque  il  seguente: 

Teorema.  —  Se  f(x)  e  (p(x)  sono  dtie  funzioni  intiere  date 
(5)  7*Ì8p.  dei  gradi  n  ed  va  yB,  la  loro  risultante  definita  dalle 
(3),  F(x)  una  funzione  intiera  qualsivoglia  di  grado  m+n— 1, 
esistono  sempre  due  funzioni  intiere  fi(x)  di  grado  m  —  1,  e 
'fi(x)  di  grado  n— 1,  per  le  quali  si  ha  identicamente: 

R.F(x)=f(x)9i(x)+?(x)fi(x)  (7) 

le  espressioni  effettive  delle  f^  e  qp^  essendo  date  dalle  (6). 

305.  Supponiamo  ora  che  la  B  sia  eguale  a  zero.  Si  avrà 
allora,  in  luogo  della  (7),  l'identità 

/(aj)ri(aj)f9(aj)/i(aj)=0 
d'onde 

/(aj).?i(a)=-<p(a;)./i(a;). 

Di  qui  emerge  che  la  funzione  f(x)  divide  esattamente  il 
prodotto  9(a:)  •/i(a:),  ond'essa  non  può  essere  prima  con  ^{x). 
Infatti,  se  f{x)  fosse  prima  con  ^(x\  poichò  essa  dividerebbe 
il  prodotto  ^(x)'f{x)  e  sarebbe  prima  col  fattore  9(aj),  do- 
vrebbe dividere  esattamente  (  art.  281)  V  altro  fattore  fi(x). 
Ora  ciò  è  assurdo,  poiché  essendo  f{x)  di  grado  m  non  può 
essere  divisibile  per  fi(x)  che  è  soltanto  di  grado  «i— 1.  Dun- 
que le  due  funzioni  f{x)  e  ^{x)  avranno  in  comune  almeno 
un  divisore  di  primo  grado  in  x  c.d.d. 

306.  Imaginando  sviluppato  il  determinante  (3)  che  dà  l'e- 
spressione di  Ey  si  avranno  dei  termini  contenenti  il  fattore 
zero  e  quindi  nulli  ;  tutti   gli   altri  termini   poi  conterranno 
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evidftntemente  m  fattori  6  appartenenti  alle  prime  m  oriz- 
zontali ed  n  fattori  a  appartenenti  alle  altre  n  orizzontali. 
Dunque  la  risultante  R  deUe  due  funzioni  (2)  é  una  funzione 
omogenea  e  di  grado  n  nei  coefficienti  della  funzione  f  (x)  di 
grado  m,  ed  omogenea  e  di  grado  m  nei  coefficienti  dell'altra 
funzione  9fx)  di  grado  n. 

307.  Il  determinante  (3)  si  può  ridurre  sotto  forma  di  un 
determinante  di  ordine  eguale  ai  maggiore  dei  due  numeri 
m  ed  n,  facendo  uso  delle  note  trasformazioni  che  non  al- 
terano il  valore  di  un  determinante  *.  Si  può  però  anche 
giungere  direttamente  a  questa  nuova  forma  della  risultante 
col  metodo  seguente  dovuto  a  Bézout. 

Sia  m  il  maggiore  dei  due  numeri  m ,  n,  qualora  essi  non 
fossero  eguali  ;  e  consideriamo  /  e  <p  come  funzioni  dello 
stesso  grado  m: 


f{x)=^aQ-{-a^X'{'a2X'+  ...  +a^a5"* 


<p(a;)=6Q-l-6iaj+62«*+ ...  +&w^ 


m 


(6) 


Se  as  è  una  radice  comune  alle  due  equazioni:  f{x)  =  0  e 
(f{x)  =  0  si  ha  evidentemente: 


m—r—i 


f(x)  a^^i+a^^^-ì-  ...  -ha^x 


?(£c)    b^^^-hb^^^x-^- ... +b^x"'  '*  1 


=  0 


comunque  si  scelga  Vindice  r  da  0  fino  ad  rw  —  1.  Si  ha 
quindi  anche,  sottraendo  dalla  prima  colonna  la  seconda  mol- 
tiplicata per  flc^'"*'^: 


>n— r-i 


aQ+a^X-\-  ...  -ha^'       «r4-l  +  ^r+2^+  •••  '^^m^ 


ò^-f  6icc+  ...  +b^*'     6^+3+&^4.2a?  +  ...  -f  6^0;***"'"'"^ 


=  0     (7) 


che  è  un'equazione  in  x  del  grado  w— 1,  che  scriveremo: 

c^i  c^iX-hc^aH  ...  4  c^  ^  „».isc*"~^=0.  (7/ 


*  Cfr.  Baltzer  :  Theorie   und    Anwendung    der   Determinanteii. 
§  11,  art.  12. 
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Applicando  al  determinante  (7)  il  teorema  (art.  122)  sulla 
decomposizione  di  un  determinante  in  cui  gli  elementi  di  una 
colonna  sono  somma  di  un  egual  numero  di  parti,  e  ponendo 
per  brevità: 


^ÌH  =  «i^fc  —  ^hPi 


si  trova  subito  che: 


^r8— ^0 ,  r4.s+i'J"^i ,  r+s+^2  ,  r+s-l+  •••  '^^s  ,  r+1 


(8) 


(9) 


d'onde  segue  facilmente  che; 


^r«  ~  ^«r* 


(10) 


Eliminando  ora  delle  m  equazioni  (7)'  le  m  quantità 
1  ,  a; ,  aj^ ,  ...  ,  x"^'^  analogamente  a  quanto  si  è  fatto  all'  ar- 
ticolo 302,  si  trova  la  condizione: 


'00 


'10 


'01 


•••  ^0,  wi-l 


'11  •••^l,«n-l 


C«,_ 


W-1,0    ^m-1,1   •••^*»-l,m-l 


=  0 


(11) 


Si  ha  cosi  nel  determinante  2=*=^oo^ii  •••  ^m-i  m-i  ^^*  ^^^~ 
va  espressione  della  risultante  già  espressa  mediante  il  de- 
terminante (3).  I  due  determinanti  (3)  ed  (11)  non  differi- 
scono che  per  un  fattore  numerico. 

308.  Si  voglia,  ad  esempio ,  la  risultante  delle  due  equa- 
zioni di  secondo  grado; 


2—1 


flQ-l-aiSC  f  ^202^=0  ,  hQ+b^x-{'b2X^=0 


(12) 


si  ha  in  tal  caso: 


^OO^^O  »  l^^O^l — ^1^0  1 
<^n=^0  ,  3+^1 ,  2=K^2""^2^1^ 


^01""^10~^0, 2~~^0^2     ^2^0* 
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La  condizione  necessaria  e  sufiS.ciente  affinchè  le  (12)  ab- 
biano una  radice  comune  è  dunque  data  da: 


Cqo    ^01 


CiQ   Cji 


=  («0^1— «l^o)(^1^2-«2^l)— K^2— «2^o)^=0-       0-^^ 


Il  primo  membro  della  (13)  moltiplicato  per  4  si  può  an- 
che porre  sotto  la  forma: 

(ai2-4aoa2)(&i'-46o62)-[2ao62+2M2~ai6i]^  (13)' 

che   ci    dà   una   nuova    espressione    della    stessa    risultante 
delle  (12). 

Note  ed  Esercisi. 

1.  Dalla  seconda  espressione  (13)'  ora  trovata  per  la  risultante 
di  due  equazioni  quadratiche  /=0  ,  ^=0  riconoscere  che  questa  ri- 
sultante è  il  discriminante  di  una  terza  equazione  quadratica  le 
cui  radici  dividono  armonicamente  tanto  le  radici  di  /  =  0  come 
quelle  di  p=zO. 

Si  noti,  a  questo  proposito,  che  la  condizione: 

2ao^a+ 2&oa2— fli^i  =0 

è  necessaria  e  sufficiente  perchè  le  due  coppie  di  radici  delle  (12) 
si  dividano  armonicamente. 

2.  Calcolare  la  risultante  delle  due  equazioni: 

Si  troverà  il  risultato  seguente: 

+«l*^0^2^+«2^^0^^2"-«i^2^0^1^2 

-ao«3(6i3-36o&i&2)- 

3.  Dimostrare  che  nei  vari  termini   di  una   stessa   risultante  i 
pesi  (cfr.  art.  245)  sono  costanti. 

4.  La  condizione  affinchè  le  due  equazioni  f{x)^0  e  ^(x)=0  am- 
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mettano  una  radice  comune  si  può  trovare  anche  cosi.  Siano 
a  ,  ^  ,  7  ,  ...  ,  X  le  radici  di  ^(x)=0.  Ponendo 

i?=/(a)/(?)/(T)  -m 

si  ha  una  funzione  simmetrica  delle  « ,  /S  ,  y  , .,. ,  ),.  Si  potranno 
quindi  eliminare  queste  radici  incognite  e  si  otterrà,  per  B  una 
funzione  dei  soli  coefficienti  di  /  e  <p.  È  evidente  che  R  =  0  è  la 
condizione  necessaria  e  sufficiente  cercata.  Questo  metodo  di  co- 
struire la  risultante  dicesi  delle  funzioni  simmetriche.  Più  tardi 
(Gap.  VII.  §  8)  avremo  occasione  di  riconoscere  1'  identità  della 
espressione  cosi  ottenuta  colla  (8). 

5.  Oppure  si  può  procedere  anche  come  segue:  Se 

sono  le  due  equazioni  che  devono  essere  soddisfatte  da  uno  stesso 
valore  di  :r,  si  sottraggano  Puna  dalPaltra  dopo  averle  moltiplicate 
risp.  per  6,^  e  per  a^  ,  ovvero  dopo  averle  moltiplicate  per  b^  ed 
Oq.  Si  otterranno  cosi  due  equazioni  in  a?  del  grado  »»— 1.  Appli- 
cando a  queste  lo  stesso  procedimento  se  ne  dedurranno  altre  due 
del  grado  m— 2  e  cosi  di  seguito  finché  si  giunga  a  due  equazioni 
di  primo  grado 

CqX  t  Cj = 0     cIqX + (Zj =0. 

£  chiaro  che  e^d^  -^  c^d^  sarà  allora  la  condizione  cercata. 
Questo  metodo  dicesi  di  Eulero, 

6.  Accenneremo  finalmente  ad  un  altro  metodo  che  risolve,  più 
generalmente ,  il  prohlema  di  trovare  le  condizioni  necessarie  e 
sufficienti  affinchè  le  due  funzioni: 

/•(aj)=aoa?^-f  aia?"*-i+ ... -f  a^  e  9(£c)=&oa:''*+6iaj'*-H  ... +&n 

ahbiano  un  divisore  comune  di  g^ado  i  nella  x. 

Partendo  dalla  decomposizione  di  queste  funzioni  nei  loro  fat- 
tori di  1^  grado  si  riconosce  subito  che  affinchè  ciò  accada  è  necei- 
sario  e  sufficiente  che  esistano  due  funzioni  intere  ^   _ .  e  ^    ^ .  risp. 

dei  gradi  n— i  ed  m— i  per  le  quali  si  abbia  identicamente. 

Ora,  eguagliando  a  zero  i  coefficienti  delle  singole  potenze  di  oj 
nel  lo  membro  si  ottiene  fra  gii  m-\-n — 2i-f  2  coefficienti  indeter- 
minati di  ^      .ed/      .un  sistema   di  wi+n  — ifl  equazioni  lineari 

omogenee.  Per  avere  le  condizioni  cercate  basterà  dunque  espri- 
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mere  che  tali  equazioni  possono  coesistere  per  valori  non  tutti 
nulli  delle  incognite.  A  tale  oggetto  si  dovranno  porre  eguali  a 
zero  certi  determinanti  contenuti  nella  matrice  del  sistema  se- 
condochè  si  è  visto  al  cap.  UI  (§  5).  Per  %-=zl  il  sistema  si  com- 
porrà di  m+n  equazioni  fra  m+n  incognite  ,  e  la  matrice  del  si- 
stema è  la  stessa  matrice  (8)  ottenuta  col  metodo  di  Sylvester. 
Per  la  coesistenza  delle  equazioni  dovendo  annullarsi  (art.  135)  il 
determinante  di  questa  matrice ,  si  ritrova  cosi  come  risultante 
delle  due  equazioni  lo  stesso  determinante  (8).  L^  indole  stessa 
della  dimostrazione  ci  dice  in  tal  caso  che  Tannullarsi  di  R  sarà 
anche  condizione  sufficiente  affinchè  le  due  equazioni  abbiano  in 
comune  un  divisore  variabile  e  quindi  anche  almeno  una  radice. 

§  7.0  — -  Blsolazione  di  un  sistema  di  dae  equazioni 

con  dae  incognite. 

309.  Una  funzione  intera  di  grado  m  delle  due  variabili  a? 
ed  y  è  data  da: 

dove  Pq  è  una  costante  e  p^  ì  P2  ì  •••  1  Pm  sono  altrettante  fun- 
zioni intere  di  y  del  tipo: 

Pi^aQ-^a^y+a^Vi-^- ...  +o,y* 

cioè  in  generale  p^  è  una  funzione  intera  del  grado  i  di  y* 
Ciò  premesso,  si  abbiano  le  equazioni 

(1) 
?(ac ,  y)=qox"'+qiX'''^-\-q2x'"''  +  ...  +qn  =0 

e  si  voglia  cercare  ogni  coppia  di  valori  speciali  di  a;  ed  y 
tali  che  le  due  equazioni  siano  per  essi  soddisfatte  contem- 
poraneamente. 

Se  05= a  ,  ^=p  è  una  coppia  di  cosiffatti  valori,  sostituendo 
nelle  due  equazioni  (1)  il  valore  p  di  y ,  si  hanno  le  equa- 
zioni 

f{x  ,  ^)=0  ,  ?(a;  ,  P)=0  (2) 

che  saranno  soddisfatte  da  a:=a;  cioè  si  hanno  due  equazioni 
in  X  che  hanno  una  radice  comune,  onde  la  loro  risultante 
deve  essere  nulla. 


\ 
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In  questo  caso  la  risaltante  è  una  funzione  di  ^ ,  ovvero 
di  y,  onde  si  ha  l'equazione  ad  una  sola  incognita  i?(y)=0, 
che  dicesi  il  risultato  àelV eliminazione  di  x  fra  le  due  equa- 
zioni date  (1).  Il  primo  membro  di  questa  equazione  sarà  lo 
sviluppo  del  determinante  di  cui  abbiamo  appreso  la  costru- 
zione nel  §  prec. 

Si  ha  dunque  la  seguente  equazione: 


Po  Pi  Pi  Pz  '"Pm  0  0..0 
0     Po  Pi   Pi  -        Pm  0..0 


i2(y)  = 


p 


m 


S'è  ^1  9'2  9's  •••  Qn  0  0-0 
0    ^0  Qi  Q2  -      Qh  0..0 


Qn 


=  0 


(3) 


310.  Per  determinare  il  grado  di  questa  equazione  in  y, 
dobbiamo  vedere  quale  sia  la  più  alta  potenza  di  y  che  si 
presenta  nello  sviluppo  del  determinante.  A  tale  oggetto  os- 
serviamo che,  se  agli  elementi  p  y  q  ài  E  sostituiam'o  la  va- 
riabile y  col  massimo  esponente  che  ha  in  ciascuno  di  essi, 
cambierà  il  valore  del  determinante  ma  non  il  grado  della 
funzione  di  y  che  esso  rappresenta.  Intanto  si  ottiene  cosi  il 
determinante: 

i  y  y^  y' .-.  y^  0     0   ...  0 

0  1  y    y^  ...  y'^-y    0    ...  0 
0  0  1    y  ...  y'^'-y-^y"'  ...  0 


t» 


0  0  0    0  y 

1  y  y*  y* ...  f  o  o o 

0  1  y   y* ...  y»- VO 0 


.n 


0  0  0    0   y 

Sia  h  il  grado  cercato   dello  sviluppo   di    questo  de  termi- 


—  316  — 

nante  nella  variabile  y.  Moltiplichiamo  la  2^  orizzontale  per 
j/,  la  terza  per  y^,...  la  n°^»  per  2/^"^,  quindi  la  (n-f-l)"aa  per 
1 ,  la  seguente  per  y ,  V  altra  per  y'^  e  cosi  di  seguito  fino 
airultima  orizzontale  che  moltiplicheremo  per  y^"^. 

Con  ciò  il  grado  in  y  sarà  stato  evidentemente  alterato, 
poiché  il  determinante  è  stato  in  complesso  moltiplicato  per 
^1+2+3+. ..-*-(»i-i)+i+2+...+(n-i)  ^ìq^  (poiché  l'esponente  è  la  som- 


m(m— 1)     n(n— 1) 


8 


.  Quin 


ma  di  due  progressioni  aritmetiche)  per  y     ^ 
di  il  grado,  che  prima  era  hj  sarà  divenuto 

wi(m— 1)      n(n—l) 
'^^^-^       2      • 

Ma  d'altra  parte,  dopo  queste  moltiplicazioni ,  il  determi- 
nante prende  la  forma 


1 

y 

y' 

y^ ... 

0 

y 

y' 

y^ ... 

0  0 

y' 

y^ ... 

• 

1 

•   • 
y  y' 

•    • 
y^ ... 

0 

y  y* 

y  ••• 

0  0 

•           • 

y' 

• 

dove  gli  elementi  di  una  stessa  colonna ,  se  non  sono  nulli, 
sono  tutti  eguali  ad  una  stessa  potenza  di  y.  Allora,  poiché 
in  ogni  termine  dello  sviluppo  si  deve  trovare  come  fattore 
un  elemento  di  ogni  colonna,  il  grado  di  esso  sviluppo  sarà 
espresso  dalla  somma  0+1+24-3+ ... +(wfn~l)  ,  poiché  gli 
clementi  della  prima  colonna  sono  di  grado  0 ,  quelli  della 
seconda  di  grado  1,  quelli  della  terza  di  grado  2,  e  cosi  via. 

Questa  somma  é  uguale  a  — '■ ,  onde  si  ha  la  rela- 


zione: 


m(m— 1)       nfw— 1) 
'^  +  -^—+-2- 


(w+n— l)(w+n) 
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dalla  quale  sì  ricava  con  semplice  calcolo  il  valore  di  ^  e 
si  trova  A  =  w  •  n.  Dunque  :  V  eliminazione  di  x  fra  le  due 
equazioni  f(x  ,  y)=0  ,  «(x  ,  y)==0  (  la  prima  di  grado  m  ,  la 
seconda  n)  conduce  ad  un'  equazione  R(y)=0  di  grado  m  X  n 
contenente  la  sola  j, 

311.  Di  qui  è  facile  ora  di  dedurre  che  esistono  in  gene- 
rale mn  coppie  distinte  di  valori  x  ,  y  che  soddisfano  le  due 
equazioni  date  f(x  ,  y)=0,  e  <p(x  ,  y)=0  la  prima  di  grado  m> 
la  seconda  di  grado  n  nelle  due  variabili  x  ,  y. 

Difatti,  poiché  R(y)-=0  è  un'  equazione  di  grado  mn  in  y, 
essa  ammetterà  in  generale  mn  radici  distinte: 

Per  una  qualunque  y^  di  queste  radici  si  avrà  R{yi)  =  0, 
cioè  sarà  soddisfatta  la  condizione  affinchè  le  due  equazioni 
in  X  : 

/(a,2/i)=0,(p(aj,2/,)=0 

ammettano  una  radice  comune  x^.  Questa  radice  comune  si 
determinerà  cercando  il  massimo  commi  divisore  delle  due 
funzioni  f{x  ,  y^)  e  ^{x  ,  y,),  il  quale  sarà  in  generale  una 
funzione  di  lo  grado  in  x  che  eguagliata  a  zero  farà  cono- 
scere il  valore  cercato  x=Xi.  Ad  ogni  valore  y^  corrisponde 
dunque  in  generale  un  unico  valore  x^.  Ma  di  valori  y^  ve 
ne  sono  mn  ;  quindi  si  avranno  in  generale  mn  coppie  di 
X  ed  y: 

che  soddisferanno  alle  due  equazioni  proposte:  c.d.d. 

312.  Se  invece  di  eliminare  fra  le  due  equazioni  la  x  si 
fosse  eliminata  la  ^ ,  si  sarebbe  ottenuta  un'  equazione  (  di 
grado  mn  in  x):  i?j (ce) =0  che  avrebbe  appunto  inw  soluzioni 

A  scanso  di  equivoco  conviene  però  osservare  che  non  è 
lecito  di  accoppiare  uno  qualunque  dei  valori  yi  del  gruppo 
(a)  con  uno  qualunque  dei  valori  yj  del  gruppo  (P),  con  che 
si  otterrebbero  non  già  mn  ma  bensi  wV  sistemi  di  valori 


-.  318  — 

per  X  ed  y.  Bensì  ad  ogni  valore  (a)  corrisponde,  come  si  è 
notato^  un  unico  valore  (P)  che  sarà  più  semplice  determinare 
direttamente,  come  si  è  osservato ,  mediante  una  ricerca  di 
massimo  comun  divisore. 

313.  Vediamo,  a  schiarimento  del  metodo  esposto,  come  si 
procederà  per  determinare  i  4  sistemi  di  valori  di  x  eà  y 
che  soddisfano  alle  due  equazioni  di  2^  grado: 


Ax^-hBy^+Cxì/+Dx^Ey+F=0 
A^xHBy-{-CiXy'hl\x-{'E^yi'F^=0. 


(4) 


Si  comincerà  a  ordinare   queste  equazioni    secondo  le  po- 
tenze di  X  cioè  si  scrìveranno  come  segue: 


Ax^+(Cy^  D)xi-(By^i-Ey-tF)=0 


A,x^+{C,y^D^)xHBy+E,y+F,)^0. 
Si  formerà  quindi  la  risultante: 


(5) 


^(y)  = 


A     Cy-VD 
0        A 

0        A^ 


By^^Ey+F  0 

Cy+D  By^-^Ei-F 

Sy-i-E^yi-F^  0 

C^y+A     By+E^y-{-F^ 


Sviluppando  si  otterrà  un'  equazione  E(y)  =  0  del  quarto 
grado  in  y  le  cui  radici  siano  yi  ,  y^  i  ys  ì  yv 

Il  valore  di  x^  che  si  dovrà  accoppiare  con  una  qualun- 
que yi  di  queste  radici  dovrà  soddisfare  alle  due  equa- 
zioni (5): 

Ax^-V{Cyi-^D)x^{Byi^-k-Eyi^F)^0 

(6) 
A^x'HC^yi^D;)xHB^yi^-VE^yi-VF;)=:0. 

Sottraendo  queste  due  equazioni  Tuna  dall'altra  dopo  averle 
moltiplicate  risp.  per  -4^  ed  A  si  ottiene  V  equazione  di  1° 
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grado  in  x  (che  determinerà  il  valore  di  a?,)  : 

[A^(Cyi+D)-A(C,yi+D,)]x+[A,{Byi'+Eyi+F) 
-A(B,yi'+E,yi+F,)]=0 

dalla  quale  si  dedurrà  subito: 

^  {AB,^A,B)y,'^AE,-A,E)y,+AF,-A,F 
'  (A,C''AC,)yi^-(A^D^AD^)  ^  ^ 

Vote  ed  Esercisi. 

1.  Dimostrare,  con  ragionamento  simile  a  quello  tenuto  alFart. 
290,  ohe  se  le  due  equazioni  a  coefficienti  reali  f(x  ,  y)=0,  cp(x  ,  y)=0 
sono  soddisfatte  dalla  coppia  di  valori  x=a-f-bi,  yrraf  ^i,  esse  sono 
anche  soddisfatte  dalla  coppia  coniugata  x=a  — bi,  y=:«— pi. 

2.  Verificare  la  compatibilità  del  sistema: 

15ccV-52/3-3c3=0 

qualunque  sia  il  valore  della  costante  e ,  e  trovare  le  coppie  di 
valori  di  ac  ed  y  che  lo  risolvono. 

3.  Quando  i  coefficienti  delle  funzioni  f{x ,  y)  e  ^{x ,  y) ,  che  si 
suppongono  dei  gradi  m  ed  ?i,  hanno  valori  numerici  particolari^ 
può  accadere  che  la  risultante  It(,y)  =  0  costruita  nel  modo  indi- 
cato riesca  di  grado  inferiore  ad  mn.  Ad  onta  di  ciò  si  potrà  an- 
cora dire  che  il  problema  /=0  ,  9=0  ammette  mn  soluzioni ,  poi- 
ché, se  il  grado  di  It{y)  =  0  sia  diminuito  di  [tr ,  ciò  si  può  spie- 
gare col  fatto  che  [*>  delle  sue  soluzioni  siano  divenute  infinite. 
Sia  infatti 

^oy"*"+^iy""*-'+-v+^,„„=o  (1) 

Tequazione  risultante  generale.  Se  nel  caso  particolare  il  grado 
della  (1)  diminuisce  di  [ì.  unità  ,  cioè  se  A^rziA^^.^^A  _i=0,  1'  e- 
quazione  a  radici  reciproche  della  (1) ,   che  sarebbe  in  generale: 

^™„2/'*+^m»-iy'""'+  -  +Ay+^o=o  (2) 

avrà  il  primo  membro  divisibile  per  y^^  cioè  avrà  [*•  radici  nulle* 
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Si  deve  qaindì  ritenere  che  la  (1)  abbia  anche  in  questo   caso  mn 
radici,  delle  quali  però  pi  siano  divenute  infinitamente  grandi. 

4.  Interpretando  geometricamente  x  ,  y  come  le  coordinate  car- 
tesiane di  un  punto  del  piano,  le  due  equazioni  f(x,y)=Of  z  {x ,  y)=0 
ci  rappresentano  due  curve  generali  risp.  dei  gradi  m  ed  n;  e  le 
coppie  di  valori  di  x ,y  che  le  soddisfano  ci  rappresentano  le 
coordinate  dei  punti  d'intersezione  delle  due  curve. 

n  teorema  algebrico  stabilito  in  questo  §  ha  dunque  per  inter- 
pretazione geometrica  che:  due  curve  algebriche  piane  degli  ordini 
m  ed  n  si  incontrano  in  generale  in  mn  punti.  Questi  mn  punti 
esistono  sempre  dal  punto  di  vista  algebrico  ,  ma  possono  non 
esistere  geometricamente  semprechò  le  loro  coordinate  riescano 
numeri  complessi.  Si  dice  per  ciò  che  le  due  curve  si  incontrano 
sempre  in  mn  punti  reali  od  imaginari.  Questi  punti  potranno 
però  in  parte  trovarsi  anche  a  distanza  infinita ,  corrispondente- 
mente a  quanto  si  è  notato  poco  fa,  che  i  valori  di  a;  ed  y  sod- 
disfacenti al  problema  algebrico  debbono  in  alcuni  casi  ritenersi 
infinitamente  grandi. 

5.  Si  dimostri  che:  se  due  coniche  reali  in  uno  stesso  piano 
s'incontrano  in  punti  reali,  questi  sono  sempre  in  numero  di  due 
o  di  quattro. 

6.  Come  illustrazione  di  quanto  si  è  detto  alla  nota  (8)  si  con- 
siderino le  due  equazioni  : 


(«) 


che  si  deducono  dalle  equazioni  generali  delP  art.  813  facendo: 
A=Ai=B=B^=l  ,  C=C^=0.  Se  nel  determinante  ivi  ottenuto  si 
sottrae  dalla  terza  orizzontale  la  prima,  si  trova  pel  caso  attuale: 


i?(y)  = 


1  D  y*+Ey+F 

Dj-D      {Ei—E)y+Fi-F  0 

1  Di  j/«+^,y+J\ 


e  sottraendo  dalla  seconda  e  terza  orizzontale  la  prima  moltipli- 
cata risp.  per  D^  —  D  e  per  1: 


i?(y)= 


iE^-E)y + (F,-F)-D{D^-D)     -^D^-D){y*-\-Ey+F) 


Di-D 


(Ei-E)y+(F^-F) 


La  risultante  JR(y)   si  abbassa    dunque  al  secóndo  grado.  Questa 
stessa  risultante  si  potrebbe  anche  ottenere  deducendo  prima  dalle 
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{*)  mediante  sottrazione  l'equazione: 

(I),-D)xHE,-E)y+(F^-F)=0  (?) 

o  sostituendo  quindi  in  una  delle  (>)  il  valore  di  x  ricavato  da  (p). 

Delle  quattro  coppie  di  valori  x  ,  y  che  soddisfano  alle  C*)  due 
si  otterranno  combinando  (p)  con  una  delle  («)  e  saranno  eviden- 
temente formate  in  generale  da  valori  finiti  di  x  ed  y, 

Le  altre  due  sono  quindi  entrambe  della  forma  a;  =  oo  ,  2/  =  oo  , 
giacché  è  chiaro  che  anche  la  risultante  in  x  si  abbasserà  al  2^ 
grado,  cosicché  le  soluzioni  infinite  delle  due  risultanti  dovran- 
no necessariamente  accoppiarsi  fra  loro.  Il  rapporto  —  =  ^  ,  che 

apparirebbe  indeterminato,  ha  però  due  valori  finiti  e  distinti,  cor- 
rispondenti risp.  alle  due  coppie  infinite. 

Infatti,  dividendo  le  (<x)  per  y*,  esse  prendono  la  forma: 

\yy  \yJ  y        y         \yJ 

X  1 

fra  le  due  incognite  —    ed    -  sono  evidentemente  soddisfatte  pren- 

y         y 

dendo : 

(^y-fl  =  0       i  =  0.  (T) 

^y^  y 

Si  ha  dunque  per  le  due  coppie  di  valori  infiniti  di  x  ed  y  che 
risolvono  le  («)  rispettivamente: 

7.  L'analisi  ora  fatta  dà  luogo  ad  una  interpretazione  geome- 
trica molto  importante ,  se  si  consicleri  che  le  (a)  sono  le  equa- 
zioni, in  coordinate  cartesiane  a; ,  y,  di  due  cerchi  qualunque  del 
piano.  Si  vede  che  dei  quattro  punti  di  incontro  di  due  cerchi 
qualunque  soltanto  due  cadono  in  generale  a  distanza  finita,  che 
vengono  segnati  sui  due  cerchi  dalla  retta  (p),  il  cosi  detto  asse 
radicale  dei  due  cerchi.  Gli  altri  due  punti  cadono  sempre  a  di- 
stanza infinita  e  sono  sempre  gli  stessi  comunque  si  scelgano  i 
due  cerchi,  poiché  le  (7)  sono  indipendenti  dai  coefficienti  di  (a). 

Dunque:  tutti  i  cerchi  del  piano  passano  per  due  punti  fissi, 
punti  ciclici  alV  infinito,  che  si  possono  definire  come  i  due  punti 
di  intersezione  della  retta  all'infinito  colla  coppia  di  rette 

jc  +  ?*!/  =  0  ,  X  —  iy  =  0. 
Capellt. — Algebra  complementare.  21 
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§  8.0  — -  Teoremi  di  Bézoat  iati' eliminasione 
fra  pi&  equazioni  con  altrettante  incogrnite. 

314.  Sia  ora  proposto  il  sistema  generale  di  tre  eqaazioai 
con  tre  incogaite: 

f(x,yi  «)=0  ,  9(aJ ,  y  ,  a)=0  ,  ^(a? ,  y ,  a)-0  (1) 

ì  cai  gradi  siano  risp.  m  ,n  ,1. 

Considerando  le  prime  due  equazioni  rispetto  alla  sola  va- 
riabile z,  si  potrà  da  esse  eliminare  questa  variabile  col  pro- 
cedimento del  §  6.  La  risultante  cosi  ottenuta,  che  designe- 
remo per  brevità  con  (/ ,  <p),  sarà  una  funzione  intera  di  gra- 
do 97171  rispetto  alle  x  ed  y.  Infatti  questa  risultante  è  del 
grado  w,  (art.  306),  nei  coefficienti  di  /  ordinata  secondo  le 
potenze  di  2,  ed  il  grado  di  ognuno  di  tali  coefficienti  non 
supera  m.  Il  grado  di  (/  ,  9)  nelle  x  ed  y  non  può  dunque 
superare  mn.  È  poi  chiaro  che  esso  non  può  essere  inferiore 
ad  mn ,  finché  le  (1)  abbiano  coefficienti  letterali  generali, 
come  supporremo  d'  ora  innanzi  ,  poiché  se  ciò  accadesse  in 
generale,  a  maggior  ragione  dovrebbe  accadere  nel  caso  spe- 
ciale in  cui  /  e  <p  non  contenessero  che  x  e  2.  In  questo  caso 
si  avrebbe  invece ,  come  al  §  prec.  una  risultante  in  x  del 
grado  mn.  ^ 

315.  Ciò  premesso,  per  risolvere  le  (1),  si  potrà  dapprima 
eliminare  la  z  fra  queste  equazioni  combinate  due  a  due.  Si 
otterranno  cosi  le  tre  equazioni: 

(/ ,  9)=0  ,  (/ ,  <1')=0  ,  (?  ,  4.)=0  (2) 

risp.  dei  gradi  mn  ^  mi ,  ni  nelle  sole  due  incognite  x  ed  y. 
Si  potrà  dipoi  eliminare  la  y  da  quest'ultime  tre  equazioni 
combinate  due  a  due  e  si  otterranno  cosi  tre  equazioni  nella 
sola  incognita  x: 

M^(x)  =^  (/,  9)  ,(/,<!;))=  0  m.n.P 

Bi{x)  ^(  (/ ,  <p)  ,  (9  ,  «l*)  ]  =  0  risp.  dei  gradi   tn.n.H      (3) 
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Le  tre  funzioni  intere  Mi{x)  ,  i?2(^)  ?  ^«(^)  ammetteranno 
in  generale,  cioè  finché  restano  del  tutto  indeterminati  i  coef- 
ficienti delle  (1)  come  si  è  supposto,  un  massimo  comun  di- 
visore D(x)  il  cui  grado  in  a?  è  perfettamente  determinato 
ed  ì  cui  coefficienti  sono  composti  razionalmente  90Ì  coeffi- 
cienti generali  indeterminati  delle  (1).  Noi  chiameremo  que- 
sta funzione  D{x)  la  risultante  rispetto  ad  x  delle  tre  equa- 
zioni generali  (1). 

£  chiaro  che  le  equazioni  (3)  avranno  in  generale  come 
conseguenza  necessaria  1'  equazione 

D{x)=0  (4) 

poiché  le  radici  comuni  alle  (3)  devono  annullare  sempre  il 
massimo  comun  divisore  dei  loro  primi  membri.  Dimostrere- 
mo fra  poco  che  la  funzione  D(x)  è  precisamente  del  grado 
m.n,l ,  dopodiché  ci  sarà  agevole  concludere  che  il  sistema 
(1)  ammette  in  generale  m.w.Z  terne  di  valori  di  ce ,  y ,  e  che 
lo  risolvono. 

316.  Teorema  I.  —  ;S^e  D(x)  è  la  risultante  delle  tre  equa- 
zioni f  (x  ,  y  ,  z)  =  0  ,  cp(x  ,  y  ,  z)  =  0  ,  ^(x  ,  y  ,  z)  =  0  ,  esistono 
sempre  delle  funzioni  razionali  intere  fi  ^  ^i  »  ^1  delle  x,  y,  z 
per  le  quali  si  ha  idènticamente: 

Invero,  per  il  teorema  dell'art.  304,  si  può  scrivere  pri- 
mieramente: 

(f,f)=U'  .f+V  .9 

(f,<^)-^u"-f+r"-^  (6) 

{c(,^)=U"';f+V"''^ 

essendo  \e  U  e  V  delle  funzioni  razionali  intere  delle  a?,  y,  z 
e  dei  coefficienti  indeterminati  che  entrano  nelle  /^,9,tJ/. 

In  secondo  luogo,  poiché  le  R^(x)  ,  i?2(^)  >  ^s(^)  ^^  costrui- 
scono come  risultanti  delle  funzioni  (/?  9)  ?  ff  >  4^)  >  (?  >  ^) 
combinate  due  a  due^  si  ha  anche: 
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R,(po)  =  H'  ■if,<f)  +  K'  •(/,«!') 

E,ix)  =  H"  ■(f,<f)  +  K".{<o,^)  (7) 

R,{x)=H>".{f,^)  +  K>".{.f,^) 

essendo  anche  le  IT,  K  funzioni  razionali  intere  delle  a?,  y,  z 
e  dei  coefficienti  di  /,  <p  ,  ^. 

Ora  è  chiaro  che  sostituendo  le  espressioni  (6)  nelle  (7) 
si  ha  un  risultato  della  forma: 

-        R^ix)  =  UJ  +  V^f  +  W^if 

R^{x)  =  UJ  +  Fj<p  +  W^if  (8) 

■RsH  =  UJ  +  Fs'p  +  F3<1* 

dove  le  ?7,  F,  TT  sono  sempre  funzioni  razionali  intere  delle 
X ,  y  jZ  e  dei  coefficienti  delle  /,  <f  ,  4^. 

Ciò  premesso,  per  dimostrare  il  teorema  enunciato,  basterà 
ancora  far  vedere  che  la  funzione  intera  D(x)j  definita  come 
massimo  comun  divisore  delle  i?i(aj)  ,  i?2(^)  »  -'^sC^c)  si  può 
scrivere  identicamente: 

essendo  le  ^,(0;)  funzioni  razionali  intere  della  sola  x,  poi- 
ché allora  basterà  sostituire  in  (9)  la  espressione  (7)  per  ot- 
tenere D{x)  sotto  la  forma  enunciata  nel  teorema. 

Ora  in  effetto  l'identità  (9)  è  una  conseguenza  immediata 
dello  stesso  algoritmo  che  serve  alla  ricerca  del  massimo  co- 
mun divisore  fra  due  0  più  funzioni  intere.  Si  comincerà  in- 
fatti dal  cercare  il  massimo  comun  divisore  l{x)  di  jRi(x)  ed 
jf?2(aj)  e  dalle  relazioni  fra  i  resti  successivi  si  otterrà  ap- 
punto ,  eliminando  i  resti  che  precedono  A  (a) ,  una  identità 
della  forma 

l{x)  =  Oi(x) .  E^(x)  +  O^Caj) .  R^{x) 

con  61  e  O2  funzioni  intere  di  x.  Si  cercherà  quindi  il  mas- 
simo comun  divisore  D(x)  fra  A(ac)  ed  Bq(x)  e  si  troverà  una 
relazione  analoga 

D{x)  =  6(aj)  •  A(aj)  -f  b^{x)  •  R^^x) 
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che  combinata  con  la  precedente  ci  darà  appunto  D{x)  sotto 
la  forma  (9). 

317.  Teorema  IL  —  La  risultante  D(x)  delle  tre  funzioni 
generali  f(x,y,z)  ,«f(x,y,z)  ,  cj^(x,y,z)  risp,  dei  gradi 
m  ,  n ,  1  è  una  funzione  intera  di  x  del  grado  m  X  n  X  1. 

Per  dimostrare  ciò  premetteremo  Tesarne  del  caso  speciale 
in  cui  /,  <p  ,  ^  siano  il  prodotto  di  funzioni  di  primo  grado. 
Porremo  dunque: 

/^^l'-Ag  ...  A^ 

^=B^'B^...B^  (10) 

ò  =  Ci  •  Cj ...  c, 

essendo  le  A  ,  B ,  C  funzioni   lineari  affatto   arbitrarie  delle 
a? ,  y  ,  z. 

In  tale  supposto  si  ha  evidentemente: 

(/,  if)=(A, ,  C,){A, ,  C,){A, ,  Ci)  ...=n(^, ,  Cj)  (1) 

•         • 

(?  ,  ^)={B, ,  C,){B, ,  C,){B, ,  (7i)...=lI(B, ,  Cj) 

Di  qui  segue  ora,  mantenendo  per  le  B^{x)  ,  i^gC*)  i  -^sC*) 
le  definizioni  date  dalle  (3): 

B^{x)  =  n(4.. ,  Bj ,  CJ .  n    ({A, ,  Bj) .  {A, ,  e,)) 

M,(x)  =  U{At ,  Bj  ,  Cft) .  n    ({Ai ,  Bj)  ,  {B^ ,  Cj)        (12) 

B,(x)  =  n(4, ,  Bj  ,  Cft) .  n  {{Ai ,  Cj) ,  {b^  ,  cSj 

i  ^  h 
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dove  (A  y  B  j  C)  indica  la  risultante  rispetto  ad  x  delle  tre 

equazioni  lineari  ^4=0  ,  B=0 ,  (7=0,  ed  [{A  ,  B) ,  (L  ,  3f  ))  la 

risultante  della  eliminazione  di  y  fra  le  due  equazioni 
{A  ,B)  =  0  ,  (L  ,  M)  =  0  che  contengono  solo  x  ed  y.  Nelle 
(12)  gli  indici  ijjjh^k  possono  prendere  tutti  i  valori  pos- 
sibili ,  salvo ,  per  i  secondi  prodotti ,  le  restrizioni  ivi  in- 
dicate. 

Ora  si  riconosce  immediatamente  che  i  fattori  di  uno  qua- 
lunque dei  tre  prodotti 

n    ((A,,  Bj  ),{A^,  e»))  ,    n    ((A, ,  Bj) ,  (B^ ,  e»)) 

ih  *  ^'  ^ 

(13) 

n    (^{Ai,Cj),{Bn,cS) 

sono  affatto  distinti,  in  generale,  dai  fattori  lineari  che  com- 
pongono gli  altri  due.  Dalle  (12)  risulta  dunque  che  il  mas- 
simo comun  divisore  delle  funzioni  intere  Ri{x) ,  i?g(a7) ,  R^(x) 
è  dato  da 

D{x)  =  n(Ai ,  Bj ,  Cft)  (14) 

epperò  è  di  grado  m.n.L 

Ciò  premesso,  supponiamo,  se  è  possibile,  che  nel  caso  di 
equazioni  a  coefficienti  letterali  affatto  generali  contemplato 
all'art.  1,  si  avesse: 

R,{x)=D(x)Q,(x)  ,  R^{x)=zD{x)Qi{x)  ,  Es(x)=D{x)Q^{x)  (15) 

e  che  il  grado  del  massimo  comun  divisore  D(;x)  superasse 
il  prodotto  m.n.L  Poiché  le  (15)  sono  per  supposto  delle  iden- 
tità ,  valide  qualunque  sieno  i  coefficienti  delle  fy^y^i  è 
chiaro  che  esse  dovrebbero  sussistere  anche  quando  a  que- 
sti coefficienti  si  dessero  i  valori  speciali  corrispondenti  al 
sistema  speciale  (10).  Si  dedurrebbe  allora  dalle  (15)  che  le 
funzioni  -ffi(ac)  ,  -ff2(^)  >  -^sC^)  ammetterebbero  anche  nel  caso 
del  sistema  speciale  (10)  un  massimo  comun  divisore  di  grado 
superiore  ad  m.n.l  contrariamente  a  quanto   si  è  sopra  tro- 
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vaio.  Ci  è  lecito  dunque  di  asserire  intanto  che  il  massimo 
comun  divisore  D{x)  riuscirà  in  generale  di  grado  eguale  od 
inferiore  ad  m,n,l. 

Ma  neanche  può  esso  riuscire  in  generale  di  grado  infe- 
riore ad  mM.l ,  che  altrimenti ,  specializzando  i  coefficienti 
delle  /,  <p  ,  4^  in  modo  da  ridurle  alla  forma  (10),  il  massimo 
comun  divisore  generale  D{x)  si  dovrebbe  specializzare  in 
modo  da  essere  il  prodotto  di  una  parte  soltanto  dei  fattori 
lineari  che  compongono  il  prodotto  IK^» ,  Bj ,  Cf^  ,  il  che  è 
manifestamente  assurdo  presentandosi  tutti  questi  fattori  in 
modo  affatto  simmetrico  riguardo  ai  fattori  linari  -4^  ,  ^42  , ... , 

^j  ,  JBg  >  •••  )  ^1  >  ^2  >  •••  ^^^  quali  si  decompongono  per  sup- 
posto le  /  ,  9  ,  «p. 

Concludiamo  dunque  che  il  massimo  comun  divisore  gene- 
rale I>{x)  è  precisamente  del  grado  m,n.L 

318.  Teorema  III.  —  Il  sistema  di  tre  equazioni  algebri- 
che con  tre  incognite,  dei  gradi  m  ,  n ,  1,  ammette  in  generale 
mnl  sistemi  distinti  di  soluzioni. 

Questo  teorema  è  una  conseguenza  quasi  immediata  di 
quanto  si  è  sopra  dimostrato.  Invero  poiché  ogni  valore 
di  X,  che  accoppiato  con  opportuni  valori  ài  y  q  z  risolve  le 
equazioni  proposte  (1),  deve  soddisfare  in  generale,  come  si 
è  già  notato,  all'equazione  (4)  che  è  di  grado  mwZ,  è  chiaro 
che  per  x  si  avranno  in  generale  soltanto  mnl  valori  pos- 
sibili e  che  per  conseguenza  il  numero  dei  sistemi  di  solu- 
zioni del  problema  non  può  in  generale  superare  m.n.l.  In 
secondo  luogo  supponiamo,  se  è  possibile,  che  il  numero  dei 
sistemi  di  soluzioni  fosse  in  generale  eguale  a  fc  e  che  fosse 
k  <  m.n.l,  I  k  valori  di  x  soddisfacenti  in  generale  al  siste- 
ma sarebbero  radici  di  un'  equazione  di  grado  k: 


X 


'-^-t^x^'Ht^x^^^i-,..  +^k=0  (15) 


i  cui  coefficienti  dovrebbero  essere  delle  funzioni  perfetta- 
mente determinate  dei  coefficienti  delle  tre  equazioni  fonda- 
mentali. Ora  specializzando  le  tre  equazioni  secondo  il  sistema 
speciale  (10),  Tequazione  (15)  dovrebbe  essere  soddisfatta  sol- 
tanto da  k  degli  m.n.l  valori  di  x  definiti  dalle  m.n.l  equa- 
zioni lineari 

{Ai ,  Bj  ,  C^)  =  0. 
Ma  ciò  è  assurdo,  poiché  i  coefficienti  della  (15)  sono  com- 
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posti  simmetricamente  rispetto  alle  A^ ,  A^  y* ,  Ag,  e  cosi  pare 
ftimmetricamente  rispetto  alle  i?| , . . . ,  B^  e  rispetto  alle 
C|  , . . . ,  C;. 

319.  I  teoremi  ora  dimostrati  sono  stati  stabiliti  da  Bézoat 
nel  sao  fondamentale  :  Tratte  de  V  JElimination  con  metodo 
assai  più  laborioso.  La  nostra  dimostrazione  ha  il  vantag- 
gio della  maggiore  brevità  e  q nello  di  dare  al  tempo  stesso 
un  metodo  pratico  per  la  costruzione  effettiva  della  risal- 
tante D(x)=0  mediante  semplici  operazioni  di  divisibilità. 
A  questo  proposito  dobbiamo  anche  notare  che  la  specializza- 
zione fatta  nell'art.  317  è  assai  istruttiva,  in  quanto  da  essa 
appare  che  le  tre  funzioni  (13j,  cioè  i  tre  quozienti 

E^(x)_       B^{x)_       Bs(x) 
'  D{x)     '     Vix)     '     D{x) 

sono  primi  fra  loro  due  a  due  nel  caso  speciale  del  sistema 
(1)  e  quindi  lo  sono  necessariamente  anche  in  generale. 

Dunque:  il  massimo  comun  divisore  delle  tre  funzioni 
Ri(ae)  ,  R2(^)  ^  ^3^^)  P^^  ^^  sistema  generale  (1)  coincide  coi 
massimo  comun  divisore  di  due  qualunque  di  esse. 

Per  conseguenza:  la  risultante  delle  tre  equazioni  generali 
f  =0,9  =  0,  ò  =  0  altro  non  è  che  il  massinw  comun  divi- 
sore delle  due  funzioni  intere  di  x: 

((f,9),(f,<^)),  ((f,?),(9,4'))  (16) 

ottenute  eliminando  successivamente  dalle  tre  equazioni  le  altre 
due  incognite  y  e  z. 

320.  Le  dimostrazioni  date  negli  articoli  precedenti  sono 
di  indole  generale.  Il  metodo  può  dunque  estendersi  ad  un  nu- 
mero qualunque  di  equazioni  con  altrettante  incognite.  Esso 
può  tuttavia  semplificarsi  supponendo  che  si  siano  già  date 
le  regole  per  costruire  la  risultante  di  k  equazioni  fra  k  in- 
cognite e  deducendone  quindi  quella  di  A:  -h  1  equazioni  con 
k  -^  1  incognite. 

Per  chiarire  questo  concetto  ci  basterà  aggiungere  qualche 
altro  cenno  sulla  risoluzione  di  un  sistema  di  quattro  equa- 
zioni, 
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fra  quattro  ìb  cognite  x  ,  y  ^z  ,t.  Trascurando  per  un  momento 
una  delle  (17)  p.  es,  la  f^  resteranno  tre  equazioni  dalle  quali 
si  potranno  eliminare  col  metodo  già  spiegato  le  due  inco- 
gnite z ,  t,  ottenendo  come  risultante  una  sola  equazione  2\=0 
fra  le  due  incognite  x  ed  y.  Combinando  ora  due  a  due  le 
quattro  equazioni 

2^=0,  2;  =  0,  7^3-0,  7^  =  0  (18) 

cosi  dedotte  dalle  (17),  p.  es,  la  T^  =  0  e  la  7}  =  0,  ed  eli- 
minandone la  y  si  potranno  ottenere  sei  equazioni 

Sij^O  (19) 

contenenti  la  sola  x.  Se  D(x)  è  il  massimo  comun  divisore 
delle  funzioni  R^  j  ,  tutti  i  valori  di  x  che  congiunti  ad  op- 
portuni valori  di  y  j  z  jt  soddisfano  il  sistema  (1)  dovranno 
essere  radici  della  risultante 

D{x)  =  0  (20) 

e  si  dimostrerà  in  modo  affatto  analogo  a  quello  tenuto  al- 
l'art.  316  che  D{x)  si  può  esprimere  identicamente  come 
somma  delle  fi  1/2  ì/q  f  A  moltiplicate  per  funzioni  intere 
delle  X  ,  y  yZ  ,t,  Enuncieremo  dunque  senz'  altro  ,  come  se- 
gue, i  teoremi  di  Bézout  sopra  il  sistema  di  un  numero  qua- 
lunque di  equazioni  con  altrettante  incognite: 

Dato  un  sistema  generale  di  n  equazioni  ft=0,  f2=0,...,f^=0 
fra  n  incognite:  x  ,  y  , ... ,  ^  risp.  dei  gradi  m^ ,  m2  , ... ,  m^: 

1°)  Esistono  in  generale  m^mg  ...  m^  sistemi  di  valori 
delle  incognite  che  soddisfano  a  tutte  queste  equazioni. 

2^)  Esiste  una  funzione  intera  D(x)  della  sola  incognita 
X,  i  cui  coefficienti  sono  funzioni  razionali  dei  coefficienti  ge- 
nerali delle  f  1  ,  f 2  ,  ...  ,  f ^  ,  la  quale  è  del  grado  m^mg  ...  m„ 
in  X  ed  eguagliato  a  zero  dà  per  radici  i  valori  dell'  inco- 
gnita X. 

30)  Esistono  n  funzioni  intere  (pi ,  «F2 > •••  >  ^«  delle  x ,  y , ...  t, 
per  le  quali  si  ha  identicamente 

D(X)  =  tpi  •  fi  +  <P»  •  f»  +  -  +  -P»  •  in-  (21) 

321.  Noteremo  per  ultimo  che  dalle  n  equazioni  si  dedur- 
ranno in  generale  w—l  relazioni  della  forma: 

y  =  Fi(a!)  ,  z  =  F^{x)  ,...,<  =  I\_^{x)  (22) 
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dove  le  F  indicano  fanzioni  razionali,  i  cui  coefficienti  si  de- 
durranno da  quelli  delle  /j  j/g,  ...  ,/«  con  semplici  opera- 
zioni di  divisibilità. 

Ciò  si  dimostra  con  facile  estensione  del  ragionamento  fatta 
all'art.  311  per  il  caso  di  due  sole  equazioni  con  due  inco- 
gnite. Segue  dalle  (22)  che ,  una  volta  risoluta  V  equazione 
X)(ac)  =  0,  non  sarà  in  generale  necessario  di  risolvere  altre 
equazioni,  poiché  trovato  un  valore  di  aj  i  corrispondenti  va- 
lori di  y  ,z  ^  ,.,  jt  saranno  dati  dalle  (22)  che  potranno  dive- 
nire illusorie j  cioè  dare  i  valori  di  y ,  z  , ... ,  ^  sotto  la  forma 

- ,  soltanto  in  certi  casi  particolari. 


Note  ed 


1.  Si  applichi  la  teoria  generale  al  sistema  speciale  delle  tre 
equazioni  con  tre  incognite: 

Riconoscere  come  in  questo  caso  la  risultante  rispetto  ad  una 
delle  incognite  è  un  quadrato  esatto. 

2.  La  teoria  generale  esposta  risolve  anche  il  problema  di  tro- 
vare la  condizione  affinchè  un  sistema  dì  n  equazioni  con  sole 
n~l  incognite  sia  risolubile  con  valori  finiti  delle  incognite.  In- 
vero questo  sistema  si  può  sempre  considerare  come  un  sistema 
di  equazioni,  degli  stessi  gradi  m^  ,  m, .  ... ,  fra  n  incognite,  intro- 
ducendo fittiziamente  una  nuova  incognita  g;  che  entrerà  però  al 
grado  zero  in  ogni  equazione.  La  risultante  costruita  col  metodo 
generale  rispetto  a  quest^  ultima  incognita  £  si  ridurrà  cosi  ad 
una  costante  che  dovrà  essere  nulla  qualora  il  sistema  proposto 
sia  risolubile  con  valori  finiti  delle  n— 1  incognite,  come  emerge 
dalla  formola  (5). 

3.  Al  sistema  di  n  equazioni  con  n—l  incognite  si  può  anche 
sostituire,  analogamente  a  quanto  si  é  fatto  per  i  sistemi  lineari, 
un  sistema  di  n  equazioni  omogenee  fra  n  incognite;  ponendo  cioè 

le  incognite  x^y^  z  . .,»  .,t  sotto  la  forma  — -  ,  -^  ,  ...  ,  — ^^*  e  mol- 

tt  n  n 

tiplicando  quindi  o;2:ni  equazione  per  x     elevata  al  grado  delPe- 
quazione. 

Supponiamo,  per  semplicità,  di  avere  un  sistema  di  tre  equa- 
zioni omogenee  fra  le  tre  incognite  x  ,  y  ,  z: 

f{x  ,y  ,  «)=0  ,  (fixyy  ,  z)=0  ,  ^{x  ,  y  ,  »)=0         (1) 
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riga  dei  gradi  m,  ,  wig ,  wig  e  costruiamo  il  determinante 

f.     fy     f. 

1=    'ice    fu    9*  (2) 

Tee     Vy      T^ 

che  si  chiama  la  Jacobiana  delle  tre  funzioni  fi^ì^i  composto 
(  cfr.  alt.  104)  colle  derivate  parziali  delle  /,9,(j/  rispetto  al- 
le tre  T^ari abili  x  ,  y  ,  z. 

Per  il  teorema  di  Eulero  (art.  106)  si  ha  identicamente: 


(3) 


Di  qui  emerge  che,  se  il  sistema  (1)  è  risolubile  con  valori  finiti 
e  non  tutti  nulli  delle  z  ,  y  ,  z  ,  questi  steBsi  valori  devono  anche  sod- 
disfare (art.  135)  l'equazione  /=rO  (di  grado  mj-j-Wj-j-Wg— 3  nelle 
X  ,y,  2  ). 

Designando  con  F<;p,  ^a:  >  ^x  r-  ^^^  aggiunti  di  /^  ,  <p,^  ,  i^^  ... 
nel  determinante  (2)  si  ha ,  risolvendo  il  sistema  (3j  rispetto  ad 
X ,  ridentità.- 

che  derivata  parzialmente  rispetto  ad  x  ci  dà.  (art.  221) 


a; 


e  derivata  rispetto  ad  y  : 

onde ,  per  il  sistema  di  valori   di  x  ,y ,  z   che  soddisfa   le  (1)  si 
avrà: 
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Ma  per  m^=-m^z;zm^  i  secondi  membri  di  queste  equazioni  si  an- 
nullano identicamente  (art.  130);  quindi,  poiché  almeno  una  delle 
^  >  y  >  25 ,  p.  es.  la  x,  ha  valore  diverso  da  zero: 

X„  =  0,Jy  =  0,/,  =  0.  (2) 

Quanto  si  è  detto  ora  si  generalizza  evidentemente  come  segue: 
Le  soluzioni  di  un  sistema  di  più  equazioni  omogenee  e  dello  stesso 
grado  con  altrettante  incognite  soddisfano  anche  alle  equazioni  che  si 
ottengono  eguagliando  a  zero  le  derivate  parziali,  rispetto  a  ciasche- 
duna incognita,  della  Jacobiana  del  sistema. 

4.  Si  suppongano  le  equazioni  (1)  di  secondo  grado  nelle  a;,  y,  2. 
Si  costruiscano  le  equazioni  (2)  che  riusciranno  pure  del  secondo 
grado.  Si  hanno  cosi  in  tutto  sei  equazioni  lineari  omogenee  fra 
lo  sei  quantità:  a;*  ,  y*  ,  a*  ,  acy  ,  yz  ,  zx.  Eguagliando  a  zero  il  de- 
terminante di  queste  equazioni  si  otterrà  la  condizione  per  la  ri- 
solubilità del  sistema  proposto. 

5.  Per  l'ulteriore  sviluppo  di  quanto  si  è  dimostrato  nelle  due 
note  che  precedono,  cioè  in  ispecie  per  quanto  riguarda  la  gene- 
ralizzazione del  metodo  dialitico  di  Sylvester  allo  scopo  di  otte- 
nere le  risultanti  di  più  equazioni  con  più  incognite  sotto  forma 
di  un  unico  determinante ,  rimandiamo  il  lettore  all'  eccellente 
trattato  del  Salmon  (  traduzione  tedesca  di  Fiedler  ):  Vorlesungen 
iiber  die  Algebra  der  linearen  Substitutionen. 

Himandiamo  allo  stesso  trattato  '''  anche  per  quanto  riguarda 
l'estensione  a  più  equazioni  con  più  incognite  del  metodo  di  eli- 
minazione fondato  sull'uso  di  funzioni  simmetriche  dei  sistemi  di 
soluzioni.  Non  possiamo  però  esimerci  dal  dare  qui  alcuni  pochi 
teoremi  fondamentali. 

6.  Sia  dato,  per  fissare  le  idee,  il  sistema  di  tre  equazioni  con 
tre  incognite: 

f{x,y,  2)=0  ,(f(x,y,  z)^0  ,^{x,y,  z)=0  (3j 

risp.  dei  gradi  m  ,n  ,1.  Sappiamo  (art.  818)  che  esistono  in  gene- 
rale yL-=m,n,l  sistemi  distinti  di  soluzioni  che  indicheremo  con 

e  diciamo  che:  se  <Ì>(x^  ,  Pi  ,  Z^  ;  ...  ;  £C^  ,  y^  ,  z^^)  è  una  funzione  ra- 
zionale delle  (4)  simmetrica  rispetto  ai  f*  gruppi  x^ ,  y^. ,  Zj-  **,  essa  si 
può  sempre  esprimere  come  una  funzione  razionale  dei  coefficienti  del- 
le f  ,  (ij^  ,  i^. 


*  Ovvero  alla   Théorie  de  VElimination  di  Faa  di  Bruno. 
**  Cosicché  p.  es. 

-^(•^1  ?  2^1  )  ^1  5  «^2  »  3^2  »  ^2vO  —  -^v^i  )  2^2  >  ^2  5  -^i  >  2/1 7  ^1  ì  •••/ 
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laverò  si  ha  per  l'art.  321: 

yi  =  F^ix^)  ,  Zi  =  F^{Xi)  per  i  =  1,  2, ... ,  [x 

onde  si  può  scrivere: 

<I)=<D[a;i ,  F^{x^) ,  F^ix^)  ; ...  ;  x^  ,  F^{x^) ,  F^{x^)\ 

cosicché  la  0  si  può  rappresentare  come  una  funzione  simmetrica 
delle  x^  ^x^^ ...  ,  x^  ,  cioè  delle  \f-  radici  della  risultante  B{x)  =  0 
(art.  315)  delle  tre  equazioni  (3). 

La  €>  si  esprimerà  dunque  (art.  252)  come  una  funzione  razio- 
nale dei  coefficienti  di    D{x) ,  e  quindi   anche    dei    coefficienti  di 

7.  Siano  ora  date  fra  le  tre  incognite  a? ,  y ,  2  quattro  equazioni 
/(aj ,  y  ,  2)=0  ,  ©(x  ,  2/ ,  2)=0  ,^{x,y,  2)=0  yX{x,y,  z)=0.  (5) 

La  condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  questo  sistema 
sia  risolubile  è  espressa  evidentemente  dall'equazione: 

che  è  una  funzione  simmetrica  dei  (jì  sistemi  di  valori  a?^ ,  y^ ,  z^ 
che  soddisfacevano  alle  tre  prime  equazioni  (3).  Per  l'art,  prec.al 
primo  membro  di  questa  equazione  si  potrà  sostituire  una  fun- 
zione razionale  dei  coefficienti  delle  fy^ì^  ©  della  %;  eà  i  coef- 
ficienti di  X  entreranno  evidentemente  al  grado  f^.  Dunque  :  la 
risultante  di  m  equazioni  con  m  — 1  incognite  è  una  funzione  razio- 
nale intera  dei  coefficienti  delle  m  equazioni,  la  quale  rispetto  ai 
coefficienti  di  una  delle  equazioni  è  di  un  grado  eguale  al  prodotto  dei 
gradi  di  tutte  le  rimanenti. 

8.  Fra  gli  esempi  di  sistemi  particolari  di  equazioni  con  altret- 
tante incognite  che  ammettono  un  numero  infinito  di  sistemi  di 
soluzioni  è  importante  il  seguente  : 

x^-^y^+z^+{a^x->rh^y-\'C^z¥d^{aLX-\-^y-\-^z-{'h)=0 
ac^+2/Hs^+(a2CC-f-&22/+C22+d2)(acc+?2^+725+S)=0  (7) 

Sottraendo  dalla  prima  equazione  la  seconda ,  ovvero  la  terza 
si  ha: 

[(«l-'«2>+(^-^2)2/  +  (q-C2)^](aaJ+?S^+-]f2  +  S)=0 
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d'onde  emerge  che  tutte  le  possibili  soloiioni  del    sistema  (1)  si 
compongono: 

1*)  dei  due  sistemi  di  valori  di  a? ,  y ,  z   che  soddisfano  alla 
prima  delle  equazioni  (7)  ed  alle  due  equazioni  di  primo  grado: 


(«i-«s)^+(^i— ^s)y+(^i-C5)2+(di-d5)=0 

2«)  degli  infiniti  sistemi  di  valori   di  x ,y  ^  2  che  soddisfano 
alle  due  equazioni: 

xHy^W=0  ,  ax+gy+Yz+o=0  (8) 

Per  tL—^=y=zO  ,  5=1  le  equazioni  (7)  sono  quelle  di  tre  sfera 
qualisivogliano  in  coordinate  cartesiane  ortogonali,  e  la  seconda 
delle  (8)  rappresenta  il  piano  alP  infinito.  Si  vede  dunque  :  che 
l'intersezione  di  tre  sfere  quali  si  vogliano  si  compone  in  generale 
di  due  soli  punti  isolati  e  di  infiniti  punti  situati  in  un  cerchio 
comune  a  tutte  le  sfere  dello  spazio  {cerchio  tmaginario  al^infinito)^ 
che  si  può  definire  come  intersezione  della  sfera  a5*-{-*y-|-2'=0  col 
piano  all'infinito. 


CAPITOLO  VII. 

TRASFORMAZIONE  DELLE  EQUAZIONI  —  RISOLUZIONE 
GENERALE  DELLE  EQUAZIONI  DEI  PRIMI  QUATTRO 
GRADI, 


§  1.0  —  Della  trasformazione  lineare 
di  un  sistema  di  variabili. 

322.  Se  fra  n  —  1  variabili  indipendenti  5^ ,  {g  , ... ,  i^-i  ®^ 
altre  n  — 1  variabili  >li ,  >]2  >  —  ?  ^n-i  ^^  pongano  delle  rela- 
zioni della  forma: 


^l5l+>^2^2'+"  •••■'■  ^w-l5n-l+^n 

in  cui  le  a  ,  P  ,  ...  ,  6  ,  X  sono  coefficienti  costanti,  si  dice  che 
mediante  queste  formole  il  sistema  di  variabili  t^  ,  ?2  »  —  >  ^n-i 
si  trasforma  linearmente  nel  sistema  >]i  ,  >]2  »  •••  »  *3n-i*  ■'^  chiaro 
che,  mediante  queste  relazioni,  dati  ad  arbitrio  i  valori  delle 
^1  7  ?2  »  •••  7  5n-i  >  resteranno  determinati  in  generale  in  modo 
unico  i  corrispondenti  valori  delle  >]i ,  tJq  »  •••  i  ^n-i  ®  reciproca- 
mente, dovendosi  a  quest'uopo  risolvere  un  sistema  di  n-1 
equazioni  di  primo  grado  fra  w  —  1  incognite. 
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323.  Oltre  alla  univocità  della  corrispondenza  fra  i  siste- 
mi tj  ,  t2  >  —  >  ^n-\  ®^  *ii  >  ^32  »  •••  >  ^n-i  >  ^^  trasformazione  (1) 
ha  anche  questo  di  caratteristico  ;  che ,  se  alle  variàbili 
?i  ,  5^  ,  ...  ,  5^_i  8Ì  imponga  un  legame  espresso  da  una  re- 
lazione lineare^  come'. 

ne  conseguirà  fra  le  corrispondenti  >Ji ,  >]2  >  •••  »  ^«-i  ^'*  ^«' 
^owe  deZZa  stessa  natura,  p.  es. 

Bi>Ii+B2>]2+ ...  -{-B^_i>i^.i+B^=0 

e  reciprocamente.  Questa  proprietà  è  una  conseguenza  del 
fatto  che  le  frazioni  nei  secondi  membri  di  (e)  hanno  lo  stesso 
denominatore,  né  avrebbe  più  luogo  quando  si  prendessero 
denominatori  diiferenti.  Più  generalmente ,  segue  dalle  (1) 
che  ad  ogni  legame  algebrico  imposto  alle  5  corrisponderà  un 
legame  algebrico  dello  stesso  grado  e  reciprocamente  per  le  >J. 
In  altri  termiti i,  se  si  ponga  fra  le  S  la  relazione 

dove  /  è  una  funzione  intera  del  grado  complessivo  m  nei 
suoi  argomenti,  ne  conseguirà  per  le  >j  una  relazione 

dove  F  è  una  funzione  intera,  dello  stesso  grado  m  nelle  r^ 
e  reciprocamente. 

Si  scrivano  infatti  le  (1)  brevemente  cosi: 


n-1 

Z7    '15!         v      y  '"  »  'in— 1  -y 


^1  —  '^^^  }  ^2  —  IT"  ì  •••  »  ^n-1  "^ 


essendo  le  X  funzioni  lineari  delle  S.  Posta  fra  le  >]  una  re- 
lazione algebrica  di  grado  m\ 

n-i 

ne  seguirà  fra  le  S  la  relazione: 
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o  moltiplicano  per  X^-. 


f^n-l 


posto:  [x^  =  m  —  ([JLi  4-  [JL2  +  •••  +  \^n-\ì'  ^^^  quest'ultima  rela- 
zione fra  le  5  è  evidentemente  di  grado  m. 

La  verità  della  proposizione  reciproca  segue  dal  fatto  che 
le  equazioni  (1)  risolute  rispetto  alle  £1  ,  £2  ;  •••  j  5«-i  si  pre- 
sentano sotto  forma  affatto  analoga  a  quella  delle  (l). 

Risolvendo  infatti  le  (1)  col  solito  metodo  dei  determinanti 
si  trova  come  denominatore  comune  a  tutte  le  incognite  il 
determinante 


«1—^1 


?2— ^2lfl2 


rn-l"~^«-1^2 


^l"~^l^n-l        ^2""^2^n-l        ^n-l'~^n-l^»-l 


C-i) 


che  decomposto  in  una  somma  di  più  determinanti  secondo 
il  teorema  dell'art.  122  si  riduce  evidentemente  ad  una  fun- 
zione lineare  delle  yj^  , ... ,  y]^_i.  Lo  stesso  dicasi  pei  nume- 
ratori, che  si  deducono  dal  determinante  (2)  sostituendo  ad 
una  colonna  quella  formata  dagli  elementi: 

Del  resto,  che  le  (1)  si  possano  invertire  conservando  una 
forma  affatto  analoga  apparirà  in  modo  affatto  intuitivo  dalle 
altre  considerazioni  che  ora  seguono. 

324.  Se  le  variabili  primitive  e  trasformate  si  pongano, 
come  è  sempre  lecito,  sotto  la  forma  seguente: 


X 


QCe 


_  ^«-1 


X 


n 


(3) 


'il  —  ~  ^  'ia  —  ^,    )  •••  ì  Hn-l  —  ~"~ 
Vn  Vn  ^ 


n 


sostituendo   queste  espressioni  nelle  formole  (1)   e  moltipli- 
Cateli.1^  Algebra  complementare.  22 
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cando  quindi  nelle  frazioni  dei  secondi  membri  numeratore 
e  denominatore  per  x^ ,  le  dette  formolo  divengono: 


Vn^  _  Ù^X^'^Ò^X^-^...-{-Ò^X^ 


onde,  detto  p  un  certo  coefficiente  di  proporzionalità,  si  do- 
vrà avere 

pyi=cL^x^-\-a^x^+  ...  -ha^sc,, 

Py2=?l^l+P2^2+  -  +K^n  (1)" 


Pì/n'=h^l-^h^2  +  -  +K^n' 


Queste  formolo  fanno  corrispondere  in  generale  ad  ogni 
sistema  di  rapporti  ccj  :  ccg  : ...  •  x^  un  unico  sistema  di  rap- 
porti ^1  :  ^2  •  •••  •  ì/n  ®  reciprocamente;  e  questa  corrispondenza 
fra  i  rapporti  è  evidentemente  indipendente  dal  valore  di  p. 
Pertanto,  assumendo  per  semplicità  p  =  1,  si  potrà  surrogare 
al  sistema  delle  (1)  il  sistema  equivalente: 

2^2=PiaJi+g,ac2+...-hM^  (1)'" 


^»— ya^i"^X2^2+  •••  "^Xw^n 


il  quale  ad  ogni  sistema  di  valori  finiti  delle  cc^  ,  flC2  ,  ... ,  o?^ 
fa  corrispondere  un  unico  sistema  di  valori  finiti  delle 
Pi  >y2f  •••  l/n  ®  reciprocamente,  semprechè  il  determinante  del 
sistema  sia  diverso  da  zero.  Dunque: 

La  trasformazione  lineare  (1)  é  invertibile    univocamente 
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cioè  ad  ogni  sistema  di  valori  delle  *3i ,  >I2  »  •  •  >  >l;»-i  /«  cor- 
rispondere un  unico  sistema  per  le  5i  7  tg  ;  ...  ;  i^-i  sempre- 
che  sia  diverso  da  zero  il  determinante 


«1      <*2  •••  *n 


•     •     • 


6,     ©2 ...  ò^ 

^1       ^2    •••  ^n 


(4) 


form.ato  coi  coefficienti  dei  numeratori  e  del  comune  denomi- 
natore, 

325.  Le  forinole  (1)'"  ci  danno  la  cosi  detta  sostituzione 
lineare  omogenea  equivalente  alla  trasformazione  lineare  (1). 
Il  determinante  (4j  si  dice  il  modulo  della  sostituzione  li- 
neare. 

Nel  porre  le  (3)  si  è  supposto  implicitamente  che  il  valore 
di  x^  ,  da  prendersi  ad  arbitrio  ,  non  si  dovesse  però  assu- 
mere eguale  a  zero.  Invece  nelle  formolo  (1)'"  nulla  ci  im- 
pedisce di  supporre  x^=0  prendendo  al  tempo  stesso  per 
3Cj  ,  ajg  ,  ...  ,  a?n-i  *^*^^  valori  finiti  qualisivogliano,  poiché  a 
questo  sistema  di  valori  delle  x  ,  corrisponderà  sempre  un 
unico  sistema  di  valori  finiti  delle  y,  e  quindi;  in  generale, 
in  virtù  delle  (3)  un  sistema   di   valori   finiti   e  determinati 

delle  yji  ,  y]2  »  •••  >  ^n-i- 

E  chiaro  che  questo  sistema  delle  >]i  ,  >]2  »  •••  >  >ln-i  ^^  ^^" 
vrà  dunque  considerare  come  il  corrispondente  di  quel  si- 
stema di  valori  cui  tendono  le  ?i ,  £2  '  •••  y  ^n-i  quando  nelle 
(3)  si  faccia  tendere  x^  al  Valore  zero  e  le  x^ ,  X2  ,  ...  j  ^n-i 
a  certi  valori  finiti  ben  determinati.  In  tal  caso  le  £1 ,  S2  ?  •••  >  ^n-i 
tenderanno  in  generale  a  valori  infinitamente  grandi,  nel 
mentre  che  i  loro  rapporti  tenderanno  ,  pure  in  generale,  a 
limiti  finiti  ben  determinati. 

Di  qui  appare  manifesta  la  convenienza  di  applicare  le 
iormole  della  trasformazione  lineare  (1)  non  solamente  a  si- 
stemi di  valori  finiti  delle  5  e  delle  >]  ,  ma  anche  a  sistemi 
in  cui  le  g  o  le  >j  siano  0  tutte  o  in  parte  infinite. 

Effettivamente  si  vede  già  dalle  (1)  che  per  tutti  quei  si- 
stemi di  valori  finiti  delle  g  per  i  quali: 
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le  corrispondenti  r^  prendono  forma  infinita  o  indeterminata. 
Il  teorema  dell'art.  324  sulla  univocità  della  corrispondenza 
stabilita  fra  le  ^  e  le  n]  dalla  trasformazione  lineare  (1)  sem- 
brerebbe dunque  dover  ammettere  dei  casi  di  eccezione. 
Questi  casi  di  eccezione  si  tolgono  però  completamente  l^) 
mediante  la  considerazione  di  valori  infinitamente  grandi 
delle  ^  e  delle  113;  2^)  mediante  la  convenzione  di  considerare 
come  identici,  dal  punto  di  vista  della  trasformazione  linea- 
re, tutti  quei  sistemi  di  valori  delle  Sj  ,  ^g  ,  ...  ,  5n-i  ^^^  trag- 
gono origine  da  uno  stesso  sistema  di  valori  x^ix^i  »*.:  x^. 

326.  Cosi,  ad  esempio,  per  n  =  3,  si  dovranno  considerare 
come  identici,  dal  detto  punto  di  vista,  il  sistema:  5i=^  >  52=4 
ed  il  sistema:  ^1=00 ,  ^^=3  in  quanto  cosi  l'uno  come  l'altro 
nascono  dallo  stesso  sistema  omogeneo: 

In  effetto  intendendo  con  a?^  ,  x^  numeri  piccolissimi  ten- 
denti a  zero,  il  rapporto  Xg  :  Xg  potrà  tendere  a  qualsiasi  va- 
lore k  fissato  ad  arbitrio,  bastando  prendere   a  tale  oggetto 

Xa  ^~   it  *Xo» 

327.  E  importante  di  notare  esplicitamente  che  la  varia- 
bilità del  sistema  omogeneo  x^  :  Zj  •  •*•  •  ^n  ^^^^  "^  ogni  caso 
limitarsi  a  valori  tutti  finiti  e  non  tutti  nulli  delle  x^^Xg  ,...,x^. 

Infatti  r  invertibilità  univoca  della  sostituzione  lineare  (1)'" 
ha  luogo  perfettamente,  senza  che  sia  necessario  considerare 
valori  infiniti  delle  x  e  delle  y  ;  e  d'altra  parte  i  valori  fi- 
niti delle  X  bastano  a  generare  tutti  i  sistemi  di  valori  fi- 
niti 0  infiniti  delle  §.  Quanto  poi  al  sistema  speciale 

X-t     •    Xa    •    •••    •    M>M    ^—   V/    .   Vf    .    ••.     >   Vr* 

esso  può  escludersi  a  priori,  poiché  esso  viene  sempre  tra- 
sformato in  se  stesso  da  ogni  sostituzione  lineare  (1)'"  di 
modulo  diverso  da  zero.  Sappiamo  infatti  (art.  135)  che  il 
sistema  di  equazioni 

0=cfiCCi+a25C2+ ...  +a^a?^ 


U— AjCCi^-rAgflTg-T"  •••    \^fiX^ 
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non  ammette  altre  soluzioni  finite  oltre  la  soluzione  x^^=X2=— 
=a^=0 ,  quando  il  determinante  del  sistema  è  diverso  da 
zero. 

328.  Se  /(5i ,  $2  ì  ••'  ì  ^n-i)  ^  ^^^  funzione  intera  di  grado 
w  nelle  $i  ,  $2  >  •••  »  ^n-i  ?  eseguendo  in  essa  la  sostituzione 
(3)  si  potrà  scrivere: 

(6) 

dove  ora  -F  è  una  funzione  intera  ed  omogenea  di  grado  m 
nelle  ce,  ,  a?2  , .  •  • ,  ^n  ^  »  codq®  sì  suol  dire  :  una  forma  in- 
tera del  grado    m  nel  campo   w^***   costituito  dalle    variabili 

Qualora  si  considerino  soltanto  valori  finiti  delle  $1,  E^»  •••  >  ?n  j 
è  chiaro  che  Tequazione: 

equivale  alF  equazione 

poiché  a;^  dev'  essere  diverso  da  zero. 

329.  Se  fra  le  ?i  —  1  incognite  ?i  ,  $;, , ... ,  5;j_i  siano  date 
n  —  1  equazioni: 

/i-0,/,  =  0,...  ,/„.i=0  (7) 

risp.  dei  gradi  m^  ^1712  , ... ,  wi,^_i,  noi  sappiamo  (art.  320)  che 
esistono  in  generale  m^mg  ...  ni^_^  sistemi  di  valori  finiti  delle 
^1  , ... ,  ^n-i  ^^®  ^®  soddisfano.  Per  quanto  si  è  notato  sopra 
si  potrà  dunque  sostituire  al  sistema  (7)  il  sistema: 

^1  =  0,  2^2  =  0,. ..,F^^,-0  (7)' 

in  cui  le  F^  , ... ,  F^^^    sono  forme   intere   delle   a;^  ,  sc^  ,  ... , 

3Cn-i  i  ^n  rìsp*  ^^^  gradi  wii ,  Wg  >  •••  >  ^>?-i* 

Vediamo  dunque  che  esisteranno  in  generale  wij9n2...w„_i 
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sistemi  distinti  di  valori  finiti  e  non  tatti  nulli  delle  x^  :  x^  : ...  : 
^w-i  •  ^n  ^^®  soddisfano  alle  (7)'.  In  questi  sistemi  di  valori 
sarà  dunque  in  generale  x^  diverso  da  zero.  Potrà  però  ac- 
cadere nei  casi  particolari  che  in  uno  o  in  più  di  questi  si- 
stemi si  abbia  x^  =:  0.  Ciò  si  dovrà  considerare  come  un  in- 
dizio del  fatto  che,  in  tali  casi,  uno  o  più  degli  Wj  ,W2...»i^,_j 
sistemi  di  valori,  generalmente  finiti,  delle  §  che  soddisfano 
alle  (7),  si  compongono  di  valori  infinitamente  grandi  (cfr. 
le  Note  del  §  7  Gap.  VI). 

Note  ed  Esercizi. 

1.  Le  formule  (1)  deir  art.  322  danno  luogo  ad  una  importante 
interpretazione  geometrica  qualora  le  5,  jjj»  •••»5  -i  ^^  conside- 
rino come  le  ordinarie  coordinate  di  un  punto  qualunque  F 
di  uno  spazio  lineare  ad  n—l  dimensioni  e  le  yj,  ,t]j  ,  ...  ,  ^^^^i  come 
le  coordinate  di  un  punto  P',  corrispondente  al  primo  in  un  al- 
tro spazio  analogo.  In  tal  guisa  le  (1)  ci  rappresentano  la  cosi 
detta  trasformazione  projettiva  più  generale  dell'  uno  spazio  nel- 
l'altro. 

2.  Cosi  per  w=2  si  ha  l'unica  formola: 

che  ci  rappresenta  la  corrispondenza  projettiva  più  generale  fra 
i  punti  di  due  rette.  In  tal  caso  g  potrà  rappresentare  la  distanza 
di  un  punto  qualunque  P  della  prima  retta  da  un'  origine  fissa 
scelta  comunque  sulla  retta  stessa  ed  yj  la  distanza  del  punto  cor- 
rispondente P'  dell'altra  retta  da  un'  altra  origine  fissa  sulla  me- 
desima. 

La  corrispondenza  (A)  dipende  sostanzialmente  da  tre  soli  para- 
metri, poiché  dividendo  numeratore  e  denominatore  del  2°  mena- 
bro  per  «j  essa  prende  la  forma: 

5  +  a 

Si  dimostri  in  base  a  ciò  che  la  corrispondenza  projettiva  fra 
due  rette  è  completamente  determinata  quando  si  conoscano  tre 
coppie  di  punti  corrispondenti,  e  che  queste  si  possano  scegliere 
ad  arbitrio  semprechè  i  punti  si  prendano  distinti. 

3.  Per  n=2  si  hanno  le  formolo: 
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che  ci  rappresentano ,  nel  modo  più  generale  ,  la  corrispondenza 
projettiva  fra  due  piani  IJ  ©  !!'•  Basta  considerare  le  g^  ,  gjj  come 
le  ordinarie  coordinate  cartesiane  di  un  punto  qualunque  P  del 
piano  n  ©d  Yj, ,  t\^  come  le  coordinate  cartesiane  del  punto  corri- 
spondente F  in  n*  I^a  quanto  si  è  notato  all'art.  323  segue  evi- 
dentemente che  nella  corrispondenza  projettiva  fra  %  due  piani  II 
e  n'  ^^  ogni  retta  di  [J  corrisponderà  una  retta  di  n»  o>d  ogni  co- 
nica di  n  una  conica  di  n'  ^cc.  e  reciprocamente. 

Le  formole  (B)  dipendono  sostanzialmente  da  otto  parametri. 
Si  dimostri  come  la  corrispondenza  projettiva  fra  due  piani  sia 
perfettamente  determinata  quando  si  conoscono  quattro  coppie  di 
punti  corrispondenti. 

Si  dimostri  che  le  forme  di  1*  specie  (punteggiate  o  fasci  di 
rette)  contenute  nei  due  piani  ||  e  H'  si  corrispondono  projetti- 
vamente. 

Si  estendano  le  considerazioni  fatte  al  caso  di  n=3. 

4.  Se  alle  formole  {B)  si  sostituiscono  le  equivalenti  : 

^3 -Tl^l  "^  72*^2"*"  Y3^3 

ponendo: 

a?j  :  a?2  •  ii?3  =  -i .  s  '•  1  ?  ^i  *  ^2  •  2/3  ~  ^i  •  ^2  •  ^ 

si  avranno  nella  trattazione  del  problema  della  projettività  piana 
precisamente  quelli  stessi  vantaggi  che  si  hanno  in  generale  in 
geometria  analitica  quando  alle  ordinarie  coordinate  cartesiane  si 
sostituiscono  le  stesse  coordinate  cartesiane  rese  omogenee. 

Cosi  dJgt^O  rappresenterà  l'equazione  della  retta  alV  infinito  del 
piano  n  ed  1/5  =  0  quella  del  piano  TI'.  Si  deduca  per  mezzo  del- 
le {B')  l'equazione  di  quella  retta  del  piano  U' che  corrisponde  al- 
la retta  all'  infinito  del  piano  II- 

5.  Le  infinite  terne  di  valori  x^:  x.^:  x^  si  possono  rappresenta- 
re geometricamente  coi  punti  di  un  piano  anche  in  un  altro  modo 
più  generale,  fondato  sulla  considerazione  del  cosi  detto  triangolo 
fondamentale.  Se  dj  ^  d.^  ^  d^  sono  le  distanze,  misurate  colle  oppor- 
tune convenzioni  di  segno  ,  di  un  punto  qualunque  P  del  piano 
dai  tre  lati  del  triangolo  fondamentale  ,  ed  h^  .  h^^h^  tre  numeri 
costanti  diversi  da  zero,  che  cioè  restano  gli  stessi  qualunque  sia 
il  punto  P,  si  può  definire  come  terna  di  coordinate  omogenee  del 
punto  P  la  terna: 

E  chiaro  che  i  tre  lati  del  ti'iangolo  fondamentale  hanno  per 
equazioni  risp.  .rj  =  0  .  ^r^  =  0  ,  cc^  =  0. 
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L' interpretazione  geometrica  della  terna  di  valori  x,  :  x,  :  s^ 
mediante  le  ordinarie  coordinate  cartesiane  rese  omogenee,  si  può 
dedurre  come  caso  particolare  (  o  meglio  come  un  caso  limite  )  d  a 
quella  generale  ora  esposta  1<>)  supponendo  che  due  lati  del  trian- 
golo fondamentale  siano  fra  loro  ortogonali,  2»)  prendendo  /i,=- 1 , 
^2=1  ed  ^3  eguale  alla  reciproca  della  distanza  del  punto  di  in- 
contro dei  detti  assi  ortogonali  dal  terzo  lato  del  triangolo  fon- 
damentale, ^^)  supponendo  finalmente  che  il  terzo  lato  si  allontani 
a  distanza  infinita.  In  tale  ipotesi  si  avrà  infatti  per  ogni  punto 
P  del  piano  situato  a  distanza  finita:  \\uih^d.^^=.l  e  per  conse- 
guenza 

6.  Si  dimostri  che,  anche  interpretando  geometricamente  le  tem  e 
di  valori  x^:  x^:  x^  ed  y^'y^'-  y^  ^^^  modo  più  generale  sopra  indi- 
cato, le  formole  (B)'  rappresenteranno  sempre  una  corrispondenza 
proiettiva  fra  i  due  piani. 

7.  Designando  in  questa  rappresentazione  più  generale  con 
^  ì  ^  ì  y  S^^  angoli  del  triangolo  fondamentale  risp.  opposti  ai  lati 
Xj=0 ,  ATgizrO,  a;i=;=0,  si  dimostri  che  Pequazione  della  retta  all'infinito 
del  piano  è  data  da: 

Sina  sinS  sinv 

semprechè  la  distanza  ^i  si  consideri  come  positiva  quando  il  punto 
P  ed  il  triangolo  fondamentale  giacciono  dalla  stessa  parte  del  lato 
Xi  =  0. 

§  2.0  —  Sai  determinanti  delle  sostitazioni  lineari.  — 
Begrola  per  il  prodotto  di  due  determinanti. 

330.  Sia  data  una  sostituzione  lineare  (  o  trasformazione 
lineare  omogenea  )  rappresentata  dalle  formole: 

y2=cf2iXi'\-a.^^X2^  ...  +a2„aj,^  (1) 


Abbiamo  già  notato  (art.  324-325)  che  il  determinante 

X/  =  ^  ±  ^11^22  *"^nn 


J 
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si  chiama  il  modulo  della  sostituzione  (1)  e  che  è  necessa- 
rio e  sufficiente  che  tale  modulo  sia  diverso  da  zero,  affin- 
chè le  (1)  rappresentino  una  vera  sostituzione  lineare  inver- 
tibile univocamente  delle  x^^^x^^ ... ,  x.^  nelle  Vy,  y^^ ... ,  y„. 
Ciò  posto,  se  dopo  aver  trasformato  le  Xj ,  cc^  ,  ... ,  x^  nelle 
ViìV^ì  •  'ìVn  mediante  la  sostituzione  (1),  si  trasformino  ul- 
teriormente le  y, ,  y^vìVn  ^^  altre  nuove  variabili  z^ ,  «2)*«*>^/* 
ponendo: 

«2=^212/1+^222/2+ - +^t;»yn   .  (2) 


n 


»>*=^>»l2/i+^*22/2+  -  +^n«2/ 

dove  il  determinante  è 

il  risultato  sarà  una  trasformazione  lineare  delle  x^,x^^ ... ,  «^ 
nelle  2,  ,  «2  ,  ...  ,  2^^  ',  cioè  si  avrà: 

Z^^^C-Y^X^-^C^^X^-Y  ...  '^^in'^n 
«2^^^2i'^l'^  ^22*^2+  •••  +^2/»*^» 


dove 

<^»7i=^tl«i;»+^'2«2/»+  -  -^^in^nh 

e  possiamo  dimostrare  che  il  determinante 

di  questa  nuova  sostituzione  altro  non  è  che  il  prodotto  dei 
determinanti  D  e  D^  delle  (1)  e  (2).  Cioè   che  :  il  determi- 
nante   della    sostituzione  lineare  ottenuta  come  risultante  di 
più  sostituzioni  lineari  eseguite   successivamente  è   uguale  al 
prodotto  dei  determinanti  di  queste  singole  sostituzioni  lineari, 

331.  Per  dimostrare  ciò  ed  ottenere  cosi  al  tempo  stesso 
la  regola  per  formare  un  determinante  eguale  al  prodotto  di 
due  determinanti  dati ,  osserviamo   che  il  prodotto   dei  due 
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determinanti  D,  D*   si   può   scrivere  evidentemente  sotto  la 
forma 


^11  ^12  •••  ^In  ^     ^     ...  0 

«21    %2    •••  ^2n   ^      ^      ...  0 


0 


«ni  «n2  •••  «nn  0      0      ...  0 

— 1     0  ...     0    &n  621  •••  ^/»i 

U       1    ...      U     Oj2  ^22  •••     n2 


0      0    ...  — 1     61^  62n  •••  ^ 


nn 


=  2)2)' 


di  nn  unico  determinante  di  ordine  2n.  Ora  senza  alterare, 
come  è  noto  (art.  123),  il  valore  di  questo  determinante,  pos- 
siamo aggiungere  alla  (n+l)™a  colonna  le  prime  n  colonne 
moltiplicate  risp.  per  b^^  ,  b^2  1  •••  »  ^i»>  quindi  alla  colonna 
(w+2)™a  le  prime  n  colonne  rispettivamente  moltiplicate  per 
^21  »  ^22  >  •••  7  ^2n  ®  cosi  via  ,  fino  ad  aggiungere  all'  ultima 
colonna  le  prime  n  risp.  moltiplicate  per  b^^  ,  b^2  >  •••  »  ^n«" 
Con  ciò  il  determinante  si  trasforma  evidentemente  in  que- 
st'  altro: 


a 


11 


a 


21 


a 


ni 


...  tìfi^    Cjj^    Cj2    ...  C 


In 


...  (X2n    ^21    ^22    ■••  ^2n 


...  a^^  C^j  C^2  •••  ^nn 


-1      ...0    0    0 
0-1...    0     0    0 


0 
0 


0      ... -1     0    0    ...    0 


=  DD' 


dove  si  è  posto  in  generale 


Ma  ,  tenendo  conto   degli  elementi  nulli   del  nuovo  deter- 
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minante,  è  facile  ora  di  vedere  che  si  ha:   DD^= 


(-ir 


^11 

^12' 

•^m 

«11 

«)2 

••«m 

^21 

^22' 

*^2n 

«21 

«22 

'•«2« 

^nl 

^n2 

"^nn 

«ni 

.««2 

••««w 

0 

0 

..0- 

-1 

0 

..0 

0 

0 

..0 

0- 

-1 

..  0 

0 

0 

..0 

0 

•  ••  • 

.-1 

=(-ir 


^11  ^12  •••^in 
^21  ^22  '"^2n 


^nl^H2**'^nn 


-10,.      0 
0-1...      0 


... 


0    0... -1 


cioè 


DI) 


f  — 


^11  ^12  •••  ^m 

^21  ^22  ••*  ^2n 


^nl  ^n2'"^nn 


poiché 


■1    0... 
0-1  ... 


0 
0 


0    0...-1 


=(-ir. 


Si  ha  dunque  la  seguente  regola:  Il  prodotto  di  due  de- 
terminanti dello  stesso  ordine  n  si  può  esprimere  con  un 
unico  determinante  dello  stesso  ordine  n  di  cui  l'elemento  ge- 
nerico c^g,  che  occupa  cioè  il  posto  (r ,  s),  è  uguale  alla  som- 
ma degli  elementi  della  t^^  linea  orizzontale  del  1^  determi- 
nante moltiplicati  risp,  per  gli  elementi  corrispondenti  della 
s^"  linea  orizzontale  del  secondo. 

332.  La  regola  di  moltiplicazione  data  nell'  art.  prec.  può 
dirsi  regola  di  moltiplicazione  per  orizzontali'^  ma  si  può  an- 
che procedere  in  modo  analogo  eseguendo  le  moltiplicazioni 
per  verticali  ed  anche  per  orizzontali  e  verticali.  Infatti,  se 
nell'  uno  o  nelF  altro  dei  determinanti  D ,  D\  od  in  entram- 
bi, si  scambino  le  orizzontali  con  le  verticali,  il  che  non  ne 
altera  il  valore  (art.  117),  e  quindi  si  eseguisca  il  prodotto 
nel  modo  già  indicato,  si  ottengono  per  V  elemento  c^g  altre 
tre  definizioni,  cioè  rispettivamente: 


^ra— «lAl+«2r"s2+  •••  +«>tA>j 


ovvero 


^/8=«rl^l8+«r2^2s+  •-  +«m^ 


ns 
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ovvero 


^rs~  ^lr^U'^^2r^2s~^  •••  '^^nr^ns* 


Quindi  gli  elementi  del  determinante  prodotto  possono  as- 
sumere a  seconda  della  regola  che  si  applica ,  forme  e  va- 
lori diversi  rimanendo  sempre  lo  stesso  il  risultato.  Per 
esempio  : 


a  b 
e  d 


aa-h6p  aY+65 
aa-f-cp    ay-l-cS 


ca-he^Y    c^  -hdo 


333.  Se  i  due  determinanti  fattori  sono  di  ordini  diversi, 
si  potrà  prima  ridurli  allo  stesso  ordine,  e  poscia  applicare 
la  regola  di  moltiplicazione. 

Cosi,  p.  es. 


a    h  e 

m  n 

a   h  e 

wi  w  0 

«1  ^1  ^1 

• 

m^n^ 

■^z 

«1  ^1  <^i 

* 

m^  Wj  0 

«2  ^2  ^2 

^2     2  ^2 

0  0  1 

am  +  hn       am^  +  òn^       e 
334.  Detto  -4^-;^  l'aggiunto  di  aj^  nel  determinante 


Dzz 


^11    ^12  •••  ^in 
^21    ^22  •••  ^2n 


^nl  ^n2  •••  ^nn 


applicheremo  la  regola  del  prodotto  a  calcolare  il  valore  del 
determinante: 


A  = 


^11  -^12  •••  "^In 
-^21  ^22  •••  "^2» 


'^«1^«2  •••  -^nn 
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eli  e  si  chiama  il  reciproco  di  B,  Se  noi  moltiplichiamo  per 
ori  zzontali  i  due  determinanti  Z)  e  1  fra  loro  ,  gli  elementi 
del    determinante  prodotto  saranno  dati  dalla  formola 


^rs—^n^sl'^ ^r2^i2'^  •••  "^^rn^sn 


> 


e  quindi  saranno  nulli  (art.  130)  per  r      s  e,  per  r=5,  eguali 
a   Z>  (art.  128j.  Si  ha  dunque: 


2). 4  = 


D  0  0...0' 

0  D  0...0 
...» 

0  0  0  ...  Z) 


^D'* 


onde   1  =  Z)**~^,  cioè:  i7  determinante  reciproco  di  un  deter- 
minante di  ordine  n  è  eguale  alla  sua  potenza  (n-— 1)™». 


335.  Se  mediante  una  stessa  sostituzione  lineare 


(3) 


X^— AjX  i+XgX  2+  ...  4- A^X  ^ 


^2i  n  sistemi  di  valori  delle  variabili:  Xj,...,x^  ;yi,...,y^  ;  ...  ; 
ii^,...,u«  si  cambiano  risp.  negli  n  sistemi:  x'i,...,x'^;y'i,...,y'„;...; 
■a'j,...,ti'^,  51  i'^a  la  relazione 


^1   ^2  ••*  ^n 


yj  72 -yn 


.... 


Uj   Ug...  u^ 


a^  «2 ...  a,^ 

?1     p2  — Pn 


.  a  ■  • 


Aj    A2  •••  A.^ 


x'     x'        x' 
1   ■*■  2  '••      n 

y'i  y'2-yn 


... 


n\  u'2...u'„ 


(4) 


Infatti  eseguendo  il  prodotto  dei  due  determinanti  nel  se- 
condo membro  colla  regola  del  prodotto  per  orizzontali  si  ot- 
tiene evidentemente,  in  virtù  delle  ipotesi  fatte,  il  determi- 
nante scritto  nel  primo  membro. 
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336.  Come  applicazione   di   questo  teorema   dimostreremo 
che  la  trasformazione  lineare 


(5) 


della  variàbile  $  nella  variabile  >]  non  altera  il  rapporto  anar- 
monico  di  quattro  valori  speciali  qualisivo gitano  di  §.  In  altri 
termini  che:  se  5'  ?  §''  ?  S'"  ?  S*^  sono  quattro  valori  speciali 
qualisivogliano  di  5  cci  yj'  ,  >]",  yj"',  yj^^  i  quattro    valori  di  T^ 
che  ad  essi  corrispondono  rispettivamente  in  virtù  della  (1); 


§'-?'"  .  i'-ì"    >j'-n 


ut 


l'  — V1«V 


^f  _  5»//      •     ^»  _  ^.T  ^n  _   ^f»f    •     ^»/  _yjtv 


(6) 


2Ci 


yi 


Se  poniamo  infatti  (cfr.  art.  324):  §  =  —  ,>]=—,  la  tras- 


X 


2 


2/2 


formazione  (5)  equivale  alla  sostituzione  lineare 

^1  =  «12/1  +  «22/2 

a'2  =  Pi2/i  +  P22/2 


(5)' 


nel  mentre  che  i  rapporti  anarmonìci  prendono  la  forma: 


r-5'"        l'-S" 


dove  si  è  posto  per  brevità: 


(a;'  x'")      (x'  X"  ) 
(a;"»'")  ■  (sc^a;"') 

(y'  y'")  .  (jyn 
iy'Y'ì  '  iy"r) 


{AB)=A^B^-A^B^= 


B,B 


(7) 


Si  tratta  dunque  di  dimostrare  che: 

{x'  x'")  .  (a;'  0!"^)  ^  (y'y"0  .  (y'y") 
{xi'x"')  '  (a"x>v)      (y'V")  ■  (y'V) 


(6)' 


Ora,  questa  eguaglianza  è  infatti  una  conseguenza  imme- 
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diata  del  teorema  delPart.  precedente  applicato  alla  sostitu- 
zione (5)'.  Per  quel  teorema  si  ha  infatti: 

Note  ed  Esercisi. 

1.  Riconoscere  come,  applicando  la  regola  del  prodotto  di  due 
determinanti,  il  quadrato  di  un  determinante  si  presenti  sotto  for- 
ma di  un  determinante  dello  stesso  ordine  ,  simmetrico  rispetto 
alla  sua  diag^onale  principale. 

2.  Come  si  è  visto  al  §  prec.  la  sostituzione  lineare  (1)  dell'ar- 
ticolo 330  si  può  interpretare  geometricamente  come  una  trasfor- 
mazione proiettiva  dello  spazio  a;^:x^:...:xn  nello  spazio  f/i'yi-'-'yn' 
Sapponendo  i  due  spazi  sovrapposti  e,  i  loro  punti  rappresentati 
collo  stesso  sistema  di  coordinate ,  è  chiaro  che  le  coordinate 
a;,  :  ojj  : ...  :  X  dei  punti  uniti  (corrispondenti  a  sé  stessi  )  dovranno 
soddisfare  alle  condizioni: 


pX| — flfjjJCj +flfj2CCgT-  •••   T^inP^ 


n 


per  un  certo   valore  opportuno  di  p  ;  ossia  alle  equazioni 

«21^1+(^22'— ?)^2+  -  +«2n^/»=^ 


«nlO^l  +  ««2a?2  -H^+Kn-PK-O 


(«) 


le   quali  non  possono  coesistere  (art.  185)  se  non  quando  sìa: 


«Ii-P   «12 


•     •     .     V* 


Iw 


a 


21 


^22     P*  •  •  ^2n 


=  0 


a. 


a. 


(&) 


»nl         "'/i2      •  •  •  ^nn''^ 

« 

£   questa  un'  equazione  di  grado  n  rispetto   a  f  ,  la  quale  non 


—  352  — 

potrebbe  essere  soddisfatta  identicamente,  poiché  se  fossero  nulli 
tatti  i  suoi  coefficienti  ,  dovrebbe  in  particolare  essere  nullo  il 
termine  indipendente  da  p,  cioè  il  determinante  della  sostituzione 
lineare  proposta.  Dunque  esistono  sempre ,  anche  nei  casi  partico- 
lari^ n  6  soltanto  n  valori  di  p  che  soddisfano  al  problema. 

Per  ogni  siffatto  valore  di  p  il  sistema  (a)  darà  (art.  138)  un 
unico  sistema  di  valori  di  x^  :  ic^  :  ...  :  ^  semprechè  la  caratteri- 
stica (art.  140)  della  matrice  (6)  non  riesca  inferiore  ad  n—l;  cioè: 
la  trasformazione  proiettiva  dello  spazio  of^  ix^: ...  :  x^  in  sé  stesso 
ammette  in  generale  n  punti  uniti. 

3.  Può  accadere  però,  nei  casi  particolari ,  che  per  uno  stesso 
valore  di  p  si  abbiano  infiniti  punti  uniti  a?,  :  x^  :...:  x  ,  Consideria- 
mo, ad  esempio,  la  trasformazione  projettiva  piana,  cioè  la  sosti- 
tuzione: 

y  1  ~  «i  1  *^l  "^  «1 2*^2  •  «13*^3 

y2~«21*^l~^«22'^2"^  «23*^3  W 

2^3  ~  «3 1*^1  "^  «32'^2  "^' «33^3 

Qualora  sia  possibile  determinare  un  valore  di  p  per  il  quale 
non  solamente  sia: 

=  0   • 

(d) 


«11- 

-P«12          «13 

«21 

«22  "~P   «23 

«81 

«32          «33-? 

ma  siano  altresì  nulli  tutti  i  determinanti  di  second'ordine  con- 
tenuti nel  determinante  (J),  e  soltanto  allora ,  corrisponderanno 
a  questo  valore  di  p  infiniti  valori  di  x^  :  x,^: ...  :  x  poiché  allora 
due  delle  tre  equazioni: 

(«1 1— ?)^l+«l2^2+«ld«^3=^ 

«21  «1  +  («22— P)^2  +  «23^3=0  («) 

«31»^l+«32^2+(«33-p)^3=^- 

saranno  conseguenza  di  una  di  esse  p.  es.  della  prima;  cosic- 
ché, affinchè  Xj^ix^:  x^  sia  un  punto  unito  basterà  che  si  abbia 

(«ii-p)aCi+«i2«2+«i3^3=^-  (/) 

In  questo  caso,  che  costituisce  la  cosi  detta  omologia  sono  dun- 
que punti  uniti  tutti  gli  infiniti  punti  della  linea  retta  (/;  che 
prende  il  nome  di  asse  di  omologia. 
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Il  valore  di  p  che  corrisponde  a  questi  infiniti  punti  sarà  ra- 
dice doppia  dell'equazione  (d)  poiché ,  per  l' ipotesi  fatta  circa  i 
determinanti  di  seoond'ordine  contenuti  in  (rf),  è  chiaro  che  per 
questo  valore  p  si  annullerà  anche  la  prima  derivata  deir  equa- 
zione (d)j  cioè: 


«22-P 


a 


28 


a 


32 


«38 -P 


+ 


«11-p        «13 


a 


31 


«33-P 


+ 


«11-p 


a 


12 


a 


21 


«22 -P 


=  0 


Se  questa  radice  è  soltanto  doppia  e  non  tripla,  esisterà  poi 
un  altro  valore  di  p  diverso  dal  precedente  che  soddisfa  la  (d). 
Per  questo  secondo  valore  di  j),  non  potendo  più  essere  nulli  tutti 
i  minori  di  2°  ordine  del  determinante  (d),  giacché  altrimenti  esso 
coinciderebbe  col  precedente,  il  sistema  di  equazioni  (e)  darà  una 
sola  soluzione  x^  :  x.^  :  x^  ,  cioè  un  altro  solo  punto  unito  (  centro 
di  omologia). 

4.  Lasceremo  come  esercizio  al  lettore  di  trovare  le  condi- 
zioni necessarie  e  sufficienti  cui  debbono  soddisfare  i  coefficienti 
a^j  affinché  la  sostituzione  (e)  rappresenti  un'omofonia,  eliminando 
V  incognita  p  fra  le  equazioni: 


a 


12 


a 


18 


«22""P    « 


23 


=  0, 


«11— P  « 


13 


«22     P    «23 


=  0  ... 


e  di  determinare,  mediante  la  risoluzione  di  un*  equazione  di  1.^ 
grado,  le  coordinate  del  centro  di  omologia. 

Resterebbe  il  caso,  ancor  più  particolare,  in  cui  la  matrice  (d) 
avesse  per  caratteristica  1. 

In  tal  caso  però,  dovendosi  avere: 

«0=0    per   l^i    ,    «ii=«22=«33  =  P 

la  sostituzione  (e)  si  ridurrebbe  ad: 

yi=paJi  »  2/2==P«^2  J  y 3-9^3 

cioè  tutti  i  punti  del  piano  sarebbero  punti  uniti. 

5.  Si  applichi  lo  stesso  metodo  ora  addottato  allo  studio  dei 
casi  particolari  che  si  possono  presentare  per  i  punti  uniti  della 
trasformazione  proiettiva  dello  spazio  x^  :  x^  :  o)^  :  x^  in   sé  stesso. 

6.  Sostituzioni  ortogonali.  Una  sostituzione: 


«^l=«llS^l+«122/2+  -  +«in2/« 

^n=«niyi+«n22^2+  -  +««ny» 
Capelli. — Algebra  complementare. 


(1) 


28 
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si  dice  ortogonale  quando  in  virtù  di  essa   si   ha  fra  le  variabili 
primitive  e  le  trasformate  la  relazione 


2— «,  2 


a;iHac2^+  ...  +0^^-^1+2/2+  -  +yn  • 


(2) 


Le  condizioni  necessarie  e  sufficienti  affinchè  la  (1)  sia  ortogo- 
nale si  ottengono  dunque  sostituendo  in  (2)  in  luogo  delle  x^  le 
loro  espressioni  (1),  ed  uguagliando  quindi  (art.  157)  i  coefficienti 
delle  stesse  potenze  y^  e  degli  stessi  prodotti  y^  y.  nei  due  mem- 
bri delle  (2).  Si  hanno  cosi  le  condizioni: 


(3) 
(3)' 


Da  queste  relazioni  segue  facilmente  che  il  quadrato  del  mo- 
dulo di  una  sostituzione  ortogonale  è  uguale  all'unità.  Eseguendo  in- 
fatti questo  quadrato  colla  regola  del  prodotto  per  verticali  si 
trova: 


^11  ^12  •••  ^iw 


^n\  ^n2  •••  ^nn 


2        1    0...0 
0   1...0 


•      • 


0  0...1 


=  1. 


(4) 


Moltiplicando  le  (1)  risp.  per  a^i  ,  a^j- , ...  a^^-,  e  sommando  quindi 
membro  a  membro  si  ottiene  in  virtù  delle   (3)  e  (8)': 

<^li^l+«2i^2+  •••  +«ni^n~2^i  (^) 

cioè  la  sostituzione  ortogonale  (1)  risoluta  rispetto  alle  y.  sarà 


Pi  —  ^ii3Cj-f-a2i'^2+  •••  +^nl'^n 
yn~^ln^l+^2«»^2+***  +^nw^n' 


(6) 


Sostituendo  queste  espressioni  delle  y.  nelle  (2)  e  identificando 
risp.  alle  x<,  come  poco  fa,  si  ottengono  le  seguenti  relazioni: 


.> 


«il«fcl+«i2«fe2+  -  -^^in^Jin^^    P®^  *'  ^  ^  iV 

«*l«il+«t2«f2+  -  +«m«m  =  l-  W 


Si  vede  dunque  che  :  il  sistema  di   equazioni  (3)  ,  (3)',  fra  i  nu- 
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meri  a.. ,  ha  per  conseguenza  necessaria  il  sistema  (7),  (7'),  e  recipro- 
camente. 

Indicando  con  &  il  valore  (=±1)  del  determinante  Sia^jOgg—^rtn 
e  con  A.,  l'aggiunto  di  a . .  in  questo  stesso  determinante,  la  riso- 
luzione ordinaria    della  (1)  rispetto  alle  .v»  darebbe: 

Confrontando  colle    (6)   si   trova   dunque   che  «'a^.^cs^^j^,  cioè 

che:  nella  matrice  di  ogni  sostituzione  ortogonale  ogni  elemento  è  ugua- 
le al  suo  aggiunto,  se  il  modulo  della  sostituzione  ha  il  valore  è 
invece  eguale  ma  di  segno  opposto,  se  il  modulo  ha  il  valore  —1. 

Notiamo  per  ultimo  che  :  «e  Xj  ,  x^  , .., ,  x^  ;  x'j  ,  x'g  >  ••• ,  x'  sono 
due  sistemi  di  valori  qualunque  delle  x  ed  yijYavMynJy  uy'a»"">y'#» 
i  sistemi  di  valori  delle  y  che  ad  essi  corrispondono  risp.  in  virtii 
della  sostituzione  ortogonale^  si  ha  la  relazione: 

x^x\^'X^x'^+..,^x^x'^=y^y\+y.^y\^,.,y^y\,  (2)' 

di  cui  la  (2)  è  evidentemente  un  caso  particolare  {x.-=x{).  La  re- 
lazione (2)'  si  ottiene  moltiplicando  membro  a  membro  ciascuna  del- 
le (1)  per  la  corrispondente  equazione  fra  le  x  ed  y\  sommando 
quindi  le  n  equazioni  ottenute  membro  a  membro  e  tenendo  conto 
delle  (B)  e  (3)'. 

7.  La  sostituzione  ortogonale  dà  luogo  ad  un'importante  inter- 
pretazione geometrica.  Prendendo,  per  fissare  le  idee,  »=3,  sia  la 
sostituzione  ortogonale; 

2=a3iac'-fag22/'+a333' 

e  si  interpretino  le  a:  ,  y  ,  2  come  le  ordinarie  coordinate  cartesia- 
ne ortogonali  di  un  punto  qualunque  dello  spazio,  le  x  ,  y  ^  z 
come  le  coordinate  di  un  punto  corrispondente  al  primo  riferite 
allo  stesso  sistema  di  assi. 

E  facile  riconoscere  che  la  trasformazione  ortogonale  (9)  appli- 
cata ad  una  figura  qualunque  S  dello  spazio  non  altera  le  distanze 
relative  dei  suoi  punti.  Invero  se  (se,  j/,  2)  ,  (g,  tj,  f)  sono  due  punti 
della  figura  S  ed  {x  ,  y'  ,  z)  ,  (J' ,  tq'  ,  f)  i  due  punti  ad  essi  cor- 
rispondenti nella  nuova  figura  S\  dalle  formole  (2)  e  (2)'  segue 
appunto: 

E  importante  distinguere  il  caso  in  cui  il  determinante: 


1 
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^11    ^12   «13  I  =  S  =  =fc  1 
«21    ^22    ^28 
^81    ^82   ^88 

ha  il  valore  -fi  dal  caso  in  cui  ha  il  valore  —1.  Infatti,  pere=l, 
le  due  figure  corrispondenti  S  ed  S'  sono  eguali  e  congruenti,  cioè  si 
possono  sovrapporre  Vuna  alVaUra  mediante  un  movimento  nello  spa- 
zio; invece,  per  «=—1,  una  delle  due  figure  si  può,  mediante  un  mo- 
vimento nello  spazio^  portare  a  coincidenza  colVimagine  delV altra  fi- 
gura riflessa  in  uno  specchio  piano. 

Sia  infatti  S"  la  figura  8  riflessa  in  uno  specchio  piano  per- 
pendicolare all'asse  delle  x  e  passante  per  l'origine,  cosicché  per 
ogni  punto  (a?  ,  y  ,  «)  di  /8^  e  pel  corrispondente  (  x",  y\  z"  )  di  S" 
si  ha: 

che  è  evidentemente  una  sostituzione  ortogonale  di  modulo  eguale 
a  —1.  La  figura  8'  dovrà  essere  congruente  ad  8  ovvero  ad  S'\ 

Nel  primo  caso  la  sostituzione  (9)  equivarrà  ad  un  movimento 
di  8  nello  spazio ,  cioè  ,  come  è  noto  dalla  cinematica  ,  si  potrà 
considerare  come  la  risultante  di  tre  rotazioni  intorno  ai  tre  assi 
coordinati  ognuna  delle  quali,  come  è  agevole  riconoscere,  equi- 
vale ad  una  sostituzione  ortogonale  di  modulo  1;  onde  sarà  eguale 
ad  1  anche  il  modulo  della  (9),  che  dev'  essere  eguale  (art.  830) 
al  prodotto  dei  moduli  delle  sostituzioni  componenti. 

Se  invece  8'  è  congruente  ad  8"^  la  sostituzione  (9)  equivarrà  ad 
un  movimento  per  cui  la  8'  prende  la  posizione  8"  (cioè  per  quanto 
si  ò  ora  detto  ad  una  sostituzione  ortogonale  di  modulo  1)  seguito 
da  una  riflessione  di  8"  in  8.  Sarà  dunque  la  risultante  di  una 
sostituzione  di  modulo  1  e  di  una  sostituzione  di  modulo  —1,  onde 
il  suo  modulo  sarà  appunto  —1,  c.d.d. 

8.  Detti  X  ^  Y,  Z  i  tre  assi  coordinati  presi  nella  direzione  posi- 
tiva ed  JT,  Y\  Z'  le  tre  rette  in  cui  essi  si  cambiano  in  virtù  dell» 
sostituzione  ortogonale  (9),  prese  nelle  coiTispondenti  direzioni/ 
dimostrare  l'identità  delle  due  matrici: 

^11  »  ^12  >  ^; 
«21    >    ^22   '   ^ 


,  «13  cos(Z',Z)  ,  cos(Z',  F)  ,  cos(Z',Z) 

►21    >    -22    >    «23        7         C08(r',  Z)    ,    COS(F',   Y)     ,    COS(r',  Z) 
^31    >    «32    »    «83  C08(Z',  Z)    ,    COS(Z',   F)    ,    COS(Z',Z). 
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§  3.0  —  Trasformazione  lineare  di  an'  equazione 
ad  un*  incognita.  Trasformazione  a  radici  annientate. 

« 

337.  Bit  ornando  alla  trasformazione  lineare  dell'art.  322 
consideriamo  ora  il  caso  speciale  di  una  sola  variabile  x  che 
si  trasformi  linearmente  in  un'  altra  variabile  y;  cosicché  si 
abbia  una  relazione  della  forma: 

ax  +  b  ,^. 

che  risoluta  rispetto  ad  x  darebbe 

a:  =  ^^-±^.  (1)' 

cy  —  a 

Si  è  già  notato  che  il  determinante  ad  —  he  deve  sempre 
ritenersi  diverso  da  zero.  In  tale  supposto,  infatti,  qualun- 
que siano  i  valori  che  si  attribuiscono  ad  as  o  ad  y  ,  i  se- 
condi membri  delle  (1)  ed  (1)'  prenderanno  sempre  un  va- 
lore finito   e  determinato  o  ,  al  più ,  un  valore  della  forma 

-r  dove  A  sia  diverso  da  zero,  nel  qual  caso  si  dirà  che  a 

quel  valore  speciale  dato  all'  una  variabile  corrisponde  per 

r  altra  il  valore  <x> .  La  forma  indeterminata  -r  non  si  può 

avere,  perchè,  se  p.  es.  per  un  certo  valore  di  x  si    avesse 
simultaneamente 

asc  +  &  =  0  ,  ca;  +  d  =  0, 

se  ne  dedurrebbe:  ad—hc-O,  contro   il  supposto. 

338.  Supponendo  nella  (1)  nulli  od  eguali  ad  1  alcuni  dei 
coefficienti  a,  6,  e,  e?,  si  hanno  i  seguenti  tre  casi  particolari 
di  trasformazioni  lineari 

I  1  . 

y-x^h  ,  y  =  ax  ,   y=^—  (2) 

X 


—  358  — 

e,  reciprocamente,  è  facile  riconoscere  che  mediante  piit  tras- 
formazioni di  questi  tre  tipi  speciali  eseguite  successivam^ente 
si  può  sempre  ottenere  una  trasformazione  lineare  qualunque 
della  forma  generale. 

Noi  ci  limiteremo  per^^nto  a  studiare  successivamente  que- 
sti tre  tipi  di  trasformazioni  lineari,  applicandoli  a  quegli  n 
valori  speciali  di  x  che  sono  radici  di  una  data  equazione: 

Oqx"^  -f  a^x'"'^  +  ...  +  a«-i2c  -f  a^  =  0  (3) 

e  deducendone  una  nuova  equazione  (equazione  trasform^ata) 
che  abbia  per  radici  gli  n  valori  speciali  di  y  che  corrispon- 
dono a  quegli  n  valori  speciali  di  x, 

339.  Trasformazione  a  radici  aumentate.  Cosi,  detta  x  una 
qualunque  delle  n  radici  dell'  equazione  (3) ,  ci  proponiamo 
dapprima  di  costruire  un'altra  equazione  dello  stesso  grado 
le  cui  radici,  che  chiameremo  y  ,  siano  legate  alle  radici  x 
di  (3)  da  una  relazione  della  forma 

y  =  x-\-k  (4) 

dove  k  è  una  costante  fissata  a  piacere. 

In  altri  termini,  se  a,  p,  y , ... ,  X  sono  le  n  radici  di  (3), 
si  vuol  costruire  un'  altra  equazione  le  cui  radici  siano 
a  +  k  j  ^  -^  k  y  ...  jX  -i-k,  cioè  siano  eguali  alle  radici  di  (3) 
aumentate  di  una  stessa  quantità  data  k. 

Potendo  però  k  essere  un  numero  qualunque  la  trasforma- 
zione (4)  non  differisce  sostanzialmente  dalla  trasformazione 

y  —  x  —  h  (5 

che  risoluta  rispetto  ad  x  dà: 

x  =  y  +  h.  (5)' 

Posto  per  brevità: 

f{x)  =  a^x""  +  a^x^"'^  -f  ...  +  a^^^x  -f  a,,  (6) 

si  avrà,  sostituendo  nella  (3j  in  luogo  di  x  la  sua  espres- 
sione (5)': 

f(2/  +  ^)  =  0 
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cioè  (art.  96) 


/W..  ./"W..S.    ./<"W..„ 


Li 


y  + 


[2 


r  +•••+ 


[n 


y"  =  0 


(7) 


Si  ha  cosi  un'equazione  di  grado  n  nell'incognita  y,  che 
è  appunto  la  trasformata  richiesta  (a  radici  diminuite  di  h) 
dell'equazione  /  (x)  =  0. 

340.  La  determinazione  pratica  dei  coefficienti  della  equa- 
zione trasformata  importa,  come  si  vede ,  di  calcolare ,  data 
la  funzione /(x)  ed  un  certo  numero  h,  i  valori  dei  quo- 
zienti: 


m, 


f'(h)      f"(h)  /(»)(A) 


LL   '    Il  ' 


■\n 


(8) 


Questo  calcolo  si  fa  nel  modo  più  vantaggioso  mediante  il 
seguente  procedimento  dovuto  ad  Horner, 
Sì  costruisca  il  quadro 


h 


a, 


0 


a. 


«2  •  •  •  ^/».-3      ^n-2      ^n-] 


a 


n 


Oq      Òj       &2  •  •  •  ^n- 


«0      ^1 


3      ^n-2 

Co    ...   C,M Q         Ca 


'n-1 


n 


2  •  •  •  ^n-3       ^«-2       ^n-1 
^0     ^1      «2  •  •  '  ^n-3      ^n-2 


(9) 


«0       ^1 


a. 


cominciando  collo  scrivere  nella  prima  orizzontale  i  coefficienti 
*o  >  *%  V?  ^n  <^6^^^  funzione  proposta  f (x).  Z>o/)o  cid  «i  formi  la 
seconda  orizzontale  scrivendo  per  primo  termine  aQ  e  calco- 
landa  i  successivi  termini  bj ,  bg  , ... ,  6„_i  colla  regola  che  un 
termine  qualunque  si  ottiene  moltiplicando  il  precedente  per 
h  ed  aggiungendo  al  risultato  il  termine  della  prima  orizzon- 
tale che  si  trova  al  disopra  del  termine  cercato.  Si  formino 
colla  stessa  regola  le  altre  orizzontali  (cosicché  p.  es.  per  la 
quarta  linea  orizzontale  si  avrà:  dj- =  (^^-.^'h-Hc,)    colV  avver- 
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tema  che  il  numero  dei  termini  da  calcolarsi  per  ogni  oriz- 
zontale va  diminuito  ogni  volta  di  un*  unità»  Fatto  ciò  ,  gli 
ultimi  termini  delle  successive  orizzontali^  a  cominciare  dalla 
seconda^  saranno  appunto  i  valori  cercati,  cioè: 

fW  =  K  yf  W  =  Cn-i ,  Jif-  =  ^n-2 }  -  7  -j^  =  fo- 
cosi, ad  esempio^  se  sia  data  la  fanzione 

e  si  vogliano  calcolare  i  valori  di  f(—2)  ,/'(— 2),...,  si  verrà 
a  costruire  il  quadro  seguente: 


-23 

0 

4 

-      5 

6 

3 

-    6 

16 

-   37 

80 

3 

-12 

40 

-117 

3 

-18 

76 

3 

-24 

3 

onde  si  concluderà 
/(-2)  =  80,/X-2)=-117/   ,\,    ^  =  76  ,  -^    .\    ^  =  -  24, 


L^ 


LI 


341.  È  facile  dar   la  ragione   di   questa  regola.  Partendo 
infatti  dair  identità  (art.  97): 


nx)=f(h)  +  {x^h) 


£f.(x-.,=m.... 


si  vede  che  f{h)  è  il  resto  della  divisione  di  f{x)  per  «—A, 
e  che  il  quoziente  di  tale  divisione  è 

Se  questo  quoziente  si  divide  ancora  per  x-h,  si  vede  che 
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il    resto   sarà  •^j^ —  e  che  il  quoziente  sarà 

f"(h) 
il  quale  diviso  per  x—h  darà  a  sua   volta  il  resto  ,  e 

cosi  via.  I  numeri  cercati  f{h)/  ,  —  .-^  ,  •••  si  possono 

Li-  LI 

dunque  trovare  come  i  successivi  resti  della  divisione  ripe- 
tuta di  f(x)  per  x—h.  Ora,  ciò  si  fa  col  quadro  (9)  il  quale 
appunto  non  è  altro  che  il  risultato  dell'  applicazione  ripe- 
tuta della  regola  di  Ruffini  (  art.  234  )  per  trovare  i  coeffi- 
cienti del  quoziente  ed  il  resto  della  divisione  di  una  fun- 
zione per  x-h. 

Cosi  si  vede  che  a,,  ,  ò^  ,  63  ,  ...  ,  ^n-i  sono  appunto  i  coef- 
ficienti del  primo  quoziente  e  che  b^  è  il  primo  resto.  Si- 
milmente si  vede  che  dividendo  il  primo  quoziente  per  x—h 
si  otterrà  un  secondo  quoziente  che  avrà  appunto  per  coef- 
ficienti i  numeri  ^0  ^  ^1  »  ^2  »  •••  1  ^n-2  ®  P®^  resto  il  numero 
^n-i  ^^^^  dalla  terza  orizzontale  del  quadro.  Sarà  dunque 
^n-i— /W7  ®  ^^^^  ^i  seguito. 

342.  Nella  trasformata  dell'  equazione  /(«)=  0  data  dalla 
formola  (7)  il  coefficiente  della  potenza  y'^'^  della  nuova  in- 
cognita t/  è -^ /^^^"^K^ìì  cioè  una  funzione  intera  di  ^  del 

grado  ù  Si  potrà  dunque  fare  in  modo  che  l'equazione  tras- 
formata manchi  del  termine  contenente  una  data  potenza 
^'*"*,  determinando  la  costante  h  in  modo  da  soddisfare  al- 
l'equazione: 

/(^-')  (h)  =  0. 

Essendo  questa  un'  equazione  di  grado  i  in  ^  è  chiaro  che 
tale  determinazione  si  potrà  fare  in  generale  in  i  modi  di- 
stinti. 

343.  In  particolare  per  far  sparire  nella  trasformata  il  ter- 
mine in  y^"^  basterà  risolvere  un'equazione  di  lo  grado,  che 
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si  otterrà  immediatamente  ponendo  nella  (3)  x^y-\-h  e  ordi- 
nandone lo  sviluppo  secondo  le  potenze  di  y.  Si  trova  cosi: 

aQy^-¥{naQh-{-a^y^''^-\- ...  =0. 

Basterà  dunque  prendere  A  = ^  perchè  l'equazione  (3> 

si  trasformi  in  un'  altra  mancante  del  secondo   termine. 

EserciBÌ. 

1.  Trasformare  l'equazione  4x*--6A?*+8a7+5=:0  in  un^  altra  man- 
cante del  secondo  termine. 

2.  Bisolvere  l'equazione  del  secondo  grado  ridacendola  alla  for- 
ma binomia  mediante  la  trasformazione  a  radici  aumentate. 

3.  Se  f(x)=0  è  un*  equazione  la  cui  prima  derivata  ha  tutte  le  sue 
radici  eguali,  il  primo  membro  f(x)  è  neceaaariamente  della  forma 

f{x)=:(ax-hb)''+c. 

Si  dimostri  ciò  facendo  vedere  che,  nell'  ipotesi  fatta,  l'equazio- 
ne f(x)=iO  si  può  ridurre  alla  forma  binomia  mediante  una  tras- 
formazione a  radici  aumentate. 

4.  Trovare  la  condizione  cui  debbono  soddisfare  i  coef&cienti 
dell'  equazione  di  4°  grado  aQa;*+o^cc^-f  agCC^+Ogaj-l-a^^O  affinchè  , 
mediante  una  trasformazione  a  radici  aumentate,  essa  prenda  la 
forma:  xx*-\-^x^-\-y=Oj  equivalente  ad  un'equazione  di  secondo  grado. 

§  4.0  —  Trasformazione  a  radici  multiple.  Determina- 
zione delle  radici  razionali  di  nn' equazione  a  coef- 
ficienti razionali. 


344.  Si  voglia  ora  costruire  un'equazione   che    abbia    per 
radici  le  radici  x  dell'equazione  data: 

aQX*'-\-a^x''"^-\-  ...  +«^_icc-f-a„=0  (1) 

moltiplicate  per  uno  stesso  numero  costante  k  dato;  cosicché, 
se  si  indichi  con  y  una  radice  dell'equazione  cercata,  si  do- 
vrà avere  la  relazione 

y=zk*x,  '  (2) 
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Di  qui  si  deduce  x  =  ~\  onde,  sostituendo  ciò  in  (1) 
si  ha  : 

e  moltiplicando  per  A:**; 

ao2/''+A:ai2/*»-i+Pa2y^-2+  ...  +k'''^a,,^^y^kr'a^-=^0.         (3) 

Questa  è  appunto  l'equazione  trasformata  cercata.  Gli  n 
valori  di  y  che  la  soddisfano  saranno  eguali,  in  virtù  della 
relazione  (2),  alle  radici  a,  g,  v^...^  x  della  proposta  tutte  mol- 
tiplicate per  k, 

345.  Mediante  questa  trasformazione  ogni  equazione  a 
coefficienti  razionali  si  può  facilmente  ricondurre  ad  un'  e- 
quazione  a  coefficienti  interi  col  primo  coefficiente  eguale  al- 
l'unità. Supponendo  infatti  (  come  è  sempre  lecito  potendosi 
moltiplicare  sempre  il  primo  membro  per  il  massimo  comun 
denominatore  dei  coefficienti  )  che  V  equazione  proposta  sia 
stata  ridotta  già  alla  forma  (1)  con  coefficienti  tutti  interi, 
basterà  eseguire  la  trasformazione  (2)  per  A:  =  0,  cioè  pren- 
dere: 

y  =  «0^.  (a) 

Si  ottiene  cosi  l'equazione  analoga  alla  (3)  ,  {Jc^a^: 
a^y^^a^a^y^-^^-a^a^y^'^-^ ...  ^ra^-^a^^^y^a^a^'=Q 
e  dividendo  il  primo  membro  per  Aq: 

che  ha  appunto  tutti  i  coefficienti  interi   ed  il  primo  coeffi- 
ciente uguale  all'unità: 

Poiché  la  formola  di  trasformazione  (a)  fa  corrispondere 
ad  ogni  valore  razionale  di  x  un  valore  razionale  di  ?/,  cosi 
si  vede  che  la  ricerca  delle  radici  razionali  (se  ve  ne  siano) 
di  un*  equazione  a  coefficienti  razionali  si  può  immediata- 
mente ricondurre  alla  ricerca  delle  radici  razionali  dì  un'e- 
quazione a  coefficienti  interi  col  primo  coefficiente  uguale  al- 
Vunità, 
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346.  Ora  quest'ultima  ricerca  si  può  sempre  effettuare  me- 
diante un  numero  limitato  di  tentativi.  A  tale  oggetto  co- 
minciamo dal  dimostrare  che  un*  equazione  a  coefficienti  in- 
teri col  primo  coefficiente  uguale  alV  unità  non  può  avere  ra- 
dici razionali  che  non  siano  proprio  intere. 

Invero,  se  esiste  un  valore  frazionario  di  y  ,  y  =  -  (r,s  in- 

s 

teri  primi  fra  loro)  che  soddisfi  T  equazione  a  coefficienti  in- 
teri : 

si  dovrà  avere 

e  moltiplicando  per  s^'^^ 

dove  la  somma  chiusa  in  parentesi  è  un  numero  intero,  il  che 
è  assurdo  essendo  per  supposto  r  ed  s  interi  primi  fra  loro. 

347.  Cosi  tutto  è  ricondotto  a  determinare  (se  ve  ne  siano) 
le  radici  intere  di  un'  equazione  a  coefficienti  interi: 

Di  qui  si  cava: 
ed  anche: 

Se  ora  y  sia  un  numero  intero,  la  quantità  fra  parentesi 
nel  secondo  membro  sarà  evidentemente  un  intero,  onde  que- 
sta uguaglianza  ci  dice  che  se  y  è  un  numero  intero  soddis- 
facente alV  equazione  (?),  esso  sarà  un  divisore  esatto  delV  in- 
tero q^. 
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Basterà  dunque  prendere  in  esame  tutti  i  divisori  interi 
positivi  e  negativi  del  numero  q^.  Quelli  di  essi  che  sosti- 
tuiti nel  primo  membro  di  (p)  l'annullano  ci  daranno  tutte 
le  radici  razionali  dell'equazione  (^). 

348.  Come  caso  particolare  della  trasformazione  a  radici 
multiple  si  ha  la  trasformazione  a  radici  eguali  ma  di  se- 
gno contrario.  Quest'  ultima  equivale  infatti  a  trasformare 
l'equazione  proposta  in  un'  altra  le  cui  radici  siano  eguali  a 
quelle  della  proposta  moltiplicate  per  (—1).  Ponendo  dunque 
nella  (3)  :  A:  =  1  e  moltiplicando,  se  occorra,  tutta  l'equazione 
trasformata  per  (—1)  si  vede  che  :  se 

»ia  un'equazione  qualunque,  la  sua  trasformata  a  radici  eguali 
ma  di  segno  opposto  sarà: 

aoy"-aiy'*-^+a2y^-^-a3y-3+  ...  +(-l)X=0. 

Note  ed  Esercizi. 


1  2 

1.  Trasformare  l'equazione  oj*  — TT  ^^  "^ a?^+10=0  in  un'  al- 

2  8 

tra  a  coefficienti  interi  e  col  primo  coefficiente  eguale  ad  1. 

2.  Determinare  le  radici  razionali  di: 

3.  Trovare  tutte  le  radici  dell'equazione: 

5C*+cc3~2a:2+4a:-24=0. 

4.  Mostrare  come ,  all'  oggetto  di  far  sparire  i  coefficienti  fra- 
zionari di  un'equazione,  possa  essere  opportuno  di  applicare  la 
trasformazione  y=kx,  anziché  moltiplicare,  come  si  fa  ordinaria- 
mente ,  tutta  1'  equazione  pel  minimo  comun  denominatore  delle 
frazioni. 

5.  Per  abbreviare  i  tentativi  da  farsi,  secondo  quanto  si  è  vi- 
sto all'art.  847,  per  determinare  tutte  le  radici  intere  dell'  equa- 
zione a  coefficienti  interi: 

cc'*+aia?^*-i+a22c'*"^H- ...  ■^a^-iX-ì-a^=0  (1) 

gioverà  servirsi    del    seguente  metodo  di  Newton  conosciuto    col 
nome  di  metodo  dei  divisori. 
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Se  »  è  una  radice  intera^  Vultimo  coefficiente  a  dev^essere  divisi- 
bile per  A.  Si  aggiunga  al  quoziente  cosi  ottenuto  il  numero  a^_i;  la 
^omma  dev'essere  divisibile  per  ot.  Aggiungendo  a  questo  nuovo  quo- 
ziente il  numero  b.^^2  <*»*<^^^  questa  somma  dev*  essere  divisibile  per 
df  e  così  di  seguito.  Quando  per  ultimo  si  sia  aggiunto  il  numero  a,, 
la  somma  ottenuta  dev*  essere  divisibile  per  a  ed  il  quoziente  dev^  es- 
sere —1. 

Dovendosi  quindi  esaminare  un  certo  intero  a  per  riconoscere 
se  esso  sia  o  no  radice  deirequazione,  esso  si  dovrà  abbandonare 
appenachè  alcuna  delle  sopraddette  condizioni  non  sia  soddisfatta. 
Se  sono  tutte  soddisfatte,  il  numero  Ji  sarà  radice. 

Per  dimostrare  quanto  si  è  asserito  cominciamo  dal  notare  che, 
se  a  è  radice  intera  della  equazione  (1),  il  primo  membro  di  (1) 
si  può  porro  identicamente  sotto  la  forma: 

dove  i  numeri  i?i  ,  i?2  >  •  •  •  *  Pn-i  sono   interi   e   legati   dalle  rela- 
zioni 

Pi=Pi-i^'^(^i  (2) 

come  segue  dalla  regola  di  £u£S.ni  (art.  234).  I  numeri 

— a/>i  ,  -ap2 ,  ...  ,  — opn-r 
che  indicheremo  brevemente  con 

saranno  dunque  del  pari  numeri  interi  e  legati  dalle  relazioni: 

c.-.j  =  ^^  +  a,-..i  (3) 

che  si  deducono  immediatamente  dalle  (2)  moltiplicandone  i  mem- 
bri per  —a  ed  osservando  che:  , 

Ponendo  ora  nella  (3)  successivamente  iz=n  ,  w~l  , .  .  .  si  vede 
appunto  che  sono  interi  i  numeri: 

a^  (a^  \  1 

e  quindi  anche  i  numeri: 
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come  si  era  asserito.    L' ultimo   di   questi    quozienti   avendo  l' e- 
3pres8Ìone: 


a'"  ^  a 

se  si  verifica  che  esso  ha  il  valore  —1,  sarà 

-d'onde  moltiplicando  per  x^ 

a'^-f  a^a^^-H  ...  +a^_ia4-a^=0 

cioè  a  sarà  proprio  radice  dell'equazione   (1). 

6.  I  tentativi  per  riconoscere  se  un  numero  intero  x  sia  radice 
dell'equazione  a  coefficienti  interi 

/(a2;=aoCK'*+aiCc'*"H  ...  ^-a^^^x^-a^-O  {et) 

si  possono  anche  abbreviare  servendosi  del  seguente  criterio  :  se 
rintero  x  è  radice  dell'equazione  (''■),  il  numero  x  —  1  sarà  un  divi- 
sore esatto  del  numero  aQ-fa^-fagH-  •••  -fa  ^d  il  numero  x-|-l  un  di' 
visore  esatto  di  a^— a^-f  ag— ag+.-^ta   . 

Infatti,  se  l'intero  a:  è  radice  di  («)  ed  h  un  intero  qualunque, 
si  ha  per  la  regola  di  Buffini: 

-/•(/i)=(x-/i)[ao«'*-i4-(ao^+ai)x'*-24....] 

dove  il  secondo  fattore  è  evidentemente  un  numero  intero.  L'in- 
tero os—h  sarà  dunque  un  divisore  di /(A);  e  di  qui  segue  appunto 
il  criterio  sopra  enunciato  prendendo  in  particolare  h—1  ovvero 
A=— 1. 


§  5.0  —  Trasformazione  a  radici  reciproche. 

Equazioni  reciproche. 

349.  La  trasformazione  a  radici  reciproche  consiste  nel 
costruire  1'  equazione  che  ha  per  radici  i  valori  inversi  di 
quelli  delle  radici  della  data. 

Si  porrà  dunque  la  relazione: 

y  =  -  ,  d'onde:  se  =  -  (i) 

^      x^  y  ^  ^ 
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cosicché,  sostituendo  nell'  equazione  data: 

aoCC^+aix'*-i+  ...  +a^^^x+a^=0  (2) 

questa  diverrà: 

y      y    ^  y 

e  moltiplicando  per  y**  si  cambierà  nell'  equazione   trasfor- 
mata : 

««y'^+^n-iy'*"^-^-  -  +aiy+flv,=0.  (3) 

Dunque:  per  dedurre  dalVequazione  data  Vequazione  tras- 
formata a  radici  reciprochey  basta  capovolgere  in  essa  V  or- 
dine dei  coefficienti. 

350.  Come  utile  applicazione  di  questa  trasformazione  no- 
teremo che,  se  nelle  formole  di  Newton  (art.  245)  si  scambi 
dappertutto  a^  con  a^  ,  a^  con  a^_j  ,  flg  con  a^_^  ,  ecc..  ,  il 
valore  di  Sji  che  se  ne  deduce ,  anziché  ad  a*  +  p'^  +  ...-}-  X* 

sarà  uguale  ad  Q%Qy +...+  ([)* 

Se  dunque  poniamo: 

si  deducono  immediatamente  da  quelle  formole  quest'altre: 


che  serviranno  similmente  al  calcolo  successivo  delle  somme 
semplici  ad  indice  negativo  S^i  ,  /SL2  1  ^-s  >  ••• 

351.  Può  accadere  che  Tequazione  trasformata  (3)  coincida 
con  l'equazione  (2);  in  tal  caso  si  dice  che  la  (2)  è  un'  equa- 
zione reciproca. 

Per  r  identità  delle  due  equazioni  (2)  e  (3)  dovendo  aversi: 

«0  •  ^1  •  ^2  •  •••  •  ^n  =  «n  •  ^n-1  •  ^n-2  •  —  *  ^0  W 
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si  ha  primieramente  la  condizione.  Oq  :  a^^  =  <^n  '  ^o  ^^^^' 

aj^a^^,  d'onde  a^  =  ±a^. 

Se  a^^—aQ  ,  le  (4)  ci  danno  poi  evidentemente  :  cùn-i—^i  ? 
^/*-2  ^  ^2  ì  •••  ì  s®  invece  a,^  =  —  «^^ ,  le  stesse  (4)  ci  danno 
^«-i~""^i  1  ^«-2~    ^2  »  ••• 

Si  hanno  dunque  due  classi  di  equazioni  reciproche,  cioè: 

-4)  le  equazioni  in  cui  sono  uguali  i  coefficienti  dei  ter- 
mini equidistanti  dagli  estremi; 

B)  le  equazioni   in  cui   i  coefficienti    dei  termini  equi- 
distanti dagli  estremi  sono  uguali  ma  di  segno  opposto. 

351.  E  chiaro  che  nelle  equazioni  della  classe  (B)  la  som- 
ma di  tutti  i  coefficienti  è  uguale  a  zero.  Per  conseguenza 
esse  sono  soddisfatte  quando  in  luogo  di  x  si  sostituisca  il 
valore  1;  onde  il  loro  primo  membro  è  divisibile  per  (x—1) 
cioè  della  forma 

Identificando  questo  prodotto  col  primo  membro  di  (2)  si 
ottiene: 

onde 

Pertanto  l'equazione  residua: 

che  dev'essere  evidentemente  reciproca,  apparterrà  alla  clas- 
se (^). 

Le  equazioni  della  classe  (B)  si  riconducono  cosi  a  quelle 
della  classe  {A),  Quanto  a  quest'ultime,  se  esse  sono  di  grado 
dispari,  il  loro  primo  membro  sarà  esattamente  divisibile  per 
«4-1^  poiché  dall'essere  uguali  i  coefficienti  equidistanti  da- 
gli estremi  segue  che  la  somma  di  tutti  i  coefficienti  (  che 
sono  in  numero  pari  )  cangiati  alternativamente  di  segno  tè 
nulla;  cioè  che  l'equazione  è  soddisfatta  per  x=  -1,  Fatta  la 
Cafelli  — Algebra  complementare.  24 
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divisione ,  il  quoziente  ci  fornirà  evidentemente  una  equa- 
zione reciproca  che  sarà  ancora  della  classe  (A)  e  di  grado 
pari. 

352.  Tutte  le  equazioni  reciproche  si  trovano  cosi  ricon- 
dotte al  tipo  normale  di  equazioni  reciproche  di  grado  pari 
coi  coefficienti  equidistanti  dagli  estremi  uguali.  Se  ora 

aoa*"*+Oi5C*"*"^+  ...  +a^Jc"*+  ...  +aiX'\-aQ=0  (5) 

è  un'  equazione  qualunque  di  questo  tipo,  mostreremo  come 
il  suo  grado  si  possa  sempre  abbassare  della  metà  mediante 
la  trasformazione: 

^  =  05  +  —,    d'onde:   x^^àz—Jy^^A  (6) 

Invero,  dividendo  la  (5)  per  x^  e  riunendo  due  a  due  i 
termini  equidistanti  dagli  estremi,  essa  prende  la  forma: 

«0  (a-'"*  +  ^)  +  «i(a:'""'  +  ^)  +  •••  +  ««-1(0!  +  ^)+««=^ 
che  scriveremo  brevemente  cosi: 

«0^mH-«l^m-l+  -  +«m-l^+«m=0.  (7) 

Ora  è  facile  riconoscere  che  si  ha  in  generale  la  relazione 
identica: 

cioè 

che  applicata  successivamente  ai  valori  1,  2,  3,...  di  %  ci  dà: 

^4  =  yn-n  =  y*-4y«+2  (9) 

T^5  =  pVi-Vg  =  y*-5y»+5y 


e  cosi  via. 
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Sostituendo  questi  valori  in  (7)  è  chiaro  che  la  (7)  si  ri- 
durrà ad  un'  equazione  del  grado  m  in  y,  risoluta  la  quale 
i  2m  valori  di  x  si  otterranno  risolvendo  ulteriormente  le 
2m  equazioni  di  2^  grado  (6). 

353.  Esempio.  L'  equazione  reciproca: 

cc5-l=0  (8) 

si  ridurrà  primieramente,  mediante  la  divisione  per  x—ì ,  alla 
forma  normale: 

x^+x^-^xHx+ 1=0  (9) 

cioè: 

Applicando  la  trasformazione  (6)  e  tenendo  conto  delle  (9) 
si  otterrà  dunque  l'equazione  in  y: 

2/2+2/^1=0 
che  risoluta  ci  dà  i  due  valori: 

Sostituendo  ciò  in  (6)  si  trovano  per  x  i  quattro  valori: 


x 
ed 

X 


=  ^|-  1  +  V5  ±  z .  / 10+2  V^l 
=  -i-j-l  -  \/5  ±  {  J  10-2  \fò\ 


che  unitamente  al  valore  x  =  1    ci  forniscono   cinque   radici 
della  (8). 

Note  ed  Esercizi. 

1.  Neil' applicare  la  regola  dell'art.  349  a  costruire  l'equazione 
a  radici  reciproche  si  ponga  attenzione  a  sostituire  i  coefficienti 
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con  degli  zeri.  Si  verifichi  p.  es.  che  l'equazione  a  radici  recipro- 
che di: 

e 

cc7+2a;6-3x3+l=zO 

2.  Si  dimostri  che  le  equazioni  reciproche  dellp,  classe  (B)  e  di 
grado  pari  hanno  il  primo  membro  divisibile  per  x^—1.  Si  effet- 
tui questa  divisione. 

3.  Si  tratti,  analogamente  a  quanto  si  è  fatto  all'  articolo  353, 
l'equazione  binomia: 

riconducendola  all'equazione  di  terzo  grado: 

4.  Se  l'equazione  (5)  dell'art.  B52  ha  tutti  i  coefficienti  reali,  l'e- 
quazione ridotta,  del  grado  metà,  avrà  tutte  le  radici  reali. 

§  6.0  —  Blsolazione  gfenerale  delle  equazioni 

dei  terzo  grado. 

354.  L'equazione  generale   del  terzo   grado   è  della  forma 

ma,  per  quanto  si  è  visto  precedentemente  (art.  343),  si  po- 
trà sempre  facilmente  trasformarla  in  un'  altra  che  manchi 
del  secondo  termine.  Cosicché  dividendo  poi  tutto  pel  coef- 
ficiente del  primo  termine,  potremo  sempre  partire  da  un'e- 
quazione del  terzo  grado  della  forma: 

x^+qx-{-r=0.  (1) 

Detta  X  una  delle  radici  cercate,  poniamo  x=u-\-Vj  essendo 
per  ora  u  e  v  due  indeterminate.  Sostituendo  ciò  nella  (1) 
essa  diviene: 

{uivYj-q(u-hv)-{-r=0 

e  sviluppando 

u^+v^-h3uv(u'\-v)-i-q{u-{-v) + r =0 
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0  anche: 

^3+  v^-h(u-{-v){3uv-\-q)  +r=0-  (2) 

Determiniamo  ora  m  e  i;  in  modo  che  sia  'òuv-hq^O  ,  cioè 
in  modo  che  sia 

i/i;  =  -|-.  (3) 

Questa  ipotesi  è  sempre  lecita,  poiché  si  possono  sempre 
determinare  ed  in  un  unico  modo  due  numeri  u  e  v  dei  quali 
sia  data  la  somma  (nel  nostro  caso  =x)  ed  il  prodotto  (nel 

nostro  caso  eguale  a  —  ~  ,  come  si  sa  dalla  risoluzione  delle 

3 

equazioni  di  2^  grado.  L'equazione  (2)  prende  cosi  la  forma 
da  cui  si  deduce 

Ma  elevando  a  cubo  la  (3),  si  ha 

t 
27 


3       3  9'' 


^nde  si  vede  che  di  u^  e  v^  conosciamo  somma  e  prodotto. 
Esse  sono  dunque  le  due  radici  dell'  equazione  di  2.^  grado: 


2'  +  r2~-^--0. 


Risolvendo  questa  equazione  si  trova: 


=  -ir  +  VT-  +  ^v7-  '«'  =  --o--V-r  +  T': 


ed  estraendo  ora  le  radici  cubiche: 

3  3 


À 

Essendosi  posto  x=u-\-Vj  si  trova  dunque  come  espressione 
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generale  delle  radici  dell'equazione  del  terzo  grado  (1); 

3  8 


X 


W-tW?4W-ì-\/c^^-. 


355.  Discussione  della  formola  cardanica.  La  forinola  ge- 
nerale di  risoluzione  dell'equazione 


è  dunque  data  da 


dove 


cc'+ga?-fr=0 


3C=rM-j-y  (5) 


3 


Poiché  ciascuno  di  questi  due  radicali  cubici  ammette  per 
sé  solo  tre  valori  distinti  reali  o  complessi  (art.  190) ,  cosi 
è  chiaro  che  accoppiando  uno  qualunque  dei  tre  valori  diw 
con  uno  qualunque  dei  tre  valori  di  v  si  hanno  in  tutto,  in 
generale,  9  significati  diversi  per  la  somma  u  +  v  cioè  per 
la  formola  cardanica. 

È  facile  però  avere  un  criterio  per  discernere  fra  questi 
9  valori  i  tre  valori  che  corrispondono  veramente  alle  tre 
radici  dell'equazione  di  terzo  grado,  osservando  che  quei  va- 
lori ài  u  &  V  che  sommati  danno  una  radice  dell'  equazione 
dovevano  soddisfare  alla  condizione  (3). 

Infatti,  se  u^  è  uno  dei  tre  valori  di  w^,  gli  altri  due  va- 
lori saranno  zu^  ed  s^Wj,  essendo  £  una  radice  cubica  com- 
plessa dell'unità  (art.  194)  cosicché: 

1       .   \^^      2  1        .  ^/3 


*  La  risolu2SÌone  delle  equazioni  del  terzo  grado  fu  trovata  verso 
il  1500  da  Nicola  Tartaglia  e  da  Scipione  del  Ferro.  Questa  for- 
mola però  è  conosciuta  più  comunemente  col  nome  di  formola 
di  Cardano  il  quale  pubblicò  per  la  prima  volta  quanto  gli  altri 
due  avevano  trovato  alquanto  tempo  prima. 
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Similmente,  se  v^  è  uno  qualunque  dei  tre  valori  di  v,  gli 
altri  due  saranno  ev^  ed  e^v^.  Pertanto  i  9  valori  possibili  di 
«t-fv  saranno: 

Wj+Vj         su^-hVi         z^u^-hv^ 
Uj^-\-EVi       ewj^+evi       z^u^+sv^ 

^i+^^^i      ewi+e^Vj      s^Wi+e^t^i 

tra  1  quali  dovranno  scegliersi  quelli  che  soddisfano  alla  con- 
dizione (3).  Ora  il  prodotto  uv  per  ciascuno  di  questi  nove 
valori  è  uguale  risp.  ad: 


«*l^l 

EMjVl 

e^w^Vj 

SWjVl 

S^U^Vj^ 

^1^1 

S^W^Vj 

U^V^ 

£^1^1 

Quindi,  se  supponiamo,  come  è  sempre  lecito ,  che  il  va- 
lore u^rVi  soddisfi  alla  condizione  (3),  si  vede  che  degli  al- 
tri 8  valori  soltanto  il  valore  z^u^+zv^  ed  il  valore  eu^-\-z^^ 
vi  soddisferanno  del  pari.  Dunque: 

Per  avere  le  tre  radici  dell'  equazione  (1)  si  comincerà  dal 
prendere  a  piacere  uno  qualunque  dei  tre  valori  del  lo  ra- 
dicale cubico  u.  Sia  questo  u^  ;  si  prenderà  allora 

V    -  l' 

Vi  =  — 


^  27- ui 

e  con  ciò  si  avrà  certamente  una  prima  radice 

a» 

,  Xj  =  Uj  +  Vi  =  Ui  — 


27ui 

Le  altre  due  radici  saranno  date  da: 

X2=£Ui+e^Vi 

356.  Supponendo  ora  che  i  coefficienti  g  ed  r  dell'  equa- 
zione siano  numeri  reali  passiamo  alla  discussione  dei  casi 
di  realità  od  imaginarietà    delle  radici.   Tale   discussione  si 

v^       q^ 
collega  col  valore  deirespressione  -r  +  7^  che  si  chiama   il 

discriminante  (cfr.  art.  257)  deirequazione. 
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Esso  può  essere  >  ,  <  od  =0. 

a) i-   —  >  0.  Allora  sotto  il  radicale  cubico  u  si  tro- 

4       27 

va  una  quantità  reale  e  perciò  u  avrà  sempre  un  valore  reale 
ed  uno  solo ,  che  indicheremo  con  n^  ;  gli  altri  due  valori 
saranno  complessi. 

Intanto  sommando  i  valori  reali  u^  e  v\  ,  che  si  potranno 
calcolare  coli' ordinaria  estrazione  di  radice  cubica  aritmeti- 
ca, si  avrà  certamente  una  prima  radice  delF  equazione,  per- 
chè avendo  preso  per  u^  un  valore  reale,  si  dovrà  necessa- 
riamente prendere  per  v^  un  numero  del  pari  reale  ^  senza 
di  che  il  prodotto  u^v^  riuscirebbe  complesso  e  non  potrebbe 

quindi  essere  uguale  al  numero   reale  —  -  • 

o 

Le  altre  due  radici  saranno  complesse  conjugate.  Difatti 
la  loro  forma  è,  per  quanto  precede: 

Ma,  come  si  vede  dalle  (6),  £  ed  £^  sono  complessi  conju- 
gati  ;  dunque  saranno  evidentemente  conjugati  anche  ojg  ed 
Xq,  Dunque:  Se  il  discriminante  è  positivo^  una  radice  è  reale 
ed  è  la  somma  dei  valori  reali  dei  due  radicali  cubici  ;  le 
altre  due  sono  complesse  conjugate. 

V^  Q^ 

b)  -r  +  t:^:  <  0.  Allora  sotto  i  due  radicali  cubici  ci  saran- 
^4       27 

no  numeri  complessi  conjugati,  che  si^potranno  sempre  ridurre 
alla  forma  trigonometrica  p(cosO -f  isinO)  e  p(cos  6  —  j'sinO), 
onde  si  potrà  scrivere: 


u  =  Vp(cos  6  +  ^  sin  0  ,  V  =  Vp(cos  b  —  i  sin6). 
Noi  potremo  sempre  prendere  per  u^  e  v^  risp.  i  valori 

^   (^cos- -f  zsin-J    e    p' ^cos  -  -  isin -J 

poiché  il  prodotto  di  questi  due  valori   è  evidentemente  un 
nùmero   reale  (—- j.  Avremo  cosi  una  prima  radice  3c^=w^4-f^ 
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die  sarà  reale,  essendo  la  somma  di  due  numeri  complessi 
coDJugati. 

Le  altre  due  radici  saranno  anche  reali.  Difatti  la  loro  for- 
ma è  X2=cu^-{-B,^v^  ,  XQ=c'u^+Et\  j  dove  sono  conjugati  e  ,  E^ 
ed  Wj  ,  Vj  ;  e  perciò  ognuna  di  esse  è  la  somma  di  due  com- 
plessi conjugati,  cioè  un  numero  reale.  Dunque:  se  il  discri- 
minante è  negativo^  le  tre  radici  sono  reali ^  e  ognuna  di  esse 
si  determina  sommando  un  valore  di  u  col  conjugato  di  v*. 

V^         Q^ 

c)  —■  +  — ^  =  0.  In  questo  caso   i   valori  di  u  e   v  sono 
^   4       27  . 

dati  da  radici  cubiche  di  quantità  eguali.  Come  nel  caso  (a) 
si  potrà  prendere  un  valore  reale  u^  dì  u  e  sommarlo  col 
valore  reale  v^  (  che  ora  coincide   con  u^  )  di  v.  Si  ha  cosi 

Le  altre  due  radici  prendono  ora  la  forma  a?2=(s+e^)wi  e 
0Cg^(e'^-\  z)u^,  dove  £+£^=—1;  perciò  le  tre  radici  sono 

Dunque:  se  il  discriminante  è  zero ,  le  radici  sono  tutte 
reali,  ma  due  di  esse  sono  eguali.  , 


Note  ed  Esercizi. 

1.  Risolvere  l'equazione: 

^H2/2-2|/-l=0.  (a) 

1 

Mediante   la  trasformazione   y~a;—-  si  ridurrà  prima  alla  forma: 

o 

7  7 


onde: 


7  7       r2       ^3  3     72 

^■""y     ""27  '  T      27"'""T'9^ 


*  Questo  caso  è  conosciuto  sotto  il  nome  di  caso  irreduttibile, 
poiché  non  si  può  dare  alle  tre  radici  una  forma  algebrica  reale, 
benché  i  loro  valori  sieno  tutti  reali. 
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ed 


ó o  à 

2.  Si  faccia  poi  servire  la  risoluzione  delP  equazione  (a)  alla 
determinazione  completa  (cfr.  §  5.  Note)  di  tutte  le  radici  delPe- 
quazione  binomia  a;^— 1=0. 

3.  L^equazione  generale  del  terzo   grado: 

ax^  -h  bx^-\-  ex + d=0 


ponendo  aj  =  y— -— -  si  trasforma  in: 

oa 


,       /  e        1  6*  \  /  26»        bc        d\       ^ 

con  coefficienti  di  forma  frazionaria.  Si  verifichi  che,  ponendo  in  * 

z-h 
vece  0?  =  ——  ,  essa  si  trasforma  nell'equazione: 
oa 

«3+3(3ac-62)25+(263-9a6c-f27a2<Z)=0 

che  ha  i  coefficienti  di  forma  intera. 
4.  Ridurre  l'espressione: 


3 


2 


X 


=  w  — ~-,  dove  u=  \/   —  — +  V-T-  +  — 
3w  '  V  2       ^  4       27 


che  dà  la  risoluzione  delP  equazione 

x^-\-qx-hv=0 


(1) 


a  forma  intera  rispetto  al  radicale  cubico   e   rispetto  al  radicale 
quadratico  (cfr.  art.  263). 

Se  si  fissi  il  valore  del  radicale  quadratico  ponendo: 


+ 


27=^« 


si  troverà: 


O  O  f  o  


3 


(2) 
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e    similmente 

3 


6  ^  l  o         \ 

3\/m?«  f  j 


(2)' 


'2 

5.  Poiché  le  forinole  (2)  e  (2)'  esprimono    la   risoluzione    della 
stessa   equazione  (1),  deve  sussistere  la  seguente  uguaglianza: 

s/w^-ì  1 — 2(r  +  w;i)  Vw;i  \  =  Vw^g  )  ^ — 2  (^  "*"  ^2)  \''^2  f 

3_ 
comten(2t/e  si  fissi    \/^i>  p'^'^c^h^  sì  fissi  poi  opportunamente  il  valore  di 
3 

v/wg.  Dimostrare  direttamente  la  verità  di  quest'  eguaglianza. 

6.  Posto  per  brevità: 

2 


4 


dimostrare  che  la  radice  x  dell'equazione  (1)  è  data  anche  dalla 
formola: 


3v  I  27  /  27 

_4-^=  J-^^^         2  +  27r./4-  \   -Q^-Y  ''^'"^'^^•^• 

7.  Risolvere  1'  equazione   generale    del  terzo   grado   riducendo- 
la   alla    forma    binomia    mediante    una    trasformazione    lineare 

x= . 

§  7.0  —  Bisoluzione  generale  delle  equazioni 

del  4.0  grado  *. 

357.  L'equazione  generale  del  4.o  grado  è  della  forma: 
dove  i  coefficienti  possono  essere  numeri  reali   0    complessi» 


*  La  risoluzione  delle  equazioni  del  4<>  grado  è  stata  data  da 
Luigi  Ferrari  non  molto  tempo  dopo  la  scoperta  della  formola  di 
risoluzione  dell'  equazione  del  8®  grado.  La  dimostrazione  che  noi 
diamo  è  appunto  quella  di  Ferrari. 
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Aggiungendo  al  primo  e  al  secondo  membro  deirequazione 
l'espressione  intera  di  2.^  grado  ax^-{bx-i-c  ,  in  cui  a  ,  6  ,  e 
sono  per  ora  indeterminati,  si  ha: 


x^'\-px^-\-(q-{-a)x^-\-{r-{-b)X'\-{s-\-c)=ax^i-hx-{-c 


(2) 


Cerchiamo  ora  di  determinare  a  ^  b  ,  e  in  modo  che  il  pri- 
mo ed  il  secondo  membro  risultino  due  quadrati  esatti. 
Il  primo  dovrà  essere  della  forma: 

(a;2-fXcc+[jL)2  (3) 

ed  il  secondo  della  forma  (  \lax  +  \/c)^. 

Ora,  sviluppando  il  primo  membro  di  (2),  si  ottiene: 

cc^-f  2lxH(k^+2\i)x^-h2lyx-\-\L^ 

che  dovendo  essere  identicamente  eguale   al    l.o  membro  di 
(2)  darà  p=2\  e  perciò  X  =  -  ,  e  diventerà; 


X' 


H-  px^  +  /^^  +2\K  jx^  +py>x  +  [Ji^ 


dove  i  coefficienti  dovranno  essere  eguali  a  quelli  delle  po- 
tenze omonime  in  (2).  Si  hanno  cosi  le  relazioni: 


^  +  a=  j  +  2[;. 

r  -h  b  =  p\k 
s  +  e  =  [i.^ 


4 

che  danno  risp.        6  =  —  r  +  ^[ji 


(») 


=   !l2_ 


C=  [k 


S, 


Si  hanno  cosi  i  valori  di  a  ^  b ,  e  in  funzione  di  una  sola 
indeterminata  [Ji.  Questa  si  determina  osservando  che,  affin- 
chè il  secondo  membro  di  (2)  sia  uq  quadrato  esatto,  dev'es- 
sere b^—àac—0'^  onde,  sostituendo  in  quest'  eguaglianza  i  va- 
lori dì  a  j  b  ,  e  calcolati  in  (a),  si  trova 


(p.^  _  ry  -  i(2[J.  +P^  -  g)(i.^  -  «)  =  0 


(4) 
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che  è  un'equazione  di  terzo  grado  in  \k,  detta  la  risolvente  de 
Ferrari. 

358.  Risoluta  quest'  equazione  nel  modo  spiegato  al  §  prec. 
per  le  equazioni  del  terzo  grado  ,  si  avranno  tre  valori  di 
[Ji,  ciascuno  dei  quali  sostituito  in  (a)  darà  per  a,  &,  e  valori 
tali  che  primo  e  secondo  membro  di  (1)  riescano  quadrati 
esatti. 

Si  avrà  allora  da  risolvere  un'equazione  della  forma: 


[  a?2+|5C  +  iJLj    =^  rac\/a+  v'cl 


2 


r   -            I-        ^ 
Poiché    2  va  Ve  =  &  e  ve  = z  >    il   secondo    membro    può 

2\la 

,            /2ax  +  h\^ 
anche  scriversi  ( z:—  )     e  1  equazione: 

\    2-Ja    J 

dalla  quale,  estraendo  la  radice  quadrata  e  trasportando  poi 
tutto  al  primo  membro  e  riducendo,  si  hanno  due  equazioni 
dil2.^  grado: 

^'+(|—  ^'^)  x  +  iK-^-^  =  0  (5) 

^^  ^  2\la 

5C  +  ( ^  +  Va  )  ce  +  [Ji  +  — -  =  0  (5)' 

^^  ^  2^/a 

che,  risolte,  daranno  quattro  valori  generalmente  distinti  per 
X.  Resteranno  così  determinate  le  quattro  radici  deir  equa- 
zione di  quarto  grado  proposta  (1). 

359.  La  risolvente  ammette  tre  radici ,  delle  quali  basta 
conoscerne  una  per  effettuare  la  risoluzione  dell'  equazione 
del  4.0  grado  col  metodo  suindicato.  La  risoluzione  potrà 
dunque  effettuarsi  per  tre  vie  diverse,  scegliendo  a  piacere 
per  ji.  V  una  o  V  altra  delle  tre  radici  della  risolvente. 

Invero,  imaginiamo  scelto  per  [jl  una  certa  radice  [ij  della 
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risolvente  e  siano  allora  a  ,  p  le  due  radici  di  (5)  e  7,  3  le 
due  radici  di  (5)'.  Dovrà  essere; 

2\/a  2\/a 

e  sommando  e  dividendo  per  2: 

Se  ora  nelFespressione  —  (a?  +  T©)  si  eseguiscano  tutte  le 

possibili  sostituzioni  fra  le  quattro  lettere  a,  p,  "^,  S,  si  vede 
facilmente  che  essa  non  prenderà  che  tre  valori  distinti,  cioè 

il  valore  (6)  e  i  due  valori—-  (ay  +  pS)    ed  —  (aS  +  ^y).  Que- 

sti  tre  valori  corrisponderanno  evidentemente  ai  tre  diversi 
valori  che  può  avere  la  radice  tj.  della  risolvente.  Si  avrà 
dunque  p.  es.  per  le  altre  due  radici  jJig  e  pig  della  risol- 
vente : 


1*2  =  -2  («T  +  pS) 


1*3  =  "2  («5  +  Pt) 


(7) 


360.  Il  discriminante  deirequazione  del  quarto  grado  non 
differisce  da  quello  della  sua  risolvente  di  terzo  grado.  In- 
vero è  facile  di  riconoscere  che:  se  V  equazione  del  4o  grado 
ha  due  radici  eguali,  anche  la  sua  risolvente  ha  due  radici 
eguali  e  reciprocamente. 

Invero,  se  sia  p.  es.  a  —  ^  ,  i  valori  p-g  e  [Jig  delle  radici 
della  risolvente  divengono  pure  eguali,  come  si  vede  subito 
dalle  (7).  Se  poi  sia  jx^  =  pig  ,  sarà  per  le  (6)  e  (7): 

aP-hY6=aY+p5     o     a(p-7)~5(P-Y)=0 
d'onde 

(a-5)(g-Y)=0 

e  per  conseguenza  0  si  avrà  a=6,  o  p=Y,  cioè  in  ogni  caso 
l'eguaglianza  di  due  radici  dell'equazione  del  4.o  grado. 
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861.  Supponiamo  ora  che  i  coefficienti  p  j  g  ,  t  ,  s  dell'eq. 
del  4.0  grado  siano  tutti  reali. 

Noi  sappiamo  (  art.  290  )  che  in  tal  caso  le  radici  di  una 
equazione  sono  reali,  ovvero  complesse  e  conjugate  due  a  due. 

Non  possono  quindi  evidentemente  presentarsi  che  i  se- 
guenti tre  casi: 

lo)  le  radici  a  ,  ^  ,  7  ,  6  sono  tutte  reali; 
2o)  due  radici  sono  reali  e  le  altre  due  complesse  con 
jugate; 

3q)  le  radici  sono  tutte  complesse ,  però  due  a  due  fra 
loro  conjugate. 

Nel  primo  caso  risulta  evidente  dalle  (6)  e  (7)  che  le  ra- 
dici jjii  y  V^2  f  1*3  <^®^l8i  risolvente  sono  del  pari  tutte  reali. 

Nel  secondo  caso  siano  p.  es.  a  e  g  reali  e  7,  0  complesse 
conjugate. 

11  prodotto  76  sarà  reale  (art.  172)  e  quindi  per  la  (6) 
]k^  sarà  reale. 

Quanto  a  pig  e  {JL3  si  vede  dalle  (7)  che  esse  saranno  com- 
plesse conjugate  ,  poiché  ,  cambiando  i  in  —  i ,  y ,  si  scam- 
bia con  6  e  quindi  [Xg  con  jjij. 

Finalmente  nel  terzo  caso  sia  p.  es. 

Sostituendo  ciò  nelle  (6)  e  (7)  queste  ci  danno  valori  tutti 
reali  per  p  1  ,  p^g  ,  1*3  ,  poiché  ognuna  delle  jjl  si  presenta  come 
somma  di  due  complessi  conjugati. 

Riassumendo  concludiamo  che:  se  le  radici  della  risolvente 
sono  tutte  reali j  quelle  della  proposta  di  4.o  grado  saranno 
tutte  reali  ovvero  tutte  complesse  \  se  poi  delle  radici  della 
insolvente  una  sola  è  reale,  la  proposta  avrà  due  radici  reali 
e  due  complesse  conjugate. 

Note  ed  Esercizi. 

1.  Eseguendo  suirequazione  del  quarto  grado  più  generale: 

ax^+ibx^-^  6cx^-h4:dx-\-e=0  (1) 

la  trasformazione  lineare:  y=:ax-\-h  essa  si  cambia  nella  seguente: 

2/4-h6Zr2/2-f46?2/+^=0  (2) 

dove: 

H=ac-b^,  G^à^d-2abc-\-2b^ 

(3) 
K=a\ae-ibd'\-3c^)-S{aC'-b'^y 
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2.  Detti  a  ,  p  ,  7  ,  5  quattro  numeri  qualisi vogliano  che  possiamo 
sempre  considerare  come  le  quattro  radici  di  (1),  il  rapporto  Enar- 
monico 


a— 0      p— 0 


(3) 


non  può   prendere,  per  tutte  le  possibili  sostituzioni  fra  le  *,  /S,  y,  5 
che  i  sei   valori: 


(a-Y)(?-5) 


=  ), 


(a-5)(?-Y) 


•  (a-S)(?-T)      ■'    '    («-Y)(3-5)     X, 
(g-Y)(a-ò)  _  '(?-a)(Y-5)  _  1 


(?-a)(-r.-5) 


(a-^)(Y-5) 
(«-T)(?-5) 


^;  =  '■ 


8     ) 


(S-Y)(a-5)      X, 

(o-yX^-S)  ^  £ 
(a-?)(Y-S)      X3 


W 


I  tre  valori  X,  ,  Xg  .  X^  non  sono  però  indipendenti,    poiché  dal- 
l' identità  facile  a  verificarsi: 


(P-Y)(a-5)+(Y-a)(fi-5)fa-?)(Y-6)=0 


(5) 


segue  immediatamente  dividendo  il  primo  membro  per  uno  qua- 
lunque dei  suoi  tre  termini: 


Xi  4-  y-  =  1    ;    ^2  +  -T-  =  1     ,    X3  +  y-  =  1. 
Ao  A3  Aj 


(6) 


È  dunque  chiaro  che,  conosciuto  il  valore  di  uno  dei  sei  rap- 
porti anarmonici  (4) ,  tutti  gli  altri  si  troveranno  perfettamente 
determinati. 

8.  Se  due  dei  tre  valori  X^  ,  X^  ,  X^  sono  eguali,  segue  facilmente 
dalle  (6)  che  essi  sono  tutti  eguali  fra  loro    e  precisamente  che: 


A^— A2--A3—     £ 

essendo  &  una  radice  cubica  complessa  dell'  unità. 
Quanto  agli  altri  tre  valori  si  avrà  poi: 


(7) 


1 


In  questo  caso  si  dire  che  i  quattro  numeri  *,  /^,  7,  5  formano 
un  rapporto  equianarmo7iico. 
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In  conformità  a  ciò  si  dirà  che  in  questo   caso  la  (1)  è  un^  e- 
quazione  biquadratica  equianarmonica, 

4.  É  altresì  importante  il  caso  in  cui  uno  dei  rapporti  (4)  p.es. 
il  primo  sia  armonico,  cioè  abbia  il  valore  —1.  Si  ha  allora: 

Xi  =  -l,X3  =  y,X3=2  (8) 

onde: 

1  =  -1,  1  =  2, l  =  i. 

In  tal  caso  si  dirà  che  l'equazione  (1)  è  armonica. 

5.  I  tre  valori    Xj  ,  Xj  ,  Xg    si    esprimono    facilmente    per   mezzo 
delle  tre  radici  fA^  ,  /^2  ?  ^^s  ^^i^^  risolvente  di  Ferrari  (art.  357): 
ricordando  le  relazioni  già  trovate  (art.  859): 

{*!  =  (a?  +  y3) ,  1^2  =  y  (  «T  +  fS)  ,  t^j  =  Y  (a3  +  pìf). 

Si  riconoscerà  immediatamente  che: 

Affinchè  r  equazione  (1)  sia  equianarmonica  dovrà  dunque  essere 
o,  che  è  lo  stesso: 

Affinchè  poi  la  (1)  sia  armonica  dovrà  essere: 

21^1=1^2+1^3 
ossia,   simmetricamente: 

(2[Xi-[A2-lA3)(2lA2-lAi-IA3)(2[A8-  V-^-V^)=0.  (1 1) 

Mediante  facili  calcoli  di  funzioni  simmetriche  dello  radici  della 
cubica  risolvente,  che  lascieremo  per  esercizio  al  lettore,  si  tro- 
verà cosi  che  la  condizione  per  la  equianarmonicità  è  data  da: 

J=ae-46cZ+3c*=0  (12) 
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a  quella  per  rarmonicità  da: 

J^ace+2bcd+ad^-eb^-c^=0.  (13) 

6»  Se  «7=0,  è  chiaro  per  quanto  precede  che  i  sei  valori  (4)  del 
i^apporto  anarmonico  X  soddisferanno  ali*  equazione: 

X2-X-|.i=o  (14) 

poiché  i  soli  valori  distinti    che  essi  assumono   sono   e   ed  g^.   Se 
poi  J=0,  essi  soddisferanno  tutti  all'equazione: 

(X+l)(X-2)(x-|-)=0.  (15) 

Ora  è  importante  di  notare  che  i  due  polinomi  (14)  e  (15)  ele- 
vati risp.  al  cubo  ed  al  quadrato  godono  della  proprietà  di  re- 
stare inalterati  se  in  essi    si   cambia  X  in  1 — X    e    di  variare   del 

fattore  —  se  si  cambia  X  in  — .  Da  questa   osservazione  seg^ue 

A  A 

infatti  che  i  sei  valori  di  X  soddisferanno  in  ogni  caso  all'equa- 
zione di  sesto  grado 

(X2_X+l)3_fc(X+l)2(À-2)«('X-Ì-y  (16) 

dove  k  è  una  costante  da  determinarsi  opportunamente. 

Invero  si  potrà  sempre  determinare  la  costante  k  in  modo  che 
la  (16)  sia  soddisfatta  da  uno  dei  sei  valori  di  X  p.  es.  da  X^. 

Ma  se  l'equazione  (16)  è  soddisfatta    da   un    certo    valore  di  X 

essa  lo  è  anche^  come  si  è  notato,  dal  valore  l~Xed— .    Confron- 

tando  colla  (6)  si  vede  dunque  che  la  (16)  avrà  per  radici  i    nu- 
meri: 


X,  ,  1 

_)  _  1 

^^2 

\ 

1 

h 

,1         ^2  =  •), 
^3 

cioè  appunto  i  sei  valori  (4)  del  rapporto  anarmonico  X. 

La  costante  k  si  determinerà  con  calcoli  di  funzioni  simmetri- 
che analoghi  ai  precedenti  e  si  troverà: 


27</2 


—  387  — 

Si  conchiuderà  dunque  che:  i  sei  rapporti  anarmonici  che  si  pos- 
sono formare  colle  quattro  radici  di  (1)  sono  le  sei  radici  dell*  equa- 
zione di  sesto  grado: 

27J2().2-X+1)3-J8(X+1)(X-2)(X— i-)=0.  (16)' 

7.  Se  Inequazione  (1)  ha  due  radici    eguali,    p.    es.  a  =  7    si  ha 
dalie  (4): 

,  1        _       .  1        ^        .  1 

A3  A2  Aj 

e  reciprocamente  se  uno  dei  rapporti  anarmonici  ha   il  valore  0 
(ovvero  1  od  oo  )  l'equazione  (1)  avrà  due  radici  eguali. 

La  condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  la  (1)  abbia  due 
radici  eguali  si  otterrà  dunque  esprimendo  che  la  (16)'  è  soddis- 
fatta per  Xc;:0.  Pertanto,  affinchè  la  biquadratica  (1)  abbia  radici 
eguali,  è  necessario  e  sufficiente  che  si  abbia: 

P-.27  J^2=0.  (1 7) 


qualunque  il  rapporto  --    conserva  sempre  lo  stesso  valore  numerico. 

T2 


28.  Eseguendo    sulla    biquadratica  (1)  una    trasformazione    lineare 

P 

È  questa  una  conseguenza  immediata  dell'espressione  data  dal- 
la (16)': 

^'    _  g.     (X^-X-f  If 

J^      ^*    (X+l)(X-2)(X-i; 

e  del  teorema  già  dimostrato  (Vedi  §  2.®  Note)  che  il  rapporto  anar- 
monico  ).  di  quattro  numeri  non  è  alterato  dalla  trasformazione 
lineare. 

A  cagione  di  questa  proprietà    il  rapporto  ---  si  chiama   V  in- 

variante  assoluto  della  biquadratica. 


§  8.0  —  Trasformazione  razionale  delle  eqaazioni. 

362.  Detta  x  una  qualunque  delle  radici  di  un'  equazione 
data  : 

a,,cc**-f  a^.icc**"^+  ...  -\-a^x-\-aQ^O  (1) 
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si  trasformi  ogni  valore   di  x  in   un   corrispondente   valore 

_    Ax^'\-Bx^^'^-¥  ...  -f  Jg 

dove  il  secondo  membro  è  una  certa  funzione  razionale  di 
Xf  che  potremo  anche  indicare  per  brevità  con  ^(x). 

Ai  valori  aj  =  a  ,  ^  ,  y  >  •••  »  ^  delle  w  radici  della  (1)  corri- 
sponderanno cosi  i  valori  p  =  <p(a)  ,  ^(P)  ,  ^(y)  , ... ,  ?(X)  che 
noi  dimostreremo  essere  le  radici  di  un'  equazione  di  grado 
n  i  cui  coefficienti  si  possono  ritenere  come  conosciuti,  pro- 
prio come  i  coefficienti  della  (1). 

Questa  trasformazione  si  dice  razionale  o  di  Tschirnhàusen 
dal  nome  del  primo  che  la  introdusse  nel!'  algebra. 

363.  Invero  le  quantità  cp(a)  ,  ^(g)  ,  9(7) ,  ... ,  9(X)  sono  evi- 
dentemente le  n  radici  dell'  equazione  di  grado  n: 

[y-?(a)]  •  [y-?(?)]  •  [y-?(T)l  -  ry-?(^)]=o 

che  sviluppata  prende  la  forma  ordinaria: 

y«+^jj,»-»+p,j,»-8+ ...  -\-p„_,y+p„=0  (3) 

dove 

Ì'i=-[?(a)+?(P)+-?W] 
Ì>2=[?(a)<f(P)+9(a)?(T)+<P(P)?(T)+  -  ] 
i>s=[<f(a)<p(P)<FfTf)+  -  ] 

l'n=(-l)"<P(«)<f (P)  ".  <pW. 

Ora  queste  espressioni  di  p^  ,  j^g .  .  .  sono  evidentemente 
simmetriche  rispetto  alle  a  ,  p  ,  7  ,  ...  X.  Esse  potranno  quindi 
calcolarsi  direttamente  per  mezzo  dei  coefficienti  a^  ,  a^  ,  «g... 
deir  equazione  (1)  di  cui  le  a  ,  p  ...  sono  le  radici  (art.  252). 
Dunque:  data  l'equazione  (1),  si  calcoleranno  direttamente  in 
funzione  dei  suoi  coefficienti  i  coefficienti  pj^  ,  P2  ••.  délV equa- 
zione (3)  le  cui  radici  y  sono  legate  alle  radici  x  della  (l) 
da  una  relazione  della  forma  y=<p(x)  essendo  Jf(x)  una  fun- 
zione razionale  data  di  x. 
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364.  La  funzione  trasformante  ©(a;)  considerata  nei  due 
articoli  precedenti  poteva  essere  una  funzione  razionale  qua- 
lunque di  X,  Noi  sappiamo  però  (art.  256)  che  ogni  funzio- 
ne razionale  di  una  radice  di  una  data  equazione  si  può  sem- 
pre ridurre  sotto  forma  intera  rispetto  alla  radice.  In  luogo 
della  relazione  (2)  si  potrà  dunque  porre  più  semplicemente: 

y=bQ'\-\x  hh^x^-^-  ...  +&^as"*  (4) 

dove  le  b  sono  dei  coefficienti  dati.  Inoltre  si  potrà  sempre 
supporre,  se  si  voglia,  m  <n]  poiché  le  potenze  di  x  supe- 
riori ad  n  —  1  si  potranno  sempre  esprimere  con  potenze 
eguali  od  inferiori  ad  w  —  1  per  mezzo  della  relazione  (1)  , 
cioè  dell'  equazione  fondamentale  cui  soddisfa  la  radice  as,  e 
delle  relazioni  che  si  deducono  dalla  (1)  moltiplicandola  per 
a:  ,  a;^,  ...  Cosi;  ad  esempio  si  avrà: 

^w  -  —  ?Ì.  V*-l  —  ^  ir**-*  —      —  ^ 

^^+1  -  —  ^  ^*»  -  ^^n-1  _        _  ^hk=l   /y.2  _  ^  ^ 

—  (^  ^—  «A/  ...^^    i— ^—      ,^  _—  __— 

e  cosi  via. 

Dopo  ciò  è  chiaro  che  come  tipo  più  generale  della  tras- 
formazione di  Tschirnhdusen  relativa  alV  equazione  fonda- 
mentale 

aQ+aiX-ha2X^+  ...  -f-a^x**=0  (1) 

basterà  prendere: 

y=bo  f  b^x+b^x^^  ...  +b^.ix'»-i.  (4)' 

365.  Ciò  posto,  Tequazione  trasformata  si  potrà  anche   ot- 
tenere eliminando  la  x  fra   le   due   equazioni   (1)  e  (4)  con 
uno  qualunque  dei  metodi  già  esposti.  Applicando  il  metodo 
dialitico  di  Sylvester  (art.  302)  si  ottiene   immediatamente 
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Tequazione  trasformata  sotto  forma  di  determinante,  cioè: 


^0-2/ 

h 

©2         ..  0^ 

0 

0 

..  0 

0 

h-y 

Òj 

K 

0 

..  0 

0 

0 

ÒQ—y,... 

K 

,.  0 

•  • 

•  • 

•  • 

•  • 

.     .     ÒQ-y  . 

• 
• 

• 

• 

•           • 

•  6, 

«0 

«1 

«2  ••••        ^n 

0 

..  0 

0 

•          • 

• 

«0 

•  • 

•  • 

«1 

• 
• 

• 
• 

..  0 

•            • 

.    a. 

m 


n 


=  0        (5) 


^y^i^ 


Indicando  ancora  con  a,  p,  y, ... ,  X  le  radici  della  (1)  e 
scrivendo  per  brevità  in  luogo  della  (4): 

y=^{x) 

Fequazione  (5),  che  è  evidentemente  del  grado  w,  avrà  dun- 
que per  radici: 

?(«)  ,  ?(?)  ;  -  ,  TW-  .  (6) 

366.  Dovendo  ora  il  prodotto  di  tutte  le  radici  dell'equa- 
zione (5)  essere  uguale  (art.  242)  al  suo  termine  noto  ,  che 
è  il  determinante  (6)  in  cui  si  faccia  y=Oj  moltiplicato  per 
(—1)^  e  diviso  per  il  coefficiente  della  più  alta  potenza  di  y, 
si  avrà: 


m 


0      h 


0 


'm 


«0     «1 


0      a 


0 


a 


n 


(7) 


Il  secondo  membro  di  questa  uguaglianza  non  essendo  al- 
tro che  la  risultante  R  (art.  303)  delle  due  equazioni: 


aQ^-a^x-\- ...  +a^a3^*=:0 
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e  (8) 

'p(ic)=6o+&ia2+  ...  +&«»a2*"=0 

troviamo  cosi  l'espressione  di  R  come  funzione  simmetrica 
delle  radici  di  una  delle  due  equazioni  *. 

367.  Sia  ora: 

lo  sviluppo  completo  (cfr.  le  Note)  dell'equazione  (5)  secondo 
le  potenze  decrescenti  di  y. 

Se  oltre  ad  aversi  i?  =  0  si  avesse  anche  E^^  0,  il  primo 
membro  di  (5)'  sarebbe  divisibile  per  y*,  cioè  l'equazione 
trasformata  avrebbe  due  radici  eguali  a  zero  ,  e  reciproca- 
mente. Più  generalmente  si  vede  che  affinchè  k  degli  7t  nu- 
meri (6)  siano  eguali  a  zero,  è  necessario  e  sufficiente  che 
siano  soddisfatte  le  condizioni: 

i?=0  ,  i2i=0  ,  i?2=0,  ,  i?fc-i=0.  (9) 

In  altri  termini:  affinchè  k  delle  radici  delV  equazione  (1) 
sieno  anche  radici  dell'equazione  cp(x)=0,  è  necessario  e  suf- 
ficiente   che    oltre   alla  risultante    E,    si   annullino    anche    le 

368.  Se  la  funzione  intera  ^(x)  è  di  grado  superiore  ad  w, 
la  sua  riduzione  al  grado  n— 1  si  potrà  effettuare  più  meto- 
dicamente, anziché  colle  riduzioni  successive  indicate  all'ar- 
ticolo 364,  calcolando  il  resto  della  divisione  di  (^{x)  per  il 
primo  membro  della  (1)  ,  che  indicheremo  per  brevità  con 
/(ac).  Supponiamo  che  si  trovi: 

Si  avrà  allora  come  formola  di  trasformazione: 

y=(f(aj)=6oo4-6oiaJ+..  +&o,n-i«^**'^-  (li) 

369.  Si  potrà  calcolare  più  generalmente  il  resto  della  di- 
visione di  a3*.(p(ac)  per /(ce).  Sia  il  risultato 

aJ*-<p(a?)=Qi(a;)-f(ic)+6io+6iia;i-6i2ac-+  ...  +&i,n-i«^'*"'^ 


*  Cfr.  Gap.  VI,  §  6,  Nota  4.» 
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onde: 


»*•y=^•o+^•l^+^^2^^+  -  +^',»-i^ 


n-1 


(12) 


Dando  ad  i  successivamente  i  valori  1,  *2, ... ,  n—i  si  avran- 
no cosi,  unitamente  alla  (11),  n  equazioni  dalle  quali  si  po- 
tranno eliminare  nel  solito  modo  le  2c^  ,  cc^  ,  as*  , ... ,  aj**~S  con 
che  si  otterrà  l'equazione  trasformata: 


^00— y   ^ 


01 


'02 


'10 


'20 


^1-2/    & 


'21 


'••  ^0  ,  n-1 
•••  ^1  ,n-l 
^22""2^     •••  ^2  ,  »~1 


12 


(5)" 


^n-1,0    ^»-l,l    ^«-1  ,2  —  ^n-l,n-l~2/ 

che  si  presenta  con  forma  più  compendiosa  della  (5). 

369.  In  virtù  delle  formole  di  Newton  (art.  245)  che  per- 
mettono di  esprimere  i  coefficienti  di  un'equazione  per  mezzo 
delle  somme  delle  potenze  simili  delle  sue  radici  e  recipro- 
camente, essendo  dati  i  coefficienti  dell'equazione  fondamen- 
tale (1)  si  possono  considerare  come  conosciute  le  somme: 


»^=a*-f  p^'-f  v^+  ...  -f-X^ ,  e=i ,  2  ,  ... , 


n 


(13) 


e,  per  la  stessa  ragione,  si  potrà  considerare  come  già  co- 
struita l'equazione  trasformata,  per  y  =  <p(cc) ,  appenachè  si 
siano  calcolate  le  somme 

Si=[9{^)y+m)f+  -  +[^0^)]' ,  »=i ,  2 , ... ,  «     (14) 

In  conformità  a  ciò  si  ha  un  altro  metodo  per  la  costru- 
zione dell'equazione  trasformata,  che  ha  per  oggetto  di  espri- 
mere le  somme  incognite  (14)  per  mezzo  delle  somme  cognite 
(13).  Questo  metodo  consiste  neir  elevare  la  funzione  <p(aj) 
alle  successive  potenze  l,2,3,...,n  e  calcolare  per  ogni 
potenza  il  resto  della  sua  divisione  per  /(a?).  Invero,  supposto 
che  si  sia  trovato  : 

[^(x)Y^Q{x)'f(x)-\'Cio-hCi^X+Ci2X^-\-  ,..  +C^^  n^iX*"'^  , 

sostituendo  in  questa  identità  in  luogo  di  x  successivamente 
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le  radici  a ,  ^  ,  y  j  •••  >  ^  ^ì  (1)  ©  sommando   i   risultati  si  ot- 
terrà: 

poiché  f(a)=fCp)=...=f{X)=0. 

Le  formole  (15),  per  i  =  1,  2, ... ,  n,  ci  faranno  dunque  co- 
noscere le  /Sj  ,  /S'a ,  ...  ,  /S'^. 

370.  La  trasformazione  di  Tschirnhausen  da  noi  finqui  stu- 
diata non  è  che  un  caso  particolare  della  trasformazione  ra- 
zionale più  generale  che  ha  per  oggetto  di  costruire  un'  e- 
quazione  (  il  cui  grado  sarà  però  in  generale  superiore  al 
grado  deir  equazione  primitiva)  le  cui  radici  siano  funzioni 
razionali  date  di  un  numero  qualunque  di  radici  dell'  equa- 
zione fondamentale. 

Cosi  ad  esempio  possiamo  proporci  di  costruire  un'  equa- 
zione che  abbia  per  radici  le  radici  della  (1)  sommate  tre  a 
tre.  Cioè,  le  radici  della  trasformata  dovrebbero  avere  i  valori 

In  generale  dunque,  detta  <p(a,  p,  y,—)  ^^^  funzione  razio- 
nale data  di  un  certo  numero  di  radici  della  (l),  che  potrà 
abbracciare  anche  tutte  le  radici,  ci  proponiamo  di  costruire 
un'  equazione  che  abbia  per  radice 

Se  9  è  una  funzione  simmetrica  delle  a,  ^,y,...,X,  essa 
può  considerarsi  come  conosciuta,  onde  in  tal  caso  la  tra- 
sformata cercata  si  ridurrebbe  ad  un'equazione  di  primo  grado. 

Se  <p  non  è  simmetrica,  eseguendo  in  essa  tutte  le  [n  so- 
stituzioni possibili  fra  le  n  radici  a  ,  ^  ,  "y  ,  ... ,  X  essa  potrà 
prendere  al  più  [n  valori  algebricamente  distinti,  ma  potrà 
anche  prenderne  un  numero  più  piccolo  che  indicheremo  con  fc. 
Cosi  ad  es.  per  9-a-f^-t-Y  è  facile  vedere  che  o  non   prende 

che  (   q  )  valori  distinti  scambiando  le  a ,  p ,  y  >  ^^^  loro  0 

colle  altre  rgtdici. 

Siano  questi  valori  distinti: 

9(^1  e  , )=92 

9(>1,  ^ , )=9fc. 
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E  facile  vedere  che  la  somma 

sarà  una  funzione  simmetrica  delle  a,  f, ... ,  X,  poiché,  permu- 
tando in  esse  in  un  modo  qualunque  queste  radici  fra  di  loro^ 
le  n  espressioni  distinte  «Pi ,  ^2  ,  -,  ,  <p/t  non  faranno  eviden- 
temente che  scambiarsi  fra  loro,  onde  la  loro  somma  resterà 
inalterata. 

Similmente  si  riconosce  che  sono  simmetriche  le  espres- 
sioni 

Q3='-(?i9»93  + ) 

onde  anche  qui  le  Qi  ,  Q^  ì  •••  ?  Qft  possono  considerarsi  come 
quantità  già  conosciute,  come  i  coefficienti  della  (1).  Si  può 
dunque  costruire  l'equazione: 

la  quale  ha  appunto  per  radici  le   9i  ,  92  >  •••  >  ?fc* 

Dunque  se  <p(a,  p,  Y,...)  è  una  funzione  razionale  delle  ra- 
dici della  (1)  ,  cfie  prende  in  generale  k  valori  distinti  col 
permutare  comunque  fra  loro  le  radici ,  si  può  sempre  co- 
struire un*  equazione  di  grado  k  che  ha  per  radici  appunto 
questi  k  valori  di  <p.  /  suoi  coefficienti  si  calcolano  diretta- 
mente per  m,ezzo  dei  coefficienti  della  proposta. 

Note  ed  Esercizi. 

1.  Per  costruire  Tequazione  che  ha  per  radici  i  quadrati  delle 
radici  di  un'  equazione  proposta  basta  portare  nel  secondo  mem- 
bro di  questa  tutti  i  termini  con  potenze  dispari  /li  x  ,  elevare 
quindi  al  quadrato  entrambi  i  membri  e  nello  sviluppo,  che  con- 
terrà soltanto  potenze  pari  di  x,  sostituire  y  in  luogo  di  a?*. 

Per  esempio  l'equazione  di  terzo  grado: 


si  scriverà: 


ax^-\-hx^-\-cx¥d=^0  (1) 
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d^onde  svilnppando 

La  trasformata  di  (1)  per  t/=ar*  è  dunque: 

a2yH(2ac-62)2,2^(c2_2&(f)y-d[2=0. 

2.  Calcolare   la  stessa   trasformata   per  V  equazione    del  quarto 
grado. 

3.  Calcolare  la  trasformata  per  y=.x^  delle  equazioni  generali  di 
30  Q  40  grado. 

4.  Eseguire  sull'equazione  binomia: . 


Cc'^-l^i^O 


la  trasformazione: 


col  metodo  indicato  all'art.  369.  Si  troverà: 


^2  •••  ^n—l 


««-1      «0—y    «1  -  «n-2 


a. 


a 


2        ^3  •••  ^o"~y 


=  0. 


5.  Equazione  ai  quadrati  delle  differenze.  Per  costruire  l'equazio- 
w(n  —  1) 


ne,  di  grado 


,  che  ha  per  radici  i  quadrati   delle  differenze 


delle  radici  di  una  data  equazione  di  grado  n,  Lagrange  ha  pro- 
posto un  metodo  speciale  col  quale,  dette  «^ ,  ot^  , ... ,  fff^  le  radici 
della   proposta,  le  somme  di  potenze  simili 

della   trasformata  si  esprimono  direttamente  colle  somme 

^ft  =  2  Oi^. 

La  trasformazione  si  potrà  dopo  ciò  considerare  come  efiTettuata 
analogamente  a  quanto  si  è  già  osservato  (art.  369). 
Posto  per  brevità: 
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<Kaj)=(x-a,)«»+(aj-a,)«*+ ...  .+(x-a„)«»  (2) 

si  ha  evidentemente: 

2^»=<}.(a,)+4/(a,)+  ...  +^{aj.  (3) 

D^altra  parte  sviluppando  in  (2)  le  potenze  dei   singoli  binomi 
si  ha  sabito  che: 


^.(.)=,oX*»- (2/=)  «,x«->+ (f  ) 


SqX  ^"•••''  ^2jit 


onde,  sostituendo  per  x  successivamente  i  valori   «^  »«<>•••>%  e 
sommando  membro  a  membro,  si  ottiene  confrontando  con  (3): 


^2*2k-2  "•••"^^2**0' 


Se  si  riflette  che  i  termini  del  secondo  membro  equidistanti  dat- 
ali estremi  sono  eguali,  si  conclude  dunque: 

/2k\  .l/2fc\  ,,, 

6.  Costruire  la  trasformata  che  ha  per  radici   i  quadrati  delle 
differenze  della  cubica: 

x^-{'qx-\-r=0 

Si  troverà  Tequazione: 

y^+egy^+9q^y+4.q^-h27r^=0. 

7.  Per  l'equazione  di  quarto  grado: 

Tequazione  trasformata  ai  quadrati  delle  differenze  è  :  ; 

+lQ{384.HU-7a^P-28SaHJ)y^ 

-f-1152(2^/-3aJ)7y+256(/3-27J»)=0 

dove  (cfr.  le  Note  del  §  precedente) 

H^acb^  ,  J=ae-46c?+3c2 
J=ace-|-26cc?— ad^— eò^— c^ 
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§  9  — Metodo  di  "Lagrange  per  la  risoluzione 
delle  equazioni  di  terzo  e  quarto  grado. 

371.  Lagrange  ha  cercato  di  dare  un  metodo  uniforme  per 
la  risoluzione  generale  delle  equazioni.  Questo  metodo  con- 
siste nel  ricercare,  per  ogni  equazione  generale  di  grado  dato 
n,  una  funzione  delle  sue  n  radici  la  quale,  comunque  si  so- 
stituiscano fra  loro  queste  radici ,  non  possa  prendere  che 
un  numero  di  valori  distinti  inferiore  ad  n.  Trovata  una  sif- 
fatta funzione  il  suo  valore  si  potrà  determinare,  per  quanto 
si  è  visto  al  paragrafo  prec.  risolvendo  un'equazione  di  grado 
inferiore  ad  n, 

372.  Dette  a,  S,  y  le  tre  radici  dell'equazione  generale  del 
terzo  grado,  Lagrange  ha  trovato  la  funzione 

(a-heg-fe'T)'  (1) 

(in  cui  e  è  radice  cubica  complessa  deirunità)  la  quale  non 
prende  che  due  valori  distinti  comunque  si  permutino  fra 
loro  le  radici.  Infatti ,  eseguendo  fra  le  a ,  ^  ,  7  tutte  le  sei 
possibili  permutazioni,  si  avrebbero  le  seguenti  espressioni: 


(p-feY+22a)8 
(7-Hsa-h£2?)3 


(a+£Y+e2p)3 


Le  basi  delle  prime  tre  differiscono  soltanto  per  una  po- 
tenza di  e,  poiché  moltiplicando  la  prima  per  £^  si  ha  la  se- 
conda e  moltiplicando  la  prima  per  £  si  ha  la  terza;  perciò 
queste  tre  espressioni  elevate  al  cubo  danno  tutte  lo  stesso  ri- 
sultato. Analogamente  per  le  altre  tre  espressioni. 

Dunque  la  espressione  (1)  può  avere  un  solo  altro  valore 
che  è  (a-l-£^^+£Y)^.  Per  quanto  si  è  visto  al  §  prec,  questi 
due  valori  saranno  le  due  radici  di  un'equazione  del  secondo- 
grado: 

«2-1-^^2  +  ^2  =  0  (2 

i  cui  coefficienti: 

^j  =  -  }(a  +  €?  -f  6«y)8  +  (a  +  £*?  -f  £T)^! 
ila  =  (a  +  £?  +  t^i)\(x.  +  £2?  +  £t)* 
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essendo  espressi  sotto  forma  di  funzioni  simmetriche  delle 
a,  p,  7  si  calcoleranno  direttamente  per  mezzo  dei  coefficienti 
dell'  equazione  proposta. 

Se  V  equazione  del  3^  grado  è  data  sotto  la  forma  sem- 
plificata: 

a*  -f-  ^cc  +  r  =  0  (a) 

fatti  i  calcoli  si  troverà  per  la  (2)  l'equazione; 

z^  +  27rz  -  27^3  =  0.  (2'} 

Dette  0^  e  Og  le  radici  di  quest'  equazione,  si  ka  dunque 

(a  +  £?  +  £«t)^  =  ^1 
(a  +  £2^  ^  g^)3  =  e^. 

Estraendo  le  radici  cubiche  dai  due  membri  ed  osservando 
che  «+^+7=0  poiché  la  {a)  manca  del  secondo  termine,  si 
attengono  di  qui  le  tre  equazioni  di  primo  grado 

3 

fra  le  a,  p,  7.  Sommando  membro  a  membro,  ed  osservando 
che  l+£+e2=0,  si  deduce  subito  il  valore  generale  di  una 
radice 

3 3 

a=         - 

Questa  espressione  non  è  suscettibile  che  di  tre  valori, 
poiché  il  prodotto: 

3 3 

V  e^.  ^/l;  =  (a+£?+£2^)(a+SY+£2p) 

è  espresso  ,  come  facilmente  si  riconosce  ,  da  una  funzione 
simmetrica  di  a,  p,  7  ed  è  quindi  conosciuto  a  priori  (=3g). 

8 

Perciò,  dato  a  piacere  al  radicale  cubico  V^i  iiiio  qualunque 
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dei  suoi  tre  valori,  il  valore  da  darsi   poi  air  altro  radicale 
cubico  resta  perfettamente  determinato. 

Le  formole  di  risoluzione  alle  quali  si  perviene  per  que- 
sta via  non  dififeriscono  sostanzialmente  da  quelle  di  Car- 
dano. Per  passare  dalla  risolvente  (2)'  alla  risolvente  di  Car- 
dano basta  infatti  eseguire  nella  (2)'  la  trasformazione  sem- 
plicissima z=27z^. 

373.  Per  Tequazione  generale  di  4o  grado  ,  le  cui  radici 
chiameremo  «  ,  P  ,  T  ?  ^  ?  Lagrange  si  servi  della  funzione 
[(a-fp)— ("Y+S)]^,  la  quale,  comunque  si  permutino  in  essa  le 
radici  ,  non  può  prendere  ,  come  è  facile  vedere  ,  che  i  tre 
valori  distinti 

?',=[(*+^)-(-r+S)]* ,  r,=[(a+Y)^(g+g)]^ , 

Z'3=[(a+S)-(p+7)]^  (3) 

i  quali  per  conseguenza    saranno    le  tre  radici   di  un'  equa- 
zione di  terzo  grado 

2HPiz2+Pz+P3=0  *  (4) 

di  cui  i  coefficienti    Pj  ,  Pg  ,  P3    si   calcoleranno   facilmente 
per  mezzo  di  quelli  dell'equazione  proposta  del  4»  grado. 

Risoluta  quest'equazione  di  terzo  grado  col  metodo  spie- 
gato, le  tre  radici  2\  ,  Tg  ,  Tg  si  potranno  considerare  come 
conosciute,  onde,  estraendo  le  radici  quadrate  dei  primi  e  se- 
condi membri  delle  (3),  si  avranno  le  tre  uguaglianze: 

a-f  Y-g-G=  sl¥^  (5) 

Per  avere  precisamente  quattro  equazioni  di  primo  grado 
fra  le  quattro  incognite  a,  p,  y,  6  basterà  aggiungere  a  que- 
ste tre  uguaglianze,  l' eguaglianza: 

a-hP+7  +  8  =  -;?  (6) 


*  Se  l'eq.  del  4°  grado  sia  stata  ridotta  alla  forma  a;*-f  ^x^-fj-a?-!- 
«=0,  per  Teq.  risolvente  (4)  si  trova  l'equazione  seguente: 
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dove  p  è  il  coefficiente  del  secondo  termine  dell'  equazione 
del  40  grado,  supposto  il  coefficiente  del  primo  termine  ugua' . 
all'  unità. 

Sommando  ora  queste  quattro  equazioni  membro    a  mem- 
bro e  dividendo  poi  per  4  si  trova; 

che  è  l'espressione  generale  di  una  radice  qualunque  dell'e- 
quazione del  quarto  grado  proposta.  In  questa  espressione 
ciascuno  dei  tre  radicali  quadratici  può  prendere  due  valori 
distinti,  onde  V  espressione  stessa  è  suscettibile  di  8  valori 
distinti.  Nel  nostro  caso  però  si  osservi  che  dev'essere: 

V2\  •  \%  •  \/2^=(«f?-T--5)(a-fY-?-5)(a-|.S-g-Y) 

dove  il  secondo  membro  è  una  funzione  simmetrica  delle 
a,  p,  T,  ò  e  per  conseguenza  ha  un  valore  perfettamente  de- 
terminato e  conosciuto  a  priori  *.  Di  qui  segue  che ,  scelti 
ad  arbitrio  i  segni  dei  primi  due  radicali,  il  segno  del  terzo 
resterà  perfettamente  determinato,  insieme  al  suo  valore. 

I  significati  che  si  possono  dare  all'  espressione  (7)  si  ri- 
ducono cosi  soltanto  a  quattro  che  daranno  appunto  le  quat- 
tro radici  dell'  equazione  proposta.  Del  resto  questi  quattro 
valori  si  possono  anche  individuare  risolvendo  il  sistema 
delle  (5)  e  (6).  Moltiplicando  infatti  queste  equazioni  oppor- 
tunamente per  =tl,  sommando  e  dividendo  per  4,  si  trova  in 
aggiunta  alla  (7): 


0  — : —  " 


374.  Volendo  applicare  il  metodo  di  Lagrange  alla  risolu- 
zione di  equazioni  generali  di  grado  superiore  al  quarto  con- 
verrebbe, se  w  è  il  grado  dell'  equazione,  costruire  una  fun- 


*  Questo  valoro  è  —82  nella  stessa  ipotesi  della  nota  prec.  circa 
la  forma  dell'eq.  proposta. 
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^ione  delle  n  radici  che  ammettesse  un  numero  di  valori  in- 
feriore ad  »  e  superiore  a   2.    Ora   si  dimostra   nella  teoria 
delle  sostituzioni  che,  per  n  >  4  ,  se  esiste  una  siffatta  fun-  . 
zione,  essa  ammette  soltanto  un  valore  o  due  valori. 

Del  resto  noi  dimostreremo  rigorosamente  nel  capitolo  che 
segue  r  impossibilità  di  risolvere  per  mezzo  di  radicali  le 
equazioni  generali  di  grado  superiore  al  quarto. 

§  lO.o  —  Altre  trasformazioni  di  equazioni. 
Teoremi  di  Jerrard  e  di  Sylvester. 

375.  Il  geometra  inglese  lerrard  ha  dimostrato  che  data 
un'equazione  qualunque  si  può  sempre  trasformarla  razional- 
mente in  un'  altra  mancante  del  secondo,  terzo  e  quarto  ter- 
mine risolvendo  una  sola  equazione  del  terzo  grado.  Per  sta- 
bilire questa  importante  proposizione  dobbiamo  premettere  la 
dimostrazione  del  seguente  teorema. 

Ogni  funzione  intera  ed  omogenea  del  secondo  grado  di  n 
variabili  è  la  somma  dei  quadrati  di  v  funzioni  lineari ,  il 
numero  v  essendo  eguale  od  inferiore  ad  n. 

Sia  infatti  Fla  data  funzione  omogenea  e  di  secondo  grado 

delle  n  variabili  i»i  ,  CC2  >  •••  7  ^n* 

Ordinandola  secondo  le  potenze  di  x^  essa  prenderà  la 
forma  : 

dove  Pj  non  contiene  le  x^  ,X2 , ... ,  aj^  »  Qi  ^  ^^*  funzione 
lineare  ed  E,j  una  funzione  del  secondo  grado  delle  rimanenti 
variabili  ajg  ,  0C3  , ... ,  x^.  Si  potrà  scrivere  identicamente: 


''=(^'>^-*:|)'^^-^ 


(1) 


Considerando  ora  la  funzione 


che  è  omogenea  e  di  secondo  grado  nelle  ccg,  ajg ,  ...  ,  x^^  si 
potrà  scrivere  similmente: 

Fi=P2aj,2+2Q2aj2+^2=(  V^  ^2  +  ^)  +  V2  (2) 

Cay'eua— Algehra  complementare,  26 
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dove  v/Pj  è  una  costante  e  Qg  una  funzione  di  primo  grado 
nelle  «g  ,  ...  ,  x^  ,  nel  mentre  che   V^  è  una  funzione  omoge- 
nea del  secondo  grado  delle  n— 2  variabili  ccg  ,  ar^  ,  ...  ,  x„. 
Sostituendo  l'espressione  (2)  in  (1)  si. ha  ora: 


F=(Vi'.x,-.-|)V(Vi>,x,H--^J-HF, 


onde,  se  V^  non  è  identicamente  nulla  (nel  qual  caso  V  sa- 
rebbe esprimibile  come  somma  di  due  quadrati)  si  potrà  pro- 
seguire allo  stesso  modo  finché  la  V  si  troverà  espressa  come 
somma  di  un  numero  dì  quadrati  che  in  ogni  caso  non  su- 
pererà il  numero  n  delle  variabili. 

376.  Esempio:  Applicando  il  metodo  spiegato  alla  funzio- 
ne di  secondo  grado,  a  coefficienti  indeterminati: 

V=Ax^-\-Ay+A'fz^-h2Byz^2B'xz+2B''xy 

delle  tre  variabili  x,  y^  »,  si  troverà: 

dove: 


T  = 


A  '  ^      AiAA'-^B'^^) 
AA'A'f-{-2BB'B'^^AB^-^A'B'^-'A"B'f^ 


AA'-B'^^ 


377.  Ritornando  ora  al  problema  da  cui  siamo  partiti,  sia 
l'equazione  data: 

x''-\-p^x'"Hp^x*'-^-i- ...  +p^=0.  (3) 

Eseguendo  su  di  essa  la  trasformazione: 

y=oix^-]-  pa^+ Ya?2-f  Scc-h  e  (4) 

Tequazione  trasformata  sarà  della  forma: 

dove  le  Pi  ,  P2  ;  -^s  •  •  •  sono  delle  funzioni  intere  ed  omoge- 
nee delle  a,  f,  y,  5,  s  risp.  dei  gradi  1,  2,  3, ... ,  come  appa- 
risce evidentemente  da  quanto  si  è  detto  all'art.  363. 
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Ciò  posto  si  tratta  di  dimostrare  che  si  possono  sempre 
determinare  le  a,  p,  y,  6,  e  in  modo  da  risolvere  le  tre  equa- 
zioni: 

P,=0  ,P2  =  0  ,  P3  =  0  (6) 

mediante  la  risoluzione  di  un'  unica  equazione  ausiliaria  del 
terzo  grado. 

Invero  si  cominci  con  eliminare  £  dalle  P^  e  Pg  sostituendo 
in  esse  il  valore  di  e  ricavato  da  P^  =  0.  Si  otterranno  cosi 
due  equazioni: 

Q2  =  0  ,  Qa  =  0 

risp.  del  secondo  e  terzo  grado  nelle  sole  a,  ^,  y,  5.  La  pri- 
ma di  queste  si  potrà  porre  per  il  teorema  premesso  sotto 
la  forma: 

essendo  u,  v,  w,  t  funzioni  lineari  omogenee  delle  a ,  p ,  y ,  3 
e  si  potrà  quindi  soddisfare  ponendo  w  =  v  e  v  =  ti;.  Da  que- 
ste due  equazioni  di  primo  grado  si  ricaveranno  y  e  6  espressi 
in  funzione  lineare  ed  omogenea  di  a  e  P,  onde  sostituendo 
i  risultati  nell'ultima  equazione  Q3  =  0  che  ancora  restava  a 
soddisfare,  questa  si  presenterà  come  un'equazione  del  terzo 
grado  nel  rapporto  a  :  p.  Determinando  dunque  questo  rap- 
porto, che  era  restato  arbitrario,  mediante  la  risoluzione  di 
quest'ultima  equazione  cubica  e  conseguentemente  i  valori  di 
Y  ,  5  ed  e  nel  modo  già  fissato  1'  equazione  trasformata  (5) 
risulterà  della  forma: 

y^+P42/^-*+P52/'*"^+ ...  +P^=0 
e.  d.  d. 

378.  Con  procedimento  identico  a  quello  tenuto  si  potreb- 
bero invece  determinare  i  coefficienti  a ,  p  ,  y  ,  S  ,  s  in  modo 
che  r  equazione  trasformata  mancasse  del  secondo ,  terzo  e 
quinto  termine.  Invece  di  un'  equazione  cubica  si  dovrebbe 
però  risolverne  una  del  quarto  grado  ;  ponendosi  cioè  P^=iO 
in  luogo  di  P3=0. 

Combinando  le  trasformazioni  ora  indicate  con  la  trasfor- 
mazione a  radici  reciproche  è  poi  altresì  chiaro  che  si  po- 
trebbero   invece    annullare    nella    trasformata    i    coefficienti 

Pn-i  ,  Pn-2  »  ^n-3    OVVCro   i   COOfficienti   P^_i  ,  P^_2  >  ^n-4- 
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Di  qui  segue  immediatamente  che  nel  caso  di  un'equazione 
del  quinto  grado  si  potrà  sempre,  mediante  la  risoluzione  di 
una  sola  equazione  del  terzo  o  del  quarto,  fare  in  modo  che 
Tequazione  trasformata  manchi  di  tre  termini  qualunque  com- 
presi fra  il  primo  e  l'ultimo.  In  altri  termini  l'equazione  di 
quinto  grado  si  potrà  per  tal  via  ricondurre  a  piacere  ad 
una  qualunque  delle  quattro  forme  trinomie: 

x^-\-j>x-\-q=0  ,  afi-\-px^-hq=^0  ,  x^-i-px^-^q=0  ,  x^-i-px^-hq-O. 

379.  Mediante  la  risoluzione  di  una  sola  equazione  di  terzo 
grado  si  può  anche  ricondurre  qualunque  equazione  del  quinto 
grado  alla  forma 

(acc-f6)^+(a'icH-&')^-f(6^"cc4-6")^^0. 

E  questo  un  caso  particolare  del  seguente  teorema  gene- 
rale dovuto  a  Sylvester: 

'   Ogni  funzione  intera  omogenea  di  grado  2n  —  1  delle  due 
variabili  x  ,  y  si  può  sempre  porre  sotto  la  forma: 


2n-i 


mediante  la  risoluzione  di  una  sola  equazione  del  grado  n. 

Noi  ci  limiteremo  a  dimostrare  questo  teorema  per  il  caso 
di  w  =  3,  cioè  per  il  caso  di  una  funzione  fondamentale  del 
quinto  grado,  poiché  la  dimostrazione  che  daremo  si  estende 
poi  immediatamente  senza  alcuna  modificazione  essenziale  al 
caso  generale  di  qualsivoglia  valore  di  n. 

380.  Data  la  funzione  fondamentale: 

a^x^+ha^x^yi-lOac^x^y^+lOa^x^y^+òa^xy^^-a^y^         (7) 
ci  proponiamo  dunque  di  porla  identicamente  sotto  la  forma: 

determinando  opportunamente  le  sei  costanti 

hìh  ih  i^iì^i  fa- 
Si  dovranno  quindi  soddisfare  le  sei  equazioni: 

ao=b,      +62     +&3  »      «s^^PjHòaPsHftsPs^ 

a,=b,^,'+h,^,Hb,%^      ,      a,=b,^^'+b,%'^b,%' 
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che  si  ottengono  egaagliando  (art.  157)  i  coefficienti  dei  ter- 
mini simili  in  (7)  ed  (8). 

Moltiplicando  tre  equazioni  consecutive  qualunque  del  si- 
stema (9)  risp.  per  Po  j  Pn  P2  7  Ps  7  essendo: 

Po  +  Pi^  +  P2^^  +  Ps^^  =  0  (1^) 

l'equazione  che  ha  per  radici  Pi ,  P2  j  Ps  >  ^®  ^®  deducono  le 
tre  seguenti: 

Po%'^Pl^l^P2^2'^p3^S=^ 

poiché  per  l'ipotesi  fatta: 

Dalle  (10)  e  (11)  congiunte  segue  ora  nel  noto  modo: 


"^  (12) 


1 

X 

X^ 

a?3 

«0 

«1 

«2 

«3 

«1 

«2 

«3 

«4 

«2 

«3 

«4 

«5 

È  questa  dunque  l'equazione  del  terzo  grado  cui  debbono 

soddisfare  le  pi ,  ^2  >  Ps* 

Risoluta  l'equazione  (12)  si  conosceranno  i  valori  di 
Pi  7  ?2  >  p3  ®  s^  determineranno  quindi  le  altre  tre  incognite 
^1  >  ^2  »  ^3  risolvendo  le  tre  equazioni  di  primo  grado: 

^1       +  ^2      +  ^3      =  «0 
^Pi   +&2P2  +2»3?3  =«1 

^Pl'  +  «>2?2'+2>3?3'  =  «2 

il  cui  determinante  (art.  155)  è  in  generale  diverso  da  zero. 

Note  ed  Esercixi 


1.  A  complemento  di  quanto  si  è  dimostrato  all'articolo  375  si 
consideri  il  caso  in  cui  la  funzione  F,  omogenea  e  di  2o  grado 
nelle   x^  ^  x^  ^ ,,,  .  x^  abbia  i  suoi  coefficienti  tutti  reali.  Uno  qua- 


—  406  — 

lunqtie  dei  quadrati,  nella  cui  somma  essa  si  è  decomposta,  era  della 
forma: 

essendo  Q^  una  funzione  lineare  a  coefficienti  reali  e  Pj-  una  co- 
stante reale. 

Se  P^  è  un  numero  positivo  sarà  dunque  (1)  il  quadrato  di  una 
funzione  lineare  a  coefficienti  reali.  Se  invece  P.  è  negativo,  si 
potrà  scrivere: 

onde  (1)  sarà  in  tal  caso  il  quadrato    di   una   funzione  lineare  a 
coefficienti  reali  preso  con  segno  negativo. 
Si  potrà  dunque  scrivere  in  generale: 

F=Xi«+Z2«+...+x,.»-ri«-v-...-V         (2) 

essendo  tanto  le  X  che  le  Y  funzioni  lineari   a   coefficienti  reali 

delle  a?!  ,  052  ,  •••  »  ^/»  »  ®^  avendosi  in  ogni  caso  i  -\-  h^n. 

2.  La  rappresentazione  della  funzione  V  sotto  la  forma  (2)  si 
può  fare  in  molti  modi  diversi,  come  già  apparisce  dalla  stessa 
dimostrazione  dell'art.  375.  Sarà  però  sempre  lecito  di  ritenere,  e 
noi  lo  supporremo  ora  espressamente,  che  le  t  +  A  forme  lineari 
X,  ,  Xg ,  ... ,  F, ,  Yg  >  •••  siano  fra  loro  indipendenti  (art.  144) ,  poi- 
ché ciò  si  verifica  evidentemente  nella  rappresentazione  speciale 
fatta  all'art.  875,  in  cui  ogni  nuova  forma  contiene  una  variabile 
di  meno  della  precedente. 

8.  Ciò  premesso,  comunque  si  varii  la  rappresentazione  di  V  sotto 
1(1  forma  (2),  i  due  numeri  i  ed  h  restano  sempre  gli  stessi.  Questo 
importante  teorema  conosciuto  sotto  ii  nome  di  legge  d' inerzia 
delle  forme  quadratiche  è  stato  dimostrato  da  Jacohi  nel  seguente 
modo. 

Siano 

V=X^^+X^'-h  ...  +  V^Fi^^F^^- ...  -r^2 

e  (3) 

F=  CTj, H  U^^^  ...  +  JJ^-H^^-H^-  ...  --H^ 

due  diverse  rappresentazioni  della  stessa  forma  quadratica  TF.  Si 
avrà  identicamente: 


= t^i*+  cr,  V ,., + Z7/+  Fi^H-  rg«+ ...  +  V. 


(4) 
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Di  qui  segne  che  tutti  i  sistemi  di  valori  reali  delle  variabili 
^1  I  ^2  j  •••  »  ^     ^^®  soddisfano  alle  i-\-1c  equazioni  lineari: 

Xi=0 , ... ,  Z,.=0  ,  Ri=0  , ... ,  fff^=0  (5) 

soddisferanno  anche  alle  equazioni: 

I7i=0 , ... ,  Uj=0 ,  r,=:0 , ... ,  Yf,=0  (6) 

e  reciprocamente;  poiché  dalle  (5)  segue  in  virtù  dell'identità  (4): 

U,^-{- ...  +U/+Y,^+  ...  +  V=0 

ed  una  somma  di  quadrati  di  quantità  reali ,  e  quindi  di  parti 
tutte  positive,  non  potrebbe  essere  nulla  senza  che  lo  fossero 
tutte   le  parti. 

Ciò  posto  supponiamo,  se  è  possibile,  che  si  avesse  p.  es.  j>i. 
Poiché  il  sistema  (5)  ha  per  conseguenza  necessaria  il  sistema 
(6),  esso  avrà  altresì  per  conseguenza  necessaria  il  sistema: 

Ui=0 , ... ,  Uj=0  ,  iri=o , ... ,  Hì,=0  (7) 

di  cui  le  prime  j  equazioni  fanno  parte  del  sistema  (6)  e  le  altre 
appartengono  allo  stesso  sistema  (5).  Il  sistema  (7)  che  si  com- 
pone di  j-^k  equazioni  fra  loro  indipendenti  (art..  145)  è  dunque 
conseguenza  necessaria  delle  i-\-k  equazioni  (5).  Dev'essere  dunque 

necessariamente  (art.  147):  jH-A:<i4-A:  cioè  j^i  contrariamente  al- 
l' ipotesi  fatta. 

Assolutamente  allo  stesso  modo  si  dimostrerebbe  che  k'^h     ed 

h'^k,  onde  hz:;;:k. 


CAPITOLO  Vili. 

PRINCIPII   DELLA   TEORIA  DEGLI  IRRAZIONALI 

ALGEBRICI. 


§  1.0  —  Della  ridattibilltà  e  irredattlbilltà 
delle  equazioni  in  un  dato  campo  di  razionalità. 

381.  Nel  capitolo  VI  (art.  284)  abbiamo  chiamato  campo 
di  razionalità  C  un  insieme  ben  determinato  di  numeri  che  go- 
dono della  proprietà  che  la  somma,  la  differenza,  il  prodotto 
ed  il  quoziente  di  due  qualunque  di  essi  appartengono  allo 
stesso  campo  C 

Siano  ora  x^  ,  Xg  ,  ... ,  cc^  delle  variàbili  affatto  indipendenti 
e  indichiamo  con  K  V  insieme  di  tutte  le  funzioni  razionali 
delle  a?!  ,  ccg , ...  j  5c^  i  cui  coefficienti  appartengono  al  campo 
C,  Potremo  dire  che  jfiT  è  un  campo  di  razionalità  variàbile , 
poiché  è  chiaro  che  la  somma,  la  differenza  ,  il  prodotto  ed 
il  quoziente  di  due  funzioni  qualunque  scelte  in  K  sarà  una 
nuova  funzione  del  pari  appartenente  a  K.  Il  campo  di  ra- 
zionalità variabile  K  si  potrà  rappresentare  opportunamente 
col  simbolo  (C  ;  Xj  ,  ajg, ... ,  x^  mettendo  cioè  in  evidenza  le 
variabili  x^  ^  x^  y  *  »  •  ,  x^  ed  il  campo  di  razionalità  costante 
C  cui  appartengono  i  coefficienti  delle  funzioni  razionali  delle 

382.  Del  resto  accadrà  per  lo  più  che  lo  stesso  campo  C  si 
possa  definire  mediante  un  numero  finito  di  elementi  di  C 
per  es:  a^  ,  «g  »  •••  »  ^m?  ^^^^  come  l'insieme  di  tutti  i  numeri 
che  si  possono  dedurre  dagli  m  numeri  «i  ,  «2  »  •••  ^w  ^P^" 
rande  su  di  questi  colle  quattro  operazioni  fondamentali.  In 
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tal   caso  il  campo  C  sì  potrà  rappresentare   con  (ai,«2V)^m) 
e     conseguentemente    il    campo    (  O;  as^  ,  ccg  ,  .  .  . ,  cc^  )    con 

Con  quest'  ultimo  simbolo  verrà  cosi  a  rappresentarsi  l'in- 
sieme di  tutte  le  espressioni  che  si  possono  ottenere  operando 
sugli  elementi  costanti  e  variabili  a^  ,  ag,  ... ,  a,n  >  ^i>  ^2?  •••  >  ^n 
colle  quattro  operazioni  fondamentali. 

Cosi,  ad  esempio,  V  insieme  di  tutti  i  numeri  commensu- 
rabili si  potrà  rappresentare  con  (1),  poiché  tutti  i  numeri 
commensurabili  si  possono  dedurre  dall'unico  elemento  1  me- 
diante le  quattro  operazioni  fondamentali  ;  e  quindi  V  insie- 
me di  tutte  le  funzioni  razionali  di  n  variabili  Xj  ,  «2  ,  ... ,  cc^ 
con  coefficienti  numerici  commensurabili  si  potrà  rappresenta- 
re  con  C**'i  j  *^9  i  •••  »  **'>!/• 

383.  Ciò  premesso:  un*  equazione 

AqZ^+A^z^'^-{-  ...  -^A-^_iZ-\'Ay^=0  (1) 

i  cui  coefficienti  appartengano  ad  un  dato  campo  di  razio- 
nalità costante  o  variabile  K,  si  dice  irreduttihile  {rispetto  al 
campo  K  )  se  il  suo  primo  membro  non  si  può  decomporre 
in  fattori  interi  rispetto  a  z  con  coefficienti  appartenenti  allo 
stesso  campo  K.  In  caso  contrario  l'equazione  (1)  si  dirà  ri- 
duttibile  nel  campo  K, 

Se  l'equazione  (1)  è  riduttibile  nel  campo  K,  è  evidente 
che  una  delle  sue  radici  sarà  anche  radice  di  un'  equazione 
di  grado  inferiore: 

A'qZ^'-{-A\z^'-'^+-  ...  +^V-i=0  (2) 

con  coefficienti  appartenenti  del  pari  a  Ky  bastando  a  tale 
oggetto  di  prendere  come  primo  membro  di  quest'  ultima 
equazione  uno  qualunque  dei  fattori  nei  quali  si  decompone 
per  supposto  il  primo  membro  di  (1). 

Reciprocamente  se  una  radice  di  (t)  è  anche  radice  di 
un'  equazione  consimile  di  grado  inferiore  (2),  Pequazione  (1) 
sarà  riduttibile  nel  campo  K.  Infatti  i  primi  membri  delle 
(l)  e  (2)  avranno  in  tale  supposto  un  massimo  comune  di- 
visore, che  sarà  una  funzione  intera  di  z  di  grado  uguale  o 
superiore  ad  1,  ed  i  suoi  coefficienti  apparterranno  come  sap- 
piamo (art.  285)  allo  stesso  campo  di  razionalità  K  cui  ap- 
partengono i  coefficienti  delle  (U  e  (2).  Il  primo  membro  di 
(1)  sarà  dunque  decomponibile,  onde  ecc. 
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384.  Se  Vequazione  (1)  ha  una  radice  mtdtiplay  essa  è  cer- 
tamente riduttibile  nel  campo  di  razionalità  K  cui  apparten- 
gono i  suoi  coefficienti. 

Infatti,  se  ciò  accade  ,  V  equazione  (1)  ha  almeno  una  ra- 
dice in  comune  (art  240)  colla  equas^one 

i  cui  coefficienti  appartengono  del  pari  a  K,  Ma  quest'ultima 
è  di  grado  inferiore  a  X  ;  quindi  la  (1)  sarà  riduttibile  per 
V  art.  prec. 

385.  Siano 

?(2)  =  0  ,  <l/(z)  =  0  (3) 

due  equazioni  i  cui  coefficienti  appartengano  ad  un  certo  campo 
di  razionalità  e  sia  la  seconda  di  esse  irreduttibile  in  questo 
campo.  In  tal  caso,  se  la  prima  equazione  è  soddisfatta  da 
una  radice  della  seconda  equazione ,  sarà  anche  soddisfatta 
da  tutte  le  altre. 

Infatti ,  poiché  le  due  equazioni  (3)  hanno  una  radice  in 
comune,  le  due  funzioni  intere  cp(«)  e  cj;(z)  ammetteranno  un 
massimo  comune  divisore  D(z)  almeno  di  primo  grado.  Il 
grado  di  D(z)  non  può  però  essere  inferiore  al  grado  di  it{z) 
poiché  altrimenti  1'  equazione  irreduttibile  ^(z)  =  0  avrebbe 
radici  in  comune  con  una  equazione  di  grado  inferiore  il  che 
é  contraddittorio  (  art.  383  ).  Sarà  dunque  il  grado  di  D(z) 
eguale  al  grado  di  ^{z),  cioè  il  massimo  comun  divisore  l>(z) 
sarà  la  stessa  ^{z). 

Il  priino  memoro  c(z)  sarà  dunque  divisibile  esattamente 
per  4'(z)?  con  che  il  teorema  è  evidentemente  dimostrato. 

386.  Se  tutte  le  radici  di  ^(z)=0  soddisfano  alV  equazione 
irreduttibile  ò{z)  =  0,  la  funzione  ^(z)  è  una  potenza  intera 
di  4'(z)  {nel  supposto,  sempre  lecito j  che  le  più  alte  poterne 
di  z  m  9  «  (|/  abbiano  per  coefficiente  V  unità  ;  in  caso  con- 
traino j  a  meno  di  un  fattore  indipendente  da  z). 

Infatti  avendo  V  equazione  9(2;)  =  0  radici  in  comune  con 
4'(«)=0  che  è  irreduttibile,  si  avrà  dapprima  pel  teorema  che 
precede: 

r,(z)  =  <f,(z).^{z)  (4) 

essendo  ^i(z)  una  certa  funzione  intera  di  z.  Di  qui  segue 
evidentemente  che  tutte  le  radici  di  9j(g}=0  sono  anche  ra-* 


-   411  - 

dici  di  9(2) -0,  e  quindi  anche  di^(z)=^0  per  l'ipotesi  fatta. 
Per  identica  applicazione  del  teorema  precedente  sarà  dunque: 

e  quindi  sostituendo  in  (4): 

?(«)  =  92W  •  ^(^)^' 

Si  potrà  ora  procedere  allo  stesso  modo  finché  si  giunga 
ad  una  funzione  ^x(z)y  di  grado  nullo  in  z.  Allora  si  sarà  ot- 
tenuto appunto: 

essendo  C  una  costante  rispetto  a  z. 

387.  Se  un'equazione  non  è  irreduttiòile,  il  suo  primo  mem- 
bro si  potrà  decomporre  in  un  prodotto  di  fattori  irredutti- 
bill,  e  tale  decomposizione  non  potrà  farsi  che  in  un  sol 
modo, 

E  ben  inteso  che  si  fa  astrazione  dall'  ordine  dei  fattori 
e  da  possibili  fattori  che  non  dipendano  dalla  variabile  del- 
l' equazione. 

Se  il  campo  di  razionalità  C  cui  appartengono  i  coeffi- 
cienti dell'  equazione  è  costante,  questo  teorema  coincide  as- 
solutamente con  quello  già  dimostrato  (art.  284)  che:  ogni 
funzione  intera  si  può  sempre  decomporre  ,  ed  in  un  modo 
unico,  in  un  prodotto  di  funzioni  prime  rispetto  ad  un  dato 
campo  di  razionalità.  Se  poi  il  campo  C  contiene  delle  va- 
riabili scj  ,  072  )  •••  t  x.^ ,  sarà  egualmente  valida  la  stessa  di- 
mostrazione ivi  data,  poiché  le  variabili  ajj  ,  ajg  ,  .,.  ,  a?^  ^®" 
vono  considerarsi  sempre  come  affatto  indipendenti  dalla  va- 
riabile z  dell'equazione  ;  esse  verranno  dunque  assimilate  a 
delle  semplici  costanti  dal  punto  di  vista  dell'argomento  va- 
riabile z, 

Note  ed  Esercin. 

1.  Se  r equazione  f(z)  =r  0  è  irreduttihile  in  un  certo  campo  di  ra- 
zionalità C  e  se  «^0  »  ^i  ^  *2  >  •••  >  "X-i  '^'^^  ^^  *"^  radici^  essa  diventa 

C,— ^  ,   _'*,..., -AiJ  ).    Fa 
eccezione  soltanto  il  caso  in  cui  f{z)-=zO  ha  la  forma  hinomia  z^  — a=:0. 
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• 

2.  Se  B(x)=0  è  la  risultante  generale  che  nasce  dalla  eliminazione 
delle  altre  n— 1  incognite  nel  sistema  generale  di  n  equazioni  alge- 
briche di  dati  gradi  con  n  incognite  x  ,  y  ,  z  ,  ...  ,  V equazione  K(x)=0 
è  irreduttibile  nel  campo  di  razionalità  variabile  formato  dai  coeffi- 
cienti delle  equazioni. 

Siano  infatti  per  fissare  le  idee  le  tre  equazioni  con  tre  inco- 
gnite 

f(x  ,  y  ,  z)  =  0  ,  z{x  j  y  ,  z)  =0  ,  *^{x  ,  y  .  z)  =  0  U) 

che  si  s appongono  risp.  dei  gradi  m  ,  ti  ,  Z  ed  i  cai  coefficienti  af- 
fatto generali  siano  a  ,  6  ,  e,  ...  Sìa  R(x)  =  0  Tequazione  di  grado 
mnl  in  x  che  si  ottiene  eliminando  coi  noti  metodi  (cfr.  cap.  VI, 
§  S°)  dalle  (1)  ]e  due  incognite  y  e  z.  Dobbiamo  dimostrare  che 
Ii(_x)  è  irreduttibile  nel  campo  di  razionalità  variabile  (a ,b  ,  e, ...), 
o  in  altri  termini  che  SCx)  non  si  può  decomporre  in  un  prodotto 
di  due  funzioni  intere  in  x  con  coefficienti  che  siano  funzioni  razio- 
nali delle  a,  b,  e,... 

Supposto  infatti  che  si  avesse  identicamente  R(x)=Ii^(x).B^(x) , 
imaginiamo  di  specializzare  i  coefficienti  a  ,  ò  ,  e, ...  precisamente 
come  si  è  fatto  all'art.  317.  L'equazione  R^{x)—0  avrà  allora  per 
radice  il  valore  di  x  che  soddisfa  ad  un  certo  sistema  di  equa- 
zioni lineari 

Ai  =  0,Bj=0,C^  =  0.  (2) 

Ma,  essendo  i  coefficienti  di  Ii^(x)  razionali  nello  a ,  ò ,  e , ... ,  è 
chiaro  che  essi  sono  esprimibili  simmetricamente  coi  coefficienti 
delle  A^yA^  j  ...  ,  ^^  e  cosi  pure  coi  coefficienti  delle  B^^B^y.^B^ 
e  con  quelli  delle  C^  ^  C.^  ^  ...  (7,. 

L'equazione  5i(a5)=0,  essendo  compatibile  col  sistema  (2),  lo  sarà 
dunque  anche  necessariamente  cogli  altri  m.n.l—1  sistemi  analo- 
ghi a  (2)  ai  quali  corrispondono  altrettanti  valori  differenti  di 
X]  opperò  il  suo  grado  non  può  essere  inferiore  ad  mnl  ecc. 

3.  Aggiungeremo  finalmente  alcuno  osservazioni  assai  impor- 
tanti per  riconoscere  se  una  data  equazione  f{x)z=Q  a  coefficienti 
razionali  sia  o  no  irreduttibile  nel  campo  dei  numeri  razionali. 
Eseguendo  suU'  equazione  la  trasformazione  a  radici  multiple 
(art.  344)  data  da  x  =  ky  ove  A:  è  un  numero  razionale  conve- 
nientemente scelto  si  può  sempre  fare  in  modo  che  il  primo  coef- 
ficiente in  f(x)  abbia  il  valore  1  e  gli  altri  coefficienti  riescano 
numeri  interi,  ed  è  chiaro  che,  se  l'equazione /(x)=0  è  riduttibile, 
lo  sarà  anche  la  trasformata  e  reciprocamente.  Possiamo  dunque 
ritenere 

f{x)-x^+a^x^-'^-\-a2X^-^-{-  ...  -f  «^ 

essendo  «,,03, ... ,  a     numeri  interi;  e,  se  f{x)  sia  riduttibile,  cioè 
se  si  abbia  p.  es. 

fixì=<f(x)'i^{x)  (3) 
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essendo  ^(a?)  e  ij(x)  due  funzioni  intere  di  gradi  inferiori  m  ed  n, 
potremo  ritenere  *  che  anche  il  primo  coefficiente  di  i{x)  abbia  il 
valore  1  ;  poiché  se  avesse  il  valore  a,  basterebbe  dividere  per  ce 
tutti  i  coefficienti  di  ^(x)  e  moltiplicare  per  %  tutti  quelli  di 
j{/(a7).  Allora  però  anche  il  primo  coefficiente  di  d^(a?)  avrà  il  va- 
lore 1,  come  si  riconosce  eguagliando  in  (3)  i  coefficienti  di  ajM-  nei 
due  membri. 

Si  ha  ora  il  seguente  importante  teorema  dovuto  a  Gauss*: 
86  una  funzione  intera  di  x  a  coefficienti  interi  e  col  primo  coefficiente 
uguale  all'  unità  è  identicamente  uguale  al  prodotto  di  due  funzioni 
intere  di  -sì  a  coefficienti  razionali  e  col  primo  coefficiente  eguale  al- 
Vunità,  anche  gli  altri  coefficienti  di  quesV  ultime  funzioni  saranno 
numeri  interi. 

In  virtù  di  questo  teorema  basterà,  dunque  ricercare  se  sia  pos- 
sibile soddisfare  alla  identità  (8)  prendendo  per  coefficienti  di  cp 
e  ò  dei  numeri  interi;  e  ciò  si  potrà  sempre  accertare,  come  è  faci- 
le riconoscere,  mediante  un  numero  limitato,  assegnabile^  di  ten- 
tativi. 

4.  Per  dimostrare  il  teorema  ora  citato  di  Gauss  giova  premet- 
tere il  lemma  seguente. 

Se  ^(x)  e  d/(x)  sono  due  funzioni  intere  di  x  con  coefficienti  interi  e 
se  il  prodotto  ^'x).(L(x)  sviluppato  ed  ordinato  secondo  le  potenze  di 
X  ha  tutti  i  suoi  coefficienti  divisibili  per  un  certo  numero  primo 
p,  V  una  0  V  altra  delle  due  funzioni  ^(x)  ,  ò(x)  avrà  tutti  i  suoi  coef- 
ficienti divisibili  per  p. 

Siano  infatti: 

le  due  funzioni  ,  e ,  supponendo  ,  se  è  possibile,  il  contrario  di 
quanto  si  è  enunciato,  siano  a^_f  ©  ^m-Jr  ^  primi  coefficienti  di 
/^ar)  e  <t(a;)  non  divisibili  per  p ,  a  contare  dall'  ultimo  ,  cosicché 

h      io,...  saranno    tutti  divisibili 

nello  sviluppo   di  f({aì).^{x)  essendo 
dato  da: 

dove  tutti  i  termini  dal  secondo  in  poi  contengono  già  un  fattore 
divisibile  per  _p,  e  dovendo  per  il  dato  del  teorema  essere  divisi- 
bile per  jp,  è  chiaro  che  anche  il  primo  termine  ««.i&w+ft  dovrà 
essere  divisibile  per  p.  Quindi  l'uno  o  l'altro  dei  due  coefficienti  do- 


per  p.  11  coefficiente  di  ic*+'^ 


*  Disquisitiones  arithmeticae,  art.  42. 
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« 

vrebbe  essere  divisibile  per  p  contro  il  supposto.  Il  lemma  resta 
cosi  dimostrato. 

5.  Ci  è  ora  facile  dedurre  il  teorema  di  Gauss.  Sia  f(x)=^^p(x)^(x) 
dove  /(a?)  ha  il  primo  coefficiente  uguale  ad  1  e  gli  altri  numeri  in- 
teri. Siano  poi 

essendo  le  6  e  e  numeri  razionali.  Indicando  con  B  il  massimo 
comun  denominatore  delle  ò  e  con  C  quello  delle  (7,  si  potrà  an- 
che scrivere: 

<Ka:)=-lj  Co'a;"+Ci'a;"-i  +  ...  +cA 

dove  ora  le  h'  e  e'  sono  numeri  interi.  Si  ha  cosi  1'  identità: 

J5.  a./(cc)=^(6>*"+6>'~-i+...) .  (c'occ^^+c'iflc'^-i-f...) 

dalla  quale  apparisce ,  per  il  lemma  sopra  dimostrato  ,  che  uno 
qualunque  dei  fattori  primi  del  prodotto  B .  C  dovrà  dividere  o 
tutti  i  numeri  ò'o  ,  6',  , . .  .  o  tutti  i  numeri  Cq  ,  c  , , . . .  Dividendo 
quindi  per  questo  fattóre  primo,  l'identità  precedente  si  cambierà 
in  un'  altra  affatto  simile  che  si  potrà  di  nuovo  semplificare  suc- 
cessivamente finché  dal  primo  membro  sia  sparito  completamente 
il  fattore  B .  C.  Resterà  allora: 

/(a;)=f6o"a'"'+«>i"a;'"~^+-)(<'o"a!'*+Ci  "«:""*+...) 

dove  le  h"  e  e"  sono  ancora  numeri  interi.  Inoltre,  poiché  il  pri- 
mo coefficiente  di  f(x)  è  1,  dovrà  essere  6o".c,,"=l  e  quindi  in  va- 
lore assoluto  bQ"=zCQ'z=Ll.  Si  potrà  dunque  scrivere: 

/•(a;)=(a;'»+6i"a:"'-i+...)(a;"+Ci"a!"-H...) 

con  che  il  teorema  di  Gauss  resta  dimostrato,  essendo  le  h"  e  e" 

numeri  interi. 
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§  2.0  —  Sulla  rlduttibllità  delle  equazioni  binomle 
il  cai  grado  è  nn  numero  primo. 

388.  Ci  proponiamo  di  ricercare  in  quali  casi  l'equazione 
binomia: 

xP^A  =  0  (1) 

in  cui  /?  è  un  numero  primo  ed  A  appartiene  ad  un  certo 
campo  di  razionalità  Kj  sia  riduttibile  entro  questo  stesso 
campo. 

Se  J?  è  una  qualunque  delle  p  radici   della   (1) ,  le  altre 
p  —  1  radici  sono  date,  come  sappiamo^  (art.  191)  da: 

a^B  ,  ttgB  , ... ,  OLp^^B 

essendo  1 ,  «^ ,  ag ,  ...  ,  «p^i  le  p  radici  dell'equazione: 

cc^  - 1  =  0.  (2) 

Si  avrà  dunque  identicamente  in  x: 

30^  — A  =  (x  —  B){x  ^ 7.^B){x  —  aL^B).,.{x'~  OLp_^B), 

Ciò  premesso,  supponiamo  che  V  equazione  (1)  sia  ridutti- 
bile nel  campo  K  e  sia  p.  es.: 

/(se)  =z{x  —  B){x  —  a^B)(x  —  cl^B)..,{x  -  «x-i^)  (3) 

uno  dei  fattori  nei  quali  si  decompone  il  primo  membro  di 
(1).  Poiché  i  coefficienti  della  funzione  intera  /(ce)  debbono 
appartenere  tutti  al  campo  iT,  dovrà  in  particolare  apparte- 
nere a  questo  campo  quel  termine  di  f{x)  che  non  contiene 
X  cioè,  come  si  vede  dalla  identità  (3),  il  prodotto: 

B'óL^B'Cf^B ...  «x-i^- 

Detta  dunque    C  una  quantità   contenuta  in   K  si   potrà 
scrivere  : 

7i^ .  a^  •  ttg ...  «x-i  =  G'  (^) 

Si  determini  ora,  come  è  sempre  possibile  * ,  un  intero  p 


*  Infatti  dando  api  valori  0  ,  1  ,  2  ,  ...  ,2?  — 1  il  prodotto  ^.p 
diviso  per  p  darà  resti  tutti  differenti  (onde  per  un  certo  valore 
di  p  si  avrà  per  resto  1).  Supposto  infatti  che  >,p  e  >.p'  dessero 
eguale  resto,  la  differenza  ).p— )./  cioè  ).Cp— p')  dovrebbe  essere  di- 
visibile per  jp,  il  che  è  impossibile  essendo  X  minore  di  p  che  è 
numero  primo  e  p— p'  un  numero  più  piccolo  di  jp. 


pel  quale  si  abbia: 
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Xp  =  1  +  iif  j) 


(5) 

essendo  M  del  pari  intero ,  e  si  elevi  la  (4)  alla  potenza  pp. 
Si  avrà  per  la  ^5): 


e  quindi  : 


A'A''P  =  C^P 


poiché  la  potenza  p»»»  di  ogni  cf^  è  uguale   ad   1.  Di  qui  si 
deduce: 

^=©' 

e  loè  che  la  quantità  -4  è  la  potenza  p^^^  di  una  quantità  ap- 
partenente al  campo  K. 

Reciprocamente,  se  sia  A  =  ^/  dove  A^  appartiene  al  pari 
di  A  al  campo  E,  l'equazione  (1)  è  certamente  riduttibile 
nel  campo  Ky  poiché  si  avrà  identicamente: 

ccP  -  ^  -  (a;  -  A,):x^-^  -f.  JiX^-2  4-  A^^x^-^  -f- ...  +  ^'i). 

CoD eludiamo  dunque  che:  affinchè  V  equazione  (1)  sia  ri- 
duttibile nel  campo  K  è  necessario  e  sufficiente  che  A  sia  la 
potenza  p™a  di  una  quantità  contenuta  nel  campo  K. 

Note  ed  Esercisi. 

1.  Se  nell'equazione  (1)  sia  ^1=1,  si  ha  la  riduzione: 

Sì  sostituirà  cosi  alPequazione  (1)  Inequazione 

la  quale  è  irreduttibile  nel  campo  dei  numeri  razionali,  sempreehè  p 
sia  numero  primo.  Ai] a  prima  dimostrazione  di  questo  importante 
teorema  data  da  Gauss  (Disquis.  arithm.,  art.  841)  ne  sono  seguite 
parecchie  altre.  Noi  riporteremo  qui  la  dimostrazione  di  Kronecker. 
Posto  per  brevità: 


f(£c)=ccP-^+£C^-2+...+cc+l 


(«) 
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snpponiamo,  se  è  possibile,  che  f{x)  sia  riduttibile.  Per  un  teore- 
ma di  Gauss  (cfr.  le  Note  del  §  precedente)  si  avrà  allora: 

/(a;)=q?(x).<l/(a;)  (?) 

dove  ^(x)  e  Mx)  sono  funzioni  intere  di  ^  a  coefficienti  interi  e 
col     primo     coefficiente  uguale  ad  1. 

Se  r  è  una  qualunque  delle  radici  di  («),  tutte  le  altre  radici 
di  a.  sono  date,  come  sappiamo  (art.  198),  da  r^  ^r^  ^  r*,  ...  r'^'K  Si 
avrà  dunque: 

(p(r) .  9(r2) .  (p(r3)...(p(rP-i)=0 

poiché  in  virtù  di  (p)  l'equazione  (^(a?)=0  deve  avere  almeno  qual- 
che radice  in  comune  con  f(x)=zO.  Il  prodotto 

cp(£c)  •  (p(aj2)...(p(a;^""^) 

è  dunque  una  funzione  intera  di  aj  che  è  annullata  da  ogni  ra- 
dice della  (jt).  Essa  sarà  dunque  divisibile  esattamente  per  f(x)  e 
si  potrà  scrivere,  sempre  pel  citato  teorema  di  Gauss: 

(p(cc)(p(cc2)...(p(a;P-i)=/'(5c)  •  F(x) 

essendo  F{x)  una  funzione  intera  di  a?  a  coefficienti  interi. 
Per  05=1  segue  di  qui: 

[<?{Ì)Y-'=p  ■  F(l)  (f) 

Ma  dalle  (fi)  segue  per  cc=l 

i,=c(i).<Ki) 

onde  ci  è  lecito  ritenere  che  l'uno  dei  due  numeri  interi  <p(l) 
e  ^(1),  p.  es.  f^(l)  sia  eguale  a  =t=p  e  l'altro  ^(1)=-±:1.  La  (y)  diviene 
in   tal  caso: 

l=;7.i^(l) 

eguaglianza  assurda,  essendo  F(l)  un  numero  intero. 

2.  Lascieremo  come  esercizio  al  lettore  di  verificare  che  la  di- 
mostrazione ora  data  si  può  estendere  immediatamente  a  dimo- 
strare la  irreduttibilità  dell'equazione  più  generale: 

ajP      -1 

sempre  nell'ipotesi  che  p  sia  un  numere  primo. 

Capslli. — Algebra  complementare,  27 
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A  tale  oggetto  converrà  però  prima  far  vedere  che  le  radici  di 
ques inequazione  sono  precisamente  le  radici  primitive,  di  indice  "p^,  del- 
Vunitàj  appoggiandosi  alle  proprietà  da  noi  già  dimostrate  al  § 
4®  del  capitolo  IV. 

§  3.0  —  Forma  ridotta  delle  espressioni  radicali 
relative  ad  un  dato  campo  di  razionalità. 

389.  Sia  C  un  certo  campo  di  razionalità  a  elementi  co- 
stanti e  sia  (C  ,  «0  >  ^1  ?  •••  t  ^n)  ^^  campo  di  razionalità  varia- 
bile che  si  ottiene  dal  precedente  aggiungendovi  (art.  381) 
le  variabili  indeterminate  a^  j  a^  ,  ...  ,  a^.  Sia  poi  X  un'  e- 
spressione  radicale  qualsivoglia  relativa  a  quest'ultimo  cam- 
po, cioè  un'espressione  composta  cogli  elementi  di  questo 
campo  sui  quali  si  sia  operato  colle  quattro  operazioni  fon- 
damentali e  colla  estrazione  di  radice  ad  indice  intero  e  po- 
sitivo. (Potremo  sempre  ritenere  che  gli  indici  dei  radicali 
siano  numeri  primi). 

Se  X  è  il  numero  dei  radicali  da  considerarsi  come  distinti 

p 

(art.  266)  contenuti  nella  espressione  X,  e  T=  \/V  uno  qua- 
lunque dei  radicali  esteriori,  si  può  sempre  scrivere  (art.  267) 
X  sotto  la  forma: 

X=Fo4-  FiT+  72^2-1-...+  Fp.,TP-i  (1) 

P   /P  \2  jrp   vP-1 

dove  le  I^ ,  Fq  ,  F^  ,  ...  ,  Fp_i  sono  espressioni  radicali  re- 
lative allo  stesso  campo  {C ,  aQ  ,  a^  ,  ...  ,  a^)  ,  le  quali  però 
contengono  nel  loro  insieme  soltanto  X— 1  radicali ,  cioè  gli 
altri  X— 1  radicali,  T^  ,  Tg ,  ...  ,  T^.j  ,  differenti  da  T  conte- 
nuti nella  espressione  X  Ci  è  sempre  lecito  supporre  che  T 

non  appartenga  al  campo  (C,  «o  »  ^i  )  —  ì^n'j  ^i  >  ^2  i  •••  ì  ^X-i) 
poiché  altrimenti  si  sarebbe  potuto  esprimere  T  per  mezzo 
degli  elementi  di  questo  campo  e  far  dipendere  X  dai  soli 
X-1  radicali  T^  ,  2^  ,  ... ,  2\-r 

Oltre  a  ciò  possiamo  anche  supporre  Fi=l.  Se  poniamo  in 
fatti   FiT=  T',  la  (1)  si  scrive; 
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dove  i  coefficienti  -^  ,  -^ , ...  dipendono   solo   dai  radicali 

^1  >  ^2'ì  ••'  )  ^X'i  ^®^  mentre  che: 

p p p 


T'=  n/F/.T=  VFi^,V^=  VVi^=  V^ 

dove     TT  =  Fj^  F    dipende    del    pari    dai    soli    radicali  T^ 

390.  Ciò  premesso  sia  F(X)=0  Tequazione  algebrica,  con 
coefficienti  appartenenti  al  campo  di  razionalità  {CfaQja^,,.,ja^)j 
che  ha  per  radice  tale  espressione  cosi  ridotta: 

p  (P  \2  (P  \P-i 

X=Fo+ VF+  F2V\/F;+...4-  Fp.iV>/F/  (2) 

equazione    che  potrà  sempre   costruirsi   col  metodo    dato  al 
§  8°  del  capitolo  V.  Si  ha  cosi: 

JP(F,  +  r4-  y^T^  +  ...  +  Fp.iT^-i)  =  0.  (3) 

Considerando  questa  come  un'  equazione  in  T  vediamo  che 
i    suoi    coefficienti    appartengono    al    campo    di    razionalità 

Ma  l'equazione 

r^-F=0  (4) 

cui  soddisfa  il  radicale  T^  è  irreduttibile  in  questo  campo. 
Infatti  se  essa  fosse  riduttibile  ,  dovrebbe ,  per  quanto  si  è 
visto  al  §  precedente ,  la  F  essere  la  potenza  p^^  di  una 
quantità  appartenente  al  detto  campo  ed  allora  la  (4)  ci  per- 
metterebbe di  esprimere  il  radicale  T  mediante  gli  altri  X—1 
radicali  ed  una  radice  primitiva  dell'unità  di  indice  p.  L'e- 
spressione di  X  si  potrebbe  allora  semplificare  sostituendo 
al  radicale  T  tale  radice  primitiva.  Ma  più  semplicemente 
possiamo  escludere  la  possibilità  che  ciò  accada  ritenendo 
che  nel  campo  di  razionalità  costante  C  siano  già  incluse  le 
radici  primitive  di  1  ,  di  indici  eguali  a  quelli  dei  vari  ra- 
dicali, avendo  già  ammesso  che   T  non  appartenga  al  campo 

Ciò  premesso  ,  poiché  1'  equazione  irreduttibile  (4)  ha  in 
comune  colla  (3)  la  radice  T ,  dovrà  avere  in  comune  con 
essa  (art.  386)  anche  tutte  le  altre  sue  radici,  le  quali^  dette 
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it^i  f  ^*^2  7  •  *  •  1  ^"^p  ^®  radici  primitive    di    1   di  indice  pj  sono 
espresse  da 

io^T,  co^r,  ... ,  Wp_iT. 

Si  avrà  dunque  altresì  (per  2  =  1,2,...,  p— 1) 

cioè,  dette  X^  ,  Xg", ... ,  Xp_^  certe  altre  |?— 1  radici  di  jP(Z)=0, 
si  avrà  il  sistema  di  equazioni: 


0  "T"-*  -rrgx...  -frp_i-t 


-^P-i=  T^o+ Wp- 1 2'+4- 1  ^1 2'*+..".+tóp_l  Fp_i  rP-^ 


(5) 


Risolvendo  questo  sistema  di  equazioni   lineari   il  cui  de- 
terminante è  diverso  da  zero,  rispetto  alle  quantità: 

si  vede  chiaramente  che  queste  quantità,  e  quindi  anche  le 
quantità: 

appartengono  tutte  al  campo  di  razionalità  ((!),X,Zi,X}...Xp.i) 
essendo  io  una  radice  primitiva  di  1  di  indice  p,  giacché 
tutte  le  altre  radici  primitive  possono  esprimersi,  come  sap- 
piamo, quali  potenze  di  una  di  esse. 

391.  Fra  i  X-1  radicali  2\  ,  Tg ,  ...  ,  2\_i  che  entrano  nella 
composizione  delle 


^  )   ^0  >    '^  ?   ^  >  •••  )    ^o-l 


(7) 


ve  ne  è  evidentemente  almeno  uno,  che  sia  p.  es.  T^,  este- 
riore in  ognuna  di  queste  espressioni  ;  e  possiamo  sempre 
ammettere  che  esso  non  sia  esprimìbile  razionalmente  coi  ri- 
manenti, cioè  che  non  appartenga  al  campo  (C7,  a^  ,  a, , ...  j^f,! 

9 

Se  Ti  =  V  Wj  si  dimostrerà  in  modo  identico  a  quello  te- 
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nuto  sopra  che  una  qualunque  delle  (7)  p.  es.  Vi  si  può 
scrivere  sotto  la  forma: 

F;.  =  TFo  -f  V TT-f  wj<\lw)  +  ...  Wg^X'J^^  (^) 

dove  le  TT ,  TFq  ,  TTg  ,  ...  ,  ^q.-i  dipendono  ora  soltanto  dai 
radicali   Tg  »  ^3  7  —  )  ^X-i  ®  ciascuna  delle  quantità 

T,,W,W,,W,,...,W^^,  (9) 

appartiene  al  campo  di  razionalità  (to'  ,  V^  ,  "T'^ , ...  )  essendo 
io'  una  radice  primitiva  di  1  di  indice  q  q  ^»  >  ^'»  »  •  •  •  ^^" 
dici  dell'equazione  algebrica 

cui  soddisfa  la  espressione  V^ .  I  coefficienti  dell'  equazione 
Oj-  =  0  appartengono  naturalmente  al  campo  di  razionalità 
((7;  Aq  ,  a^  ,  ... ,  a^)  e  si  possono  costruire  facilmente  osser- 
vando che  per  1'  articolo  precedente  V^  è  una  funzione  ra- 
zionale delle  X ,  Xi  /X^  ,  ...  La  teoria  della  trasformazione 
razionale  delle  equazioni  ci  darà  quindi  (art.  370)  l'equazione 
trasformata  ^^  =  0  di  cui  V^  è  una  radice  e  di  cui  le  altre 
radici  V^' ,  V/', ...  saranno  funzioni  razionali,  simili  alla  pre- 
cedente, delle  radici  X,  X^  ,  . . .  di  F{X)  =  0  cioè  apparter- 
ranno come  Vi  al  campo  di  razionalità  (io  ,  X  ,  X^ ,  ... ,  X^_^) 
definito  da  io  e  da  tutte  le  radici  dell'  equazione  F{X)  =  0 
che  supporremo  di  grado  n.  Concludiamo  dunque  che  ognuna 
delle  quantità  (q)  appartiene  al  campò  di  razionalità  (10,10'  ; 

392.  Si  procederà  ora  allo  stesso  modo  scegliendo  fra  i 
radicali  ^2,^3,  ...  ,  2\_i  da  cui  dipendono  le  w  uno,  p.  es. 
7^2 ,  che  sia  esteriore  in  tutte  le  TT  e  non  si  possa  esprimere 

s 

razionalmente  coi  rimanenti  ITg  /^T^ ,  .  .  .  ,  ?x-i*  ^®  ^2=^^? 
si  dimostrerà  come  sopra  che  una  qualunque  delle  W  si  può 
porre  sotto  la  forma: 

Ho  +  V^+  H^\\Ih)  4- ...  -h  B,^^\\fH)  (10) 

dove  ora  le  H  dipendono  solo  dai  X— 3  radicali  T^ ,  T^, ... ,  ^x-i» 
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nel  méntre  che  le  quantità 

appartengono  tutte  al  campo  di  razionalità  :  (  to  ,  to'  ,  (o"  ; 
Xq  ,  Xj  ,  ...  ,  X^_i),  detta  to''  una  radice  primitiva,  di  indice 
Sj  dell'  unità. 

Cosi  continuando  e  sostituendo  per  ultimo  nella  espressione 
(2)  di  X  in  luogo  delle  V  le  loro  espressioni,  date  dalle  (8), 
per  mezzo  delle  w ,  quindi  in  luogo  delle  W  le  loro  espres- 
sioni sotto  la  forma  (10)  e  cosi  via ,  si  giungerà  evidente- 
mente ad  una  espressione ,  che  chiameremo  ridotta^  di  X, 
per  la  quale  si  verificherà  che  tutti  i  radicali  in  essa  con- 
tenuti apparterranno  al  campo  di  razionalità  (to  ,  (ù\  (o'',...; 
Xq  ,  X^  y  ...  ,  X^_i)  essendo  to  ,  to', ...  radici  primitive  di  1  di 
indici  eguali  a  quelli  dei  radicali  medesimi.  Si  potrà  anche 
dire,  più  semplicemente ,  che  essi  appartengono  al  campo 
(tì  ;  Xq  ,  Xj  ,  . .  ,  X^_i)  essendo  Q  una  radice  primitiva  di  1 
di  indice  uguale  al  prodotto  degli  indici  distinti  che  si  pre- 
sentano nei  radicali.  Infatti  (art.  197  e  Note)  le  to  ,  to', ...  si 
possono  esprimere  sempre  come  potenze  di  fì,  e  reciproca- 
mente si  può  prendere  i2=ioto'to"... 

393.  Per  maggior  chiarezza  riassumeremo  quanto  si  è  di- 
mostrato nel  seguente  teorema,  dovuto  ad  Abel: 

Se  Xq  è  un'espressione  radicale  relativa  ad  un  dato  campo 
di  razionalità^  costante  o  variàbile^  ed  J^(X)=0  è  V equazione 
algebrica  con  coefficienti  appartenenti  al  detto  campo,  cui  sod- 
disfa la  espressione  Xq  ,  si  può  sempre,  senza  introdurre  al- 
cun nuovo  radicale,  dare  ad  Xq  una  forma  ridotta  per  la 
quale  si  verifichi  che  tutti  i  radicali  in  essa  contenuti  appar- 
tengano al  campo  di  razionalità  (Q  ;  Xq  ,  X^  ,  ...  ,  X^_i)  es- 
sendo Xq  ,  Xj  ,  ... ,  X^_i  le  radici  delVequazione  F(X)=0,  ed 
Q  una  radice  primitiva  di  1  il  cui  indice  è  il  prodotto  dei 
numeri  primi  distinti  che  si  presentano  come  indici  dei  ra- 
dicali. 

È  appena  necessario  di  aggiungere  che  Tequazione  ^(X)=^0 
si  può  sempre  ritenere  come  irreduttibile  nel  campo  di  ra- 
zionalità cui  si  riferiva  Fespressione  radicale  Xq. 
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§  4.0  —  Salla  necessità  della  presenza  del  radicali  qua- 
dratici e  cabici  nelle  formole  di  risoluzione  gene- 
rale delle  equazioni  algebriche. 

394.  Supponiamo,  in  quanto  ciò  sia  possibile,  che  l' equa- 
zione generale  di  grado  n: 

x'^+a^x'''^'i-a^x*''^-{- ...  +a^_iaj+a^=0  (1) 

sia  risolubile  per  radicali ,  cioè  che  essa  sia  soddisfatta  da 
una  espressione  radico-razionale  nelle  n  variabili  indipen- 
denti ^1  ,  a^  ,  ...  ,  a^  la  quale  possa^  inoltre  contenere  anche 
dei  numeri  costanti  appartenenti  ad  un  certo  campo  di  ra- 
zionalità costante  C 

Detta  Xq  una  cosiffatta  espressione  sarà  dunque  X^  un'e- 
spressione radicale  relativa  al  campo  di  razionalità  variabile 

Comincieremo  dal  dimostrare  che,  se  n  >1,  la  espressione 
Xq  deve  contenere  effettivamente  almeno  un  segno  radicale» 
Invero,  ove  ciò  non  fosse,  è  chiaro  che  Xq  apparterrebbe  al 
campo  di  razionalità  (C  ,  a^  ,  a^  ,  .»>  ,  a^),  cioè,  si  potrebbe 
esprimere  come  una  funzione  razionale  a  coefficienti  costanti 
delle  variabili  ^i  ,  ag  ,  ...  ,  a„  e  quindi  anche  come  una  fun- 
zione razionale  simmetrica  di  tutte  le  n  radici 

dell'  equazione  (1)  in  virtù  delle  note  espressioni  dei  coeffi- 
cienti di  un'  equazione  per  mezzo  delle  sue  radici  (art.  242)» 
Ma  se  fosse 

dove  /  esprime  funzione  simmetrica ,  si  potrebbe  in  questa 
relazione  identica  *  scambiare  fra  loro  le  due  variabili  indi- 
pendenti Xq  ed  Xj  e  se  ne  dedurrebbe: 


*  Poiché,  avendo  supposto  ohe  i  coefficienti  di  (1)  possano  as- 
sumere valori  qualisivogliano  fra  loro  indipendenti,  è  chiaro  che 
anche  le  n  radici  potranno  prendere  valori  arbitrari  fra  loro  in- 
dipendenti. 
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cioè  -Xq  =:  Xj ,  poiché  per  la  simmetria  di  /  si  avrebbe: 

Ora  ciò  è  manifestamente  assurdo,  essendo  in  generale  le 
radici  di  (1)  tutte  distinte  ed  indipendenti. 

p 

395.  Ciò  premesso,  sia  VCT"  uno  di  quei  radicali  contenuti 
neir  espressione  Xq  che  si  presentano  per  primi  quando  si 
passa  alla  calcolazione  effettiva  dei  successivi  radicali,  cioè 
uno  di  quei  radicali  che  non  racchiudono  nel  loro  interno 
alcun  altro  segno  radicale.  Questi  radicali  noi  li  chiameremo 
d'ora  innanzi  per  brevità  di  linguaggio  radicali  semplici.  Poi- 

p 

che  \U  è  un  radicale  semplice,  dovrà  C7"  appartenere  al  campo 
(C,a^  ,  «2  ,  ...  ,  a^)  e  quindi,  come  si  è  notato  all'art,  prec. 
si  potrà  scrivere 

U=f(X,,X„...,X„_,)  (3) 

rappresentando  /  una  funzione  simmetrica  a  coefficienti  nu- 
merici. 

Ma  per  quanto  si  è  visto  al  §  prec.  (art.  393).  potendosi 
ritenere  che  l'espressione  Xq  sia  già  stata  posta  sotto  la  for- 
ma ridotta^  si  ha  anche: 

Vcr  =  ?(Zo,x,,...,x„.,)  (4) 

dove  9  è  simbolo  di  funzione  razionale.  Si  ha  dunque  con- 
frontando con  (3): 

e  scambiando  in  questa  identità  Xq  con  Xj  ed  osservando 
che  il  primo  membro  non  è  alterato  da  tale  scambio,  essendo 
f  funzione  simmetrica,  si  deduce  che 

[?(Xo  ,  X,  ,  Z„...)f  =  [?(Z,  ,  X,  ,  X„...)Y. 

Estraendo  dai  due  membri  le  radici  p^^  si  vede  (art.  192) 
che  dev'  essere  necessariamente: 

(((Xq  ,  X^ ,  Xg,...)  =  a-^^(Xi  ,  Xq  ,  Xg,...)  (5) 
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essendo  a  una  delle  radici  p^^  di  1.  Ma  se  ora  nella  iden- 
tità (5)  eseguiamo  nuovamente  lo  scambio  fra  Xq  ed  X^ , 
viene; 

9(Xi  ,  Xq  ,  X2,...)  =  a*(f(XQ  ,  Xi  ,  Zg,...) 

e  dal  confronto  di  questa  identità  colla  (4)  segue  evidente- 
mente 

Ma,  essendo  p  un  numero  primo,  le  radici  p^^  di  1,  fatta 
eccezione  da  quella  che  ha  per  valore  1,  sono  tutte  primi- 
tive (art.  198)  e  non  possono  quindi  essere  anche  radici  di 
1  di  indice  inferiore  a  p.  Si  deve  dunque  avere  necessaria- 
mente p^2f  ovvero  a=l.  Se  dunque  fosse  p='2 ,  si  avrebbe 
sempre  a  =  1 ,  e  si  vede  dair  identità  (5)  che  la  funzione 
^(Xq  ,  X^  ,  X2,...)  resterebbe  inalterata  per  lo  scambio  di  due 
radici  qualunque,  cioè  sarebbe  una  funzione  simmetrica  delle 
Xq  ,  Xj  ,  X2  ,  ...  ,  X^_^.  Ora  ciò  non  può  essere,  poiché  al- 
l'  

trimenti  v  U'  apparterrebbe  evidentemente,  in  virtù  di  (4),  al 
campo  di  razionalità  (C ,  a^  ,  a^  ,  ... ,  a,,)  e  non  potrebbe  quindi 
presentarsi  nella  espressione  già  ridotta  di  Xq.  Concludiamo 
dunque  che  p  =  2,  cioè: 

Tutti  i  radicali  semplici  che  fanno  parte  della  espressione 
ridotta  di  qualsiasi  forinola  rappresentante  una  risoluzione 
per  radicali  di  qualsiasi  equazione  generale  algebrica  ,  di 
grado  superiore  al  primo,  sono  necessariamente  radicali  qua- 
dratici. 

396.  Se  9(Xq  ,  Xi  ,  Xg ,...)  è  V  espressione  di  un  radicale 
semplice  per  mezzo  delle  n  radici  di  (1),  scambiando  fra  loro 
due  radici  qualunque  p.  es.  Xq  ed  X^  si  avrà: 

giacché  per  quanto  si  è  visto  all'art,  precedente  deve  essere 
nella  (5)  a=—  1. 

Ciò  posto ,  se  1'  espressione  ridotta  Xq  che  risolve  la  (1) 
contenesse  soltanto  radicali  semplici,  esprimendo  ognuno  di 
questi  per  mezzo  delle  Xq,... ,X^_i  ed  osservando  che  ognuna 
di  tali  espressioni  resterebbe  inalterata  eseguendo  successi- 
vamente in  essa  due  trasposizioni  *  fra  le  radici  (giacché  una 


*  Cfr.  Gap.  II.  §  2«>  Note. 
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sola  trasposizione  fa  cambiare  il  segno)  se  ne  dedurrebbe  per 
Xq  un'  espressione  in  funzione  delle  Xq  y  X^  ,  ...  ,  X^_^  che 
resterebbe  inalterata  da  due  trasposizioni  qualisivogliano  fra 
le  radici.  Ora  ciò  è  assurdo  se  «  >  2,  poiché  la  sostituzione 
circolare  (^QZ^Xg),  equivalente  alle  due  trasposizioni  (X^X^) 
ed  (XoXg)  lascierebbe  inalterata  tale  espressione  nel  mentre 
che  essa  sostituzione  cambia  evidentemente  Xq  in  X^. 

La  formola  di  risoluzione  generale  per  radicali  di  una 
equazione  di  grado  superiore  al  secondo  deve  dunque  conte- 
nere necessariamente  un  radicale  multiplo  ;  cioè  almeno  un 
segno  radicale  sottoposto  ad  altro  seguo  radicale. 

397.  Sia  ora  v  TTun  radicale  multiplo  contenuto  nell'espres- 
sione ridotta  di  Xq  e  precisamente  un  radicale  doppio.  Am- 
metteremo cioè,  come  è  sempre  lecito,  che  Tespressione  W 
contenga  soltanto  dei  radicali  semplici,  e  quindi  quadratici, 
onde  sarà  per  l'articolo  prec. 

W=<f{X^,X,,X„...)  (6) 

essendo  cp  una  funzione  razionale  che  resta  inalterata  per 
ogni  sostituzione  circolare  (  X^ ,  Xj  ,  Xj^  )  fra  tre  qualunque 
delie  ^Q  y  JL-i  j  xLay»*» 

Per  quanto  si  è  dimostrato  al  §  prec.  (art.  393)  si  deve 
anche  avere 

l'W=^{X,,X,,X„...)  (7) 

essendo  anche  ^  una  funzione  razionale,  e  quindi: 

Eseguendo  in  questa  eguaglianza ,  che  è  un'  identità  fra 
le  variabili  indipendenti  X^ ,  X^  ,...,  la  sostituzione  circolare 
{Xq  f  X^  ,  Xg)  se  ne  deduce 

Ma  per  la  proprietà  già  notata  della  funzione  (6)  si  ha: 

9(Xj  ,  X2  ,  Xq  ,  Xg,...)   =  9(Xq   ,  Xj   ,   Xj  ,  Xg  ,...) 

Si  vede  dunque  che: 

[<Kx, ,  X, ,  X, ,  x,,...)f  =  [<KXo ,  Xi ,  z, ,  X3 ,...)]" 
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onde,  detta  p  una  radice  q^^  di  1: 

^(X, ,  X^  ,  Xo  ,  X,,...)  =  p.4^(Zo  ,  Xi ,  Z. ,  X3,...)  (8) 

Eseguendo  ancora  due  volte  su  questa  identità  la  stessa 
sostituzione  circolare  (  X^  ,  X^  ,  Xg  )  se  ne  deducono  le  se- 
guenti: 

^'(Xa  ,  Xq  ,  Xi  ,  X3,.,.)  =  P-^^CXj  ,  Xg  ,  Xo  ,  Xg,...) 

^'(-^O   )   -^1   >   -^2  >   Xg,...)  =1  ^•'^{X^   ,  Xq   ,   XjL  ,  Xg,...) 

che  moltiplicate  membro  a  membro  fra  di  loro  e  colla  pre- 
cedente ci  danno  evidentemente 

p3  =  l. 

Il  numero  p  dovrebbe  dunque  essere  contemporaneamente 
radice  g™»  e  radice  terza  dell'  unità ,  il  che  ,  essendo  q  un 
numero  primo,  è  possibile  soltanto  quando  si  abbia  q='òj  ov- 
vero p=l.  Se  q=*ò,  vediamo  cosi  che  l'espressione  ridotta  X^ 
conterrà  necessariamente  almeno  un  radicale  cubico  sovrap- 
posto a  radicali  quadratici  semplici. 

Se  g  è  diverso  da  3,  si  avrà  invece  P  =  1  e  la  (8)  diverrà: 

E  poiché  nulla  ci  avrebbe  impedito  di  eseguire  invece  della 
sostituzione  circolare  (XpX^^Xg)  un'altra  sostituzione  circolare 
qualunque  (X^X^X^)  fra  le  X^  ,  X^  ,  Xg ,  ... ,  si  avrà  general- 
mente: 

4'(...,  X,- , ... ,  Xj  , ... ,  X;^,...)  =  ^{—1  Xj ,  ... ,  X^  , ...  ,  X,-,...) 

cioè  la  funzione  ^  resterà  inalterata  per   qualsivoglia  sosti- 
tuzione circolare  (X^ ,  X;  »  ^n)' 

398.  Se  n  >  2,  l'espressione  ridotta  Xq  non  potrebbe  però 
contenere,  oltre  i  radicali  semplici  ,  soltanto  radicali  doppi 
che  godano  di-  quest'ultima  proprietà ,  cioè  di  essere  espri- 
mibili mediante  una  fuzione  razionale  ^(Xq  ,  X^  ,  Xg ,...)  inal- 
terabile da  tutte  le  sostituzioni  circolari  (X^  ,  Xj  ,  X;^),  pre- 
cisamente per  lo  stesso  motivo  addotto  all'  art.  596 ,  poiché 
allora  la  X^  si  esprimerebbe  evidentemente  mediante  una  fun- 
zione razionale  ^(X^  ,  X^  ,  Xg ,...)  dotata  di  tale  proprietà.  Se 
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dunque  tutti  i  radicali  doppi  si  trovassero  nel  caso  ora  con- 
siderato, Tespressione  ridotta  Xq  dovrebbe  contenere  almeno 

un  radicale  triplo  V  W  sul  quale  si  ripeterebbe  lo  stesso  ra- 
gionamento deirarticolo  precedente,  giacché  W  sarebbe  espri- 
mibile mediante  una  funzione  razionale  inalterabile  dalle  so- 
stituzioni circolari  (X^  ,  X,-  ,  Xf^)  proprio  come  le  (6).  Si  avrà 
dunque  almeno  per  un  radicale  triplo  ^'=3,  a  meno  che  tatti 
i  radicali  tripli  fossero  esprimibili  con  funzioni  razionali 
delle  Xq  ,  Xj  ,  Xj...  inalterabili  dalle  (X,- ,  Xj  ,  X;^)  nel  qual 
caso  dovrà  esistere  almeno  un  radicale  quadruplo,  su  cui  si 
ragionerebbe  di  nuovo  allo  stesso  modo.  Cosi  procedendo  si 
giungerà  evidentemente  ad  un  radicale  di  indice  precisa- 
mente uguale  a  3«  Concludiamo  dunque  che  :  ogni  forinola 
dì  risoluzione  per  radicali  di  un'equazione  generale  di  grado 
superiore  al  2^  deve  contenere  necessariamente  almeno  un  va- 
dicale  cubico. 

Infatti  ,  se  una  siffatta  formola  non  contenesse  alcun  ra- 
dicale cubico,  è  chiaro  che  non  ne  potrebbe  contenere  nean- 
che la  sua  forma  ridotta  contrariamente  a  quanto  si  è  trovato. 

§  5.<> — Impossibilità  di  trisecare  un  angolo  qaalanq.ae 
col  solo  aso  della  riga  e  del  compasso. 

399.  Sia  AOB  un  angolo  arbitrario  dato.  Supponiamo,  se 
]  è  possibile,  che  si  possa  costruire 

j^^  un  angolo  uguale    alla  sua  terza 

n  parte  mediante  un  numero   finito 

di   operazioni    geometriche    delle 
seguenti  tre  specie: 
\  lt>)  tirare   la  retta    che    con- 

;  giunge  due  punti  già   ben  deter- 

L^  ''  minati,  ovvero  due  punti  presi  ad 

0  ^  arbitrio,  ovvero  un  punto  già  ben 

determinato  ed  un  altro  punto  as- 
sunto ad  arbitrio; 
2o)  descrivere   il    cerchio    che  ha  per  centro  un    punto 
qualunque   (già  ben  determinato    o  scelto  ad  arbitrio)  e  per 
raggio  un  raggio  qualunque  (uguale  ad  un  segmento  già  co- 
struito, ovvero  un  raggio  arbitrario; 

30)  segnare  i  punti  di  intersezione  di  rette  e  di  cerchi 
già  costruiti;  ovvero  assumere  dei  punti  ad  arbitrio. 
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400.  Imaginiamo  di  interpretare  questa  costruzione  geome- 
trica mediante  i  noti  principii  della  geometria  analitica  del 
piano,  assumendo  il  punto  0  come  origine  delle  coordinate, 
la  retta  OA  come  asse  delle  x  ,  la  retta  AO'  perpendicolare 
ad.  OA  come  asse  delle  y  ed  un  segmento  fissato  a  piacere, 
per  es.  il  segmento  OA  come  unità  di  misura. 

Il  numero  dei  punti  che  figurano  nella  costruzione  dovendo 
essere  finito,  a  maggior  ragione  dovrà  essere  finito  il  numero 
dei  punti  che  durante  la  costruzione  si  assumono  ad  arbitrio. 
Per  questi  ultimi,  essendo  le  loro  ascisse  e  ordinate  affatto 
arbitrarie,  ci  è  lecito  evidentemente  di  ritenere  che  le  loro 
ascisse  ed  ordinate  siano  espresse  da  numeri  razionali  (o  in 
altri  termini  che  le  loro  distanze  dai  due  assi  OA  ed  OA' 
siano  commensuràbili  col  segmento  OA  scelto  come  unità  di 
misura).  Lo  stesso  dicasi  dei  raggi  di  cerchi  che  si  doves- 
sero prendere  ad  arbitrio  :  supporremo  sempre  che  si  scel- 
gano, per  siffatti  raggi,  dei  segmenti  misurati  da  numeri  ra- 
zionali. 

Potrebbe  però  anche  darsi  il  caso  che  alcuni  dei  detti 
punti  non  si  potessero  scegliere  del  tutto  ad  arbitrio  ,  ma 
bensì  che  si  potessero  prendere  ad  arbitrio  sopra  una  delle 
rette  o  uno  dei  cerchi  già  costruiti.  In  tal  caso,  se  P  sia  il 
punto  da  prendersi  ad  arbitrio  sopra  una  certa  linea  e  P^ 
sia  il  piede  della  perpendicolare  abbassata  da  P  sull'asse 
delle  a?,  noi  potremo  prendere  ad  arbitrio  il  punto  P'  sul- 
r  asse  delle  a,,  dopodiché  il  punto  P  resterà  determinato  ele- 
vando da  P'  la  perpendicolare  all'  asse  delle  x  e  trovandone 
r  incontro  con  la  data  linea ,  cioè  mediante  un'  operazione 
geometrica  che  si  può  ricondurre,  come  è  ben  noto,  a  quelle 
definite  all'  art.  1.  Ci  è  dunque  lecito  di  ritenere  che  per  quei 
punti  che  non  si  possono  prendere  del  tutto  ad  arbitrio,  ma 
soltanto  si  possono  prendere  ad  arbitrio  sopra  una  linea  data, 
questa  linea  sia  precisamente  1'  asse  delle  x.  E  per  conse- 
guenza potremo  ritenere  che  anche  questi  punti  abbiano  coor- 
dinate razionali,  giacché  la  loro  ordinata  avrà  il  valore  zero 
e  per  l'ascissa,  che  è  arbitraria ,  si  potrà  sempre  assumere 
un  numero  razionale. 

401.  Ciò  premesso,  sia  (p  l'angolo  dato  (cioè  il  numero  che 
misura  la  lunghezza  dell'arco  -45  della  figura  prendendo  per 
unità  di  misura  il  segmento  OA),  La  figura  data,  che  forma 
il  punto  di  partenza  della  costruzione  geometrica  si  compone 
della  retta  OA  la  cai  equazione  è:  a?  =  0,  della  retta  OB  la 
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cui  equazione  è: 

y  =  aj.tg9  (1) 

e  del  punto  0  le  cui  coordinate  sono  razionali  (ac=0  ,  y=0). 
Possiamo  aggiungere  il  punto  A  le  cui  coordinate  sono  pure 
razionali  («=1  ,  y=0)  ed  il  punto  B  le  cui  coordinate  sono 


X  =  C0S9  = 


y  =  smq?  = 


(2) 

tg? 
Vi  +  tg2<p  ' 


Queste  coordinate  non  sono ,  generalmente  parlando ,  nu- 
meri razionali,  ma  si  ottengono,  come  si  vede  dalle  (2),  ope- 
rando su  numeri  razionali  e  sul  numero  fìsso  tgf  colle  quat- 
tro operazioni  fondamentali  e  colla  estrazione  di  radice  qua- 
drata. 

Ciò  posto  noi  incomincieremo  dal  dimostrare  clie  le  coor- 
dinate di  uno  qualunque  dei  punti  determinati  mediante  la 
costruzione  geometrica  presupposta  all'art.  1  sono  numeri  di 
questa  stessa  specie,  o,  come  diremo  per  brevità  di  linguag- 
gio, numeri  euclidei.  Designeremo,  cioè,  col  nome  di  numeri 
euclidei  (conjugaùi  al  numero  fisso  dato  tg^)  tutti  quei  nu- 
meri che  si  possono  ottenere  operando  sui  numeri  razionali 
e  su  tgcp  colle  quattro  operazioni  razionali  e  coU'operazione 
di  estrazione  di  radice  quadrata  (la  quale  potrà  anche  ripe- 
tersi un  numero  qualunque  di  volte,  purché  finito).  Al  tempo 
stesso  noi  dimostreremo  che,  se 

ax -\- hy  -\-  e  =  0  (3) 

è  l'equazione  di  una  qualunque  delle  rette  ed 

«2  +  2/2  +  aa;  +  g?/  +  Y  =  0  (4) 

Tequazione  di  uno  qualunque  dei  cerchi  descritti  nella  detta 
costruzione  geometrica,  tutti  i  coefficienti  a  ,  6  ,  e  ,  a  ,  ^  ,  y 
sono  del  pari  numeri  euclidei  della  stessa  specie  sopra  de- 
finita. 

402.  Invero  la  presupposta  costruzione  geometrica  si  com- 
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pone  di  un  numero  finito  di  operazioni  geometriche  che  ap- 
partengono all'  uno  od  all'altro  dei  tre  tipi  caratterizzati  al- 
l' art.  1.  Potremo  dunque  ammettere  come  già  dimostrato 
che  le  prime  k  operazioni  geometriche  abbiano  condotto  alla 
costruzione  di  punti ,  rette  e  cerchi  le  cui  coordinate  ,  od  i 
coefficienti  delle  cui  equazioni ,  siano  tutti  numeri  euclidei  ; 
e  basterà  dimostrare  che  la  {k  -f  l)™a  operazione  geometrica 
determinerà  un  nuovo  punto,  ovvero  una  nuova  retta  od  un 
nuovo  cerchio  con  coordinate,  o  coefficienti,  del  pari  eucli- 
dei. Con  ciò  resterà  evidentemente  dimostrato  l'asserto,  poi- 
ché la  figura  che  forma  il  punto  di  partenza  della  costruzione 
si  compone  appunto  come  si  è  notato  air  art.  precedente  di 
rette  e  punti  con  coefficienti  euclidei. 

Si  tratta  dunque  di  dimostrare  in  corrispondenza  alle  tre 
operazioni  geometriche  designate  all'art.  1: 

lo)  che  la  retta  congiungente  due  punti  (a  ,  h)  ed  (a\  b') 
le  cui  coordinate  a  j  b  j  a' ,  b' ,  sono  numeri  euclidei  ha  per 
coefficienti  dei  numeri  euclidei.  Ed  infatti  l'equazione  di  que- 
sta retta  è: 

(b  -  b')x  +  {a'  -  a)y  H-  (a&'  —  a'b)  =  0 

2o)  che,  se  la  (A:-f  1)^*  operazione  consiste  nella  descri- 
zione di  un  cerchio,  i  coefficienti  dell'equazione  di  tale  cer- 
chio saranno  numeri  euclidei.  Infatti ,  poiché  il  centro  del 
cerchio  è  un  punto  già  precedentemente  costruito  (od  assunto 
ad  arbitrio),  le  sue  coordinate  (a ,  6)  sono  per  supposto  nu- 
meri razionali  od  euclidei.  Quanto  al  raggio  del  cerchio,  se 
esso  non  è  arbitrario,  sarà  un  segmento  già  costruito  ,  cioè 
la  distanza  fra  due  punti    (a' ,  b')    ed   (a'',  6'')   già    costruiti. 

Tale  distanza  essendo  data  da  V  (a'--a")^-|-(ò'— 6")^  sarà  evi- 
dentemente un  numero  euclideo;  giacché  lo  sono  per  ipotesi 
i  numeri  a'  ,  a"  ,  b'  ,  ò". 

Ciò  posto,  il  cerchio  avrà  per  equazione: 


(x-ay  -f  {y-by  =  (a'-a'O^  +  {b'-b") 


2 


ed  i  coefficienti  di  questa  equazione   saranno   evidentemente 
nunaeri  euclidei. 

30)  che  i  punti  di  intersezione  di  due  linee  (rette  o  cer- 
chi), le  cui  equazioni  hanno  per  coefficienti    dei  numeri  eu- 
clidei, hanno  per  coordinate  dei  numeri  euclidei. 
Invero,  nel  caso  di  due  rette: 

ax  -^by  -r  c  =  0  ,  a'x  -{■  b'y  -j-  e'  =  0 
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le  coordinate  del  punto  d' intersezione  sono: 


^  =  :T7— 71  ,       y  = 


ab'-a'b'       ^      ab'-a'b 

Nel  caso  di  una  retta 

ax  +  by  +  c=:ìO 
e  di  un  cerchio 

5c*  4-  y^  +  oisc  H-  py  +  7  =  0 

sostituendo  nella  seconda  equazione  il  valore  di  y  ricavato 
dalla  prima  si  ha  per  determinare  x  Tequazione  di  2^  grado: 

{a^-{-b^)xH{0Lb^-2ca-b^d)x-{-(c^+'^-b^c)=0 

onde  l'ordinata  x  si  troverà  mediante   un'  estrazione    di  ra- 
dice quadrata   applicata    ai   coefficienti   di  questa  equazione 
che  sono  già  numeri  euclidei;  similmente  per  Tordinata  y. 
Finalmente  il  caso  di  due  cerchi: 

x^-hy^+ax  -^^y  -}-  y  =0 

aj2  +  2/2  ^  a'x  +  PV  +  T'  =  0 

si  riconduce  al  precedente,  poiché  sottraendo  V  una  dall'  al- 
tra queste  due  equazioni  si  ottiene 

(a- a'>  -f  (?  -  PO?/  +  (T  -  T')  =0 

e  questa  è  l' equazione  di  una  retta  ;  onde  basterà  trovarne 
V  intersezione  con  uno  dei  due  cerchi. 

Resta  cosi  dimostrato  quanto  si  era  asserito  all'  art.  401. 

403.  Fra  le  rette  determinate  nella  costruzione  geometrica 
ne  esistono^  per  ipotesi,  due  che  formano  un  angolo  eguale 
alla  terza  parte  di  cp.  Siano 

ax  +  by  +  cz:^  0  ,  a'x  -f  6'y  -t-  e'  =  0 

le  loro  equazioni.  Ricordando  la  nota  espressione  che  dà  la 
geometria  analitica  per  1'  angolo  di  due  rette,  si  potrà  dun- 
que scrivere: 

9  __  ab'  —  a'b 

^  3"aa'  +  66'' 
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Ma  per  la  dimostrazione  degli  articoli  precedenti  i  numeri 
a  jg'  y  b  ,h^  sono  tutti  euclidei.  Vediamo  dunque  che  :  Se  è 
possibile  t risecare  un  angolo  arbitrario  col  solo  uso  della  riga 

e  del  compasso,  deve  esistere  un^  espressione  di  tg  -  ottenuta 

operando  sul  numero  tg^  con  le  quattro  operazioni  fonda- 
mentali e  con  un  certo  numero  di  estrazioni  di  radice  qua- 
drata'^ e  tale  '  espressione  deve  essere  valida  qualunque  sia  il 
valore  di  9. 

404.  Si  sa  dalla  trigonometria  che 


(tg|y-2tg| 

tg9=  — ; — 1^1 — • 


i-D- 


onde,  se  poniamo  brevemente: 


=  a,tg(|)  = 


tg?  =  a,  tg[i  )=x 

si  ha  la  relazione: 

x^  -  3ax2  —  3sc  +  a  =  0  ,  (5) 

e^  il  teorema  dell'art,  precedente  si  può  anche  enunciare 
cosi  :  Se  fosse  possibile  trisecare  un  angolo  qualunque  colla 
riga  e  col  compasso,  sarebbe  anche  possibile  di  risolvere  l'e- 
quazione cubica  (5),  in  cui  OL  è  un  parametro  arbitrario,  per 
mezzo  di  soli  radicali  quadratici  *. 

Se  ora  nella  (5)  si  fa  la  trasformazione: 

05  =  2/  +  a, 
essa  si  cambia  in 

(y+a)^-3a(2/+a)2-3(2/+a)+a=0 


*  Questa  soluzione  dovrebbe  essere  valida  per  tutti  i  valori 
reali  di  «,  e  quindi,  evidentemente,  lo  sarebbe  anche  per  tutti  i 
valori  complessi. 

Capelli. — Algebra  complementare.  28 
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ossia  in: 

2/3-3(l-fa%-2a(l+a2)=0  (5)' 

epperò:  anche  V equazione  cubica  (5)'  godrebbe  della  proprietà 
di  essere  risolubile  per  mezzo  di  soli  radicali  quadratici, 

405.  Consideriamo  ora  ]'  equazione  generale  del  3©  grado, 
mancante,  come  è  sempre  lecito  di  ammettere  (art.  343)  del 
secondo  termine; 

£C^  -f-  gcc  +  r  =  0  (6) 

essendo    q    Qà  r  affatto   arbitrari.   Ponendo  y  =  Xsc  essa   si 
trasforma  in: 

y^  +  q^^y  +  rX^  =  o 

che  si  potrà  sempre  identificare  con  la  (5)'  determinando  X 
ed  a  in  modo  da  avere: 

ql^  =  -  3(1+  a^)  ,  rX3  =  -  2a(l  +  a»),  (7) 

Di  qui  si  deduce  dividendo  membro  a  membro. 

.  =  |f.  (S) 

e  sostituendo  questo  valore  di  X  nella  prima  delle  due  equa- 
zioni (7): 

4  q^ 
27^ 


^.-3-«'  =  -(l  +  a') 


d^onde  si  ricava: 

a'^  r   \       4       27 
e  quindi  per  la  (8): 


(9) 


\  ~  2q'~a~  q'\      T      27  ' 


(10) 


Troviamo  dunque  che  T  equazione  (6)  si  trasforma  in  (5)' 
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ponendo: 


X 


Sostituendo  in  questa  espressione  di  a? ,  in  luogo  di  y  il 
suo  valore  ricavato  della  (5)' ,  la  quale  secondo  la  ipotesi  è 
risolubile  per  mezzo  di  soli  radicali  quadratici ,  e  dipoi  in 
luogo  di  a  la  sua  espressione  (9),  si  otterrà  per  x  una  espres- 
sione composta  coi  coeflScienti  g  ed  r  sui  quali  si  sarà  ope- 
rato colle  sole  quattro  operazioni  fondamentali  e  con  estra- 
zioni di  radici  quadrate.  Vediamo  dunque  che  se  fosse  pos- 
sibile trisecare  un  angolo  qualunque  col  solo  uso  della  riga 
e  del  compasso,  sarebbe  anche  possibile  di  risolvere  l'equazione 
generale  del  terzo  grado  per  mezzo  di  soli  radicali  quadrati- 
ci. Ma  ciò  sarebbe  in  contraddizione  con  quanto  si  è  già  sta- 
bilito nel  §  precedente  (art.  398).  Si  conclude  dunque  che: 

Il  problema  di  trisecare  un  angolo  qualunque  non  si  può 
risolvere  col  solo  uso  della  riga  e  del  com,passo  adoperati  nel 
consueto  senso  euclideo. 

Vote  ed  Esercisi. 

1.  Per  trasformare  1'  equazione  generale: 

x^-^qx-ì-r^O  (a)  ' 

neir  equazione: 

z^-37.z^-3z-^a=0  (6) 

che  si  risolve  ponendo  a=tg^  e  prendendo  quindi  «  =  r ,  basta  por- 
re,  per  quanto  si  è  visto  negli  ultimi  due  articoli: 


~  q   \a         /'a       r    \       4 


q' 


q    \  a  /a        r    \        *        27 

Dunque:  la  risoluzione  dell'equazione  del  terzo  grado  (a)  si  può 

ricondurre    (nel  caso  dir  +  ^<^)  ^^  problema  di  trisecare  un 
certo  angolo  ponendo: 


2      I      r^        q^ 


(e) 


L  . 
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e  prendendo  quindi: 


aj  =  — (^cot<p-tg-  — lì 


id) 


2.  Trasformare  l'equazione  del  terzo  grado: 


x^-\'qx-\-r=0 


nell'equazione: 


4y^— 3y4-sin<p=0 


che  ha  per  radice  y  =  sin  ^  • 

8.  Mostrare  come  l' iscrizione  in  un  cerchio  del  poligono  rego- 
lare di  sette  lati  si  possa  eseguire  col  solo  uso  della  riga  e  del 
compasso  purché  si  supponga  conosciuta  la  terza  parte  di  nn 
certo  angolo.  Si  dimostrerà  ciò  facendo  dipendere  il  problema 
dalla  risoluzione  di  un'equazione  del  terzo  grado  (Cfr.  Gap.  "VII, 
§  5<>,  Nota)  e  questa  dalla  trisezione  di  un  certo  angolo. 

4.  Per  trisecare  un  angolo  dato  AOB  basta  condurre  per  B  una 


retta  BD  in  modo  che  la  porzione  CD  di  essa  intercetta  fra  il 
cerchio  di  centro  0  e  di  raggio  OB  ed  il  lato  AO  prolungato 
sia  eguale  ad  OB.  L'  angolo   ADB  sarà  la  terza  parte  di  AOB. 
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§  6.0  —  Impossibilità  di  risolvere  per  mezzo  di  radi- 
cali le  equazioni  grenerali  di  grado  superiore  al 
quarto. 

406.  Questo  teorema,  enunciato  per  la  prima  volta  da  Ruf- 
fini,  è  stato  dimostrato  in  modo  più  rigoroso  da  Abel  me- 
diante i  risultati  da  noi  già  esposti  nei  §§  3^  e  4^  di  que- 
sto capitolo. 

Ammettiamo,  se  è  possibile,  che  l'equazione  generale] 

in  cui  71  >  4  sia  risolubile  per  radicali. 

Detta  Xq  l'espressione  radicale  che  la  risolve,  che  si  sup- 
porrà, come  è  lecito,  già  ridotta^  segue  da  quanto  si  è  stabi- 
lito nel  §  Ap,  che  in  Xq  dovrà  essere  contenuto   almeno  un 

3 

radicale  cubico   sjW  dove 

TF=cp(Zo,Xi,Z2,X3,Z^,...)  (1) 

essendo  9  una  funzione  razionale  che  resta  inalterata  per 
ogni  sostituzione  equivalente  ad  un  numero  pari  di  traspo- 
sizioni e  quindi  in  particolare  dalla  sostituzione  circolare 
(  Xq  ,  Xi  ,  Xg  ,  Xg  ,  X4  )  fra  le  cinque  lettere  Xq  , ... ,  X^.  Si 
aveva  poi  (art.  393)  che 

3 

'JWr-.i/{X,,X,,...,X,_^  (2) 

essendo  ^  una  certa  funzione  razionale. 

Dalle  (1)  e  (2)  segue,  precisamente  come  all'art.  397, 

[<KZo  ,  Xj , ...)]»  =  ?(Xo  ,  Z, , ...)  (3) 

ed  eseguendo  in  questa  identità  la  sostituzione  circolare 
(Xq  ,  Xj  ,  Xg ,  Xg ,  X4)  che  non  altera,  come  si  è  notato,  il  se- 
condo membro: 

l'K-^i  ì  ^2  1  ^Sì  ^^7  -^0»  •••)]  =  [^'(-^o  ì  ^1  1  ^2  ì  ^s  1  -^4»  "O]^* 
Di  qui  si  deduce  essendo  a  una  radice  cubica  di  1: 
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ed  eseguendo  su  questa  identità,  analogamente  a  quanto  si 
è  fatto  all'art.  397,  ancora  quattro  volte  di  seguito  la  stessa 
sostituzione  circolare  {X^  ,  X^  ,  X2  ,  X^  ,  X^)  e  moltiplicando 
quindi  membro  a  membro  i  risultati: 

1  =  a^  =  a^ .  a^  =  a'^. 

Poiché  a®  =  a*  =  1,  sarà  dunque  necessariamente  a=l,  cioè: 
la  funzione  ^{Xq  ,  X^  ,  ... ,  X„_i)  non  è  alterata  da  qualsivo- 
glia sostituzione  circolare  fra  cinque  delle  variabili  Zq,Xi,...,Z^_i. 

407.  Ci  proponiamo  ora  di  dedurre  di  qui  che  la  funzione 
^{Xq  ,  Xj ,  ...  ,  X^^^)  non  sarà  neanche  alterata  da  una  qua- 
lunque delle  sostituzioni  circolari  fra  tre  delle  stesse  ZqjZ^,..., 

Consideriamo  ad  esempio  la  sostituzione  circolare  (X^X^X^) 
che  indicheremo  per  brevità  con   T. 

Indicando  con  T»^  la  funzione  che  si  ottiene  eseguendo 
su  ^  la  sostituzione  T  si  avrà  primieramente  dalla  (3),  poi- 
ché 9  non  é  alterata  dalle  sostituzioni  circolari  di  tre  lettere: 

T'^  =  -('^  (4) 

essendo  ^  una  certa  radice  cubica  dell'  unità. 

Considerando  inoltre  le  due  sostituzioni  circolari: 

^  ~  (-^0-^2-^1)  »  ^1  ~  (-^0-^3-^4) 
si  avrà  similmente: 

essendo  anche  Y  e  y^  radici  cubiche  di  4. 
Dalle  (4)  e  (5)  segue  (art.  79) 

D'altra  parte,  poiché: 

TT^~{XQX^X2){XQXt^Xj={XQX^X2XQX^ 
2'T^=(XqX2X^j(XqXqX^z={XqX2X^XqX^) 

rr'=(XoZiZ,)(ZoZ,z,)=(Zo)(Zi)(z,)=i 

e  le  sostituzioni  circolari  fra  cinque  lettere   X  non  alterano 
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^,  si  ha  anche: 

Dal  confronto  delle  (6)  e  delle  (7)  segue  ora  evidente- 
mente; 

d'onde 

e  più  precisamente,  poiché  1©  Y  »  t'  ,  Ti  sono  radici  cubiche 
di  1: 

T  =  T'  =  Ti  =  1- 

La  (4)  ci  dà  dunque  T'^=^,  come  si  doveva   dimostrare. 

3 

408.  L' espressione  (2)  di  v  TT  in  funzione  razionale  delle 
Xq  ,  X^j ...  deve  dunque  godere ,  come  V  espressione  di  TT, 
della  proprietà  di  non  essere  alterata  da  qualsiasi  sostitu- 
zione circolare  fra  tre  delle  Xq  ,  Z^  , ... 

Ma  per  quanto  si  è  già  dimostrato  al  §  4  (art.  398)  ci  è 

3 

sempre  lecito  di  ritenere  che  v  TTnon  goda  di  questa  proprie- 
tà. Giungiamo  dunque  ad  una  contraddizione  che  ha  la  sua 
origine  nell'aver  supposto  che  l'equazione  generale  con  più 
di  quattro  radici  fosse  risolubile  per  radicali. 

Resta  cosi  dimostrata  in  modo  assolutamente  rigoroso  l'im- 
possibilità di  una  cosiffatta  forma  di  risoluzione  *. 


*  Si  deve  ai  lavori  di  Hermite,  Kronecker  e  Brioschi  la  risolu- 
zione generale  dello  equazioni  del  5<^  grado  per  mezzo  delle  tra- 
scendenti ellittiche. 


CAPITOLO  IX. 

PROPRIETÀ   GENERALI   DELLE   EQUA2;iONI 
A   COEFFICIENTI  REALI. 

§  1.0  —  Osservazioni  preliminari  e  illastrazioni 

geometriclie. 

409.  D'ora  innanzi  ci  occuperemo  soltanto  di  funzioni  in- 
tere a  coefficienti  reali  e  dei  valori  che  esse  assumono  per 
valori  reali  della  variabile. 

Data  una  funzione  intera  /(se)  della  variabile  x  di  un  certo 
grado  n,  essa  può  anche  non  essere  completa,  cioè  può  man- 
care di  alcuni  termini;  in  particolare  potrà  mancare  delPul- 
timo  termine  o  dei  due  ultimi,  ecc.  riuscendo  cosi  divisibile 
esattamente  per  XjX^,  ecc.  Sia  in  generale   Ap'X^(p^O)  il 

termine  di  grado  più  basso  ed  A^^x^  quello  di  grado  più  alto, 
cosicché  sarà 

f{x)  =  ApxP  -{-  Ap^^x^-'-'  +  ...  =  A^x\  (1) 

Per  le  cose  già  dimostrate  è  facile  di  riconoscere  che: 

1)  per  tutti  {valori  abbastanza  piccoli  (positivi  o  nega- 
tivi) di  X  il  segno  di  f(x)  coincide  col  segno  del  termine  di 
grado  piii  basso  ApX^; 

2)  per  tutti  i  valori  abbastanza  grandi  (positivi  o  ne- 
gativi) di  X  il  segno  di  f(x)  coincide  col  segno  del  suo  ter- 
mine di  più  alto  grado  A^cc'*. 

410.  Scrivendo  infatti  la  (1)  come  segue: 

f(x)=x^[Ap-\-Ap^^x-{-Ap^^x^+...]  (2) 

osserviamo  (cfr.  art.  224)  che,  prendendo  x  abbastanza  pic- 
colo, il  valore  assoluto  di 
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si  può  rendere  piccolo  a  piacere  ed  in  particolare  si  può  ren- 
dere più  piccolo  del  valore  assoluto  di  Ap  ;  onde  per  questi 
valori  abbastanza  piccoli  di  x  il  segno  della  somma 

dipenderà  dal  segno  della  prima  parte  Ap  il  cui  valore  as- 
soluto prevale  sul  valore  assoluto  della  seconda.  Dunque  nel- 
l'espressione (2)  di  /(ce)  il  segno  del  fattore  fra  parentesi 
coinciderà  col  segno  di  Ap ,  epperò  il  segno  di  f{x)  coinci- 
derà appunto  col  segno  di  x^'Ap» 

411.  Per  dimostrare  la  seconda  asserzione  si  osservi  che 
la  funzione 

f{x)  =  A^x""  +  A^^^x^'^  +  A^^^x^'^  +  ... 
si  può  anche  scrivere: 

Ciò  posto,  poiché,  crescendo  sempre  più  il  valore  assoluto 
di  X,  il  valore  di  f  —  j  diviene  sempre  più  piccolo,  è  chiaro, 
per  la  dimostrazione  stessa  di  poco  fa ,  che ,  per  valori  ab- 
bastanza piccoli  di  f  —  j,  cioè  per  valori  abbastanza  grandi 

di  Xj  il  segno  dell'espressione  fra  parentesi  coinciderà  col 
segno  di  A^,  E  quindi  il  segno  di  f{x)  coinciderà  per  va- 
lori abbastanza  grandi  dì  x  col  segno  di  x^A^  c.d.d. 

412.  Se  poniamo  per  brevità  f{x)—y^  noi  sappiamo  (arti- 
colo 218)  che  y  è  una  funzione  continua  di  x.  Di  qui  se- 
gue p.  es.  che,  se  per  un  certo  valore  di  a?  la  y  ha  un  va- 
lore positivo  diverso  da  zero,  per  valori  pochissimo  differenti 
di  £C,  la  y  avrà  ancora  sempre  un  valore  positivo.  Se  imaginia- 
mo  dunque  che  la  x  varii  da  valori  infinitamente  grandi  ne- 
gativi (—  co)  a  valori  infinitamente  grandi  positivi  (-f  oo)  pas- 
sando per  tutti  i  valori  intermedii,  vediamo  che  la  y  varierà 
sempre  con  continuità  e  che,  se  mai  qualche  volta  cambierà 
di  segno,  cid^  potrà  soltanto  avvenire  quando   essa  passi  per 
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il  valore  0.  Ma  per  aversi  y-0,  è  necessario  che  sia/(ac)=0, 
cioè  che  X  sia  una  radice  di  questa  equazione. 

Dunque:  facendo  variare  gradatamente  x  da  —  co  a  -f  oo 
il  segno  di  f(x)  potrà  cambiare  soltanto  quando  x  passi  per 
un  valore  speciale  radice  dell*  equazione  f(x)  =  0. 

413.  Se  interpretiamo  ogni  valore  di  x  ed  il  corrispon- 
dente valore  di  y  risp.  come  V  ascissa  e  V  ordinata  di  un 
punto  P  del  piano,  vediamo  che,  variando  ic,  da  —  oo  a  -I-  oc, 
il  punto  P  varierà  nel  piano  descrivendo  una  certa  curva 
che  si  potrà  considerare  come  la  rappresentazione  geometrica 
della  funzione  f(x),  I  punti  a ,  g  ,  y  ,  o  ,  ...  nei  quali  questa 
curva  incontra  Passe  delle  X,  avendo  l'ordinata  y=Oy  avranno 
per  ascisse  le  radici  reali  dell'equazione  /(cc)=0. 

Se   la  curva  toccasse  in   un  punto  Q  V  asse  delle  X,  ciò 


significherebbe  che  essa  incontra  l'asse  delle  X  in  due  punti 
infinitamente  vicini,  ossia  che  V  ascissa  di  Q  è  una  radice 
doppia  deir  equazione  f{x)  =  0. 

414.  Chiuderemo  con  rinterpretazìone  geometrica  delia  pri* 
ma  derivata  /"(ce),  ricordando  che  si  ha  (art.  219): 

h=^0  h 


Siano  P  e  Q  i  due  punti  della  curva  rappresentante    f(x) 
che  hanno  risp.  per  ascissa 

OP^=x  ed  OQ^=x-^hf 

Tirando  ora  da  P  la  parallela  all'  asse  delle  X,  sia  R  il  punto 
in  cui  essa  incontra  la  Qj  Q.  ♦ 
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Si  avrà  evidentemente  : 

EQ  =  Q^Q-P^P  =  f{x  +  h) 


T 


e  quindi 


h  FÉ       ^' 


detto  9  l'angolo  QPR,  per  una  nota  proprietà    dei  triangoli 
rettangoli. 

Facendo  ora  tendere  h  verso  zero,  è  chiaro  che  il  punto 
Qi  si  avvicinerà  sempre  più  a  P,  P^  ed  il  punto  Q  al  punto 
P,  onde  la  retta  PQ  tenderà  a  confondersi  colla  tangente  PT 
alla  curva  nel  punto  P  e  V  angolo  9  coir  angolo  0  che  que- 
sta tangente  PT  fa  colla  direzione  positiva  dell'asse  delle  X 
Si  avrà  dunque  al  limite:  f'{^)-^S^  cioè:  la  prima  derivata 
f '(x)  è  uguale  alla  tangente  trigonometrica  delV  angolo  0  che 
la  tangente  alla  curva  nel  punto  di  ascissa  x  forma  colla  di- 
rezione positiva  dell'  asse  delle  X. 

415.  Perchè  sia  /'(a3)=0,  dev'essere  tgO=0,  cioè  la  retta  PT 
deve  riuscire  parallela  all'asse  delle  X,  Di  qui  è  facile  de- 
durre che  quei  valori  di  x  per  i  quali  la  corrispondente  or- 
dinata y=f(x)  prende  i  valori  massimi  e  minimi  sono  altret- 
tante radici  della  prima  derivata  di,  f{x). 

416.  Se  per  un   dato    valore  di    x    la  derivata    di  f{x)  è 


diversa  da  zero ,  il  rapporto   incrementale 


f{x^h)-f{x) 


m 


cui  supporremo  ora  che  h  sia  un  incremento  positivo,  ten- 
derà: col  tendere  di  ^  a  zero,  verso  un  limite  determinato  e 
diverso  da  zero,  il  cui  valore   è  f\x).  Pertanto  se  f\x)  è 
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positiva,  la  differenza  f(x-\-h)—f(x)  dovrà  essere  positiva  per 
tutti  i  valori  abbastanza  piccoli  di  h ,    e   dovrà    invece    per 


tutti  i  valori  abbastanza  piccoli  di  h  essere  negativa,  se  f\x) 
ha  valore  negativo.  In  altri  termini:  per  tutti  i  valori  posi- 
tivi abbastanza  piccoli  di  h  si  ha  algebricamente: 

f(x  -f  b)  >  f(x)  ovvero  f(x  +  b)  <  f(x) 

risp.  secondockè 

f '(x)  >  0  ovvero  f'(x)  <  0. 

417.  Nel  primo  caso  è  chiaro  che  facendo  crescere  alge- 
bricamente il  valore  di  x  crescerà  anche  il  valore  della  fun- 
zione /*(cc);  nel  secondo  all'opposto  la  f(x)  decrescerà  col  cre- 
scere di  X,  Il  risultato  delFart.  precedente  si  può  dunque 
anche  enunciare  più  brevemente  dicendo  che  :  il  valore  di 
f(x)  cresce  o  decresce  col  crescere  di  x,  secondochè  f '(x)  7ia 
valore  positivo  o  negativo. 

Esercizi. 

1.  Date  le  funzioni: 

-x'^ +3x^+8x^+10  ,  -x'^+Sx^-Sx^ 

determinare  i  segni  dei  valori  che  esse  assumono  per 

essendo  $  una  quantità  positiva  piccolissima. 
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2.  Verificare  che  il  polinomio  x^—2x-\-l  acquista  nn  valore  mas- 
simo   per    ce  = —  ed  un  valore  minimo   per  x  =  — —.  Essendo 

questi  valori  massimi  e  minimi  entrambi  positivi  dedurne  che  l'e- 
quazione x^—'2x-\-l=.0  ha  una  sola  radice  reale  negativa. 

§  2.0  —  Parità  o  disparità  del  numero  di  radici 
di  un'eqaazione  comprese  fra  due  numeri  dati. 

418.  Dati  a  piacere  due  numeri  reali  a  eP(a<p),cì 
proponiamo  di  dimostrare  che:  il  numero  di  radici  reali  del- 
l'equazione a  coefficienti  reali  f(x)=0,  che  si  trovano  comprese 
in  valore  algebrico  fra  a  e  S  ,  è  pari  se  f(ot)  ed  f(p)  hanno 
lo  stesso  segno  ed  è  invece  dispari  se  f(a)  ed  f(3)  hanno  se- 
gno contrario. 

Siano  infatti  0?^ ,  cc^  ,  ...  ,  x,^  tutte  le  n  radici  dell'equazione 
f(x)  =  0.  Di  queste  siano  p.  es.  cci  ,  aj2  »  •••  >  ^p  1®  reali  e  le 
altre  cc^^.^  ,  cCp^g  >  -f  >  ^n  siano  le  complesse.  Noi  sappiamo 
(art.  290)  che  quest'  ultime  saranno  conjugate  due  a  due. 

Intanto  se  a^  è  il  coefficiente  di  x^  nella  funzione  fix)^ 
si  ha  identicamente: 

f{x)=aQ{x—x^)(x-X2\.{x-Xp) .  [(aJ-«p4.i)(cc-a?^4.2)...(x— ccj] 
onde  sostituendo  in  particolare  x  =  a: 

Ma,  essendo  a  reale,  il  prodotto  (a— a^p^^Xa— ajp+2)"-(*^"'^n) 
si  compone  di  fattori  complessi  due  a  due  conjugati.  Questo 
prodotto  ha  dunque  un  valore  reale  e  positivo,  poiché  il  pro- 
dotto di  due  complessi  conjugati  è  sempre  un  numero  reale 
e  positivo.  Indicando  dunque  con  P  un  numero  reale  posi- 
tivo possiamo  scrivere: 

/(a)  =  «^(a  — {rj)(a  — CC2)  ...(a  — cc^j-P 

e,  indicando  con  Q  il  numero  del  pari  reale  e  positivo  (^—Xp^i) 
(P — 3Cp_2)...(f— a?^),  possiamo  scrivere  similmente 
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Dividendo  membro  a  membro  queste  due  uguaglianze  viene: 

/'(a)  _  a— 0?^    a-ccg      ol—x^   P 


m   p-a?i  f-xg    g-xp  Q 


(1) 


Considerando  la  frazione  i™*:  ;^ ?  è  ora  facile    di  ricono- 

scere  che  essa  avrà  valore  negativo  se  la  radice  x^  è  com- 
presa fra  a  e  p  e  positivo  in  caso  contrario.  Infatti ,  se 
a  <  Xi  <  p,  sarà  a  —  Xi  negativo  e  p  —  a?,  positivo  ,  onde  la 
frazione  sarà  negativa.  Se  invece  si  abbia  a  <  ^  <  x^  ovvero 
£c^-  <  a  <  p  ,  le  diflferenze  a  —  Xi  e  P  —  «^  saranno  entrambe 
negative  ovvero  entrambe  positive,  onde  il  loro  quoziente  sarà 

OL — Xi 

positivo.  Concludiamo  che  delle  p  frazioni ve  ne  sono 

P -ot- 
tante di  negative  quante  sono  le  radici  reali  di/(cc)=o  comprese 
fra  (a)  e  (p),  le  altre  son  tutte  positive.  Perciò  il  secondo  mem- 
bro della  (1)  sarà  evidentemente  positivo  o  negativo  secondochè 
il  numero  di  tali  radici  comprese  fra  a  e  ^  sia  pari  ovvero 
dispari.  Ma,  se  il  secondo  membro  è  positivo,  il  primo  mem- 

bro  t7q\  ^®v'  essere  pure  positivo  cioè  f{a)  ed  f{^)  di  segno 

J  Vr/ 

eguale,  e  se  il  secondo  membro  è  negativo,  dev'  essere  ne- 
gativo  ;7Ty{ ,  cioè  /(a)  ed  f{j^)  di  segno  contrario.  Resta  cosi 
dimostrato  quanto  si  voleva. 

419.  Tn  particolare,  si  potrà  sempre  decidere,  per  mezzo 
del  teorema  dimostrato,  se  Tequazione  f(x)=0  abbia  un  nu- 
mero pari  ovvero  dispari  di  radici  positive.  Sia  infatti 


*  Nel  caso  di  a  =0  V  equazione  f(x)  :^  0  si  dividerebbe  esatta- 
mente per  X  e  basterebbe  quindi  considerare  un'  equazione  di 
grado  n—1. 
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Prendendo  a  =  0  si  trova  f{0)  =  a^  ,  e  prendendo  P  =  +  oo 
(cioè  un  numero  positivo  abbastanza  grande,  cosicché  fra  a 
e  P  saranno  comprese  tutte  le  radici  positive  di  f(x)  =  0) 
sappiamo  per  il  §  prec.  che  il  segno  di  f(^)  coincide  con 
quello  del  primo  termine  a^^**  cioè  con  quello  di  Oq  ,  essendo 
^^  positivo. 

Dunque  le  radici  positive  di  f(x)=0  sono  in  numero  pari 
o  dispari  secondochè  i  coefficienti  estremi  a^  ed  a^  sono  di 
segno  eguale  ovvero  di  segno  contrario. 

420.  In  modo  affatto  simile  si  potrà  procedere  per  deci- 
dere se  sia  pari  o  dispari  il  numero  delle  radici  negative, 
sostituendo  cioè  x=0  ed  a;=— oo .  Ma,  più  semplicemente,  po- 
trà bastare  la  seguente  osservazione.  Poiché  il  numero  delle 
radici  complesse  dell'equazione /(ic)=0  è  sempre  pari,  essendo 
esse  conjugate  due  a  due,  cosi  il  numero  delle  radici  reali 
sarà  pari  o  dispari  secondochè  sia  pari  o  dispari  il  grado 
dell'equazione.  Quindi,  se  l'equazione  è  di  grado  pari,  le  ra- 
dici positive  0  negative  saranno  entrambe  in  numero  pari 
ovvero  entrambe  in  numero  dispari.  Se  invece  V  eqìiazione  è 
di  grado  dispari,  se  il  numero  delle  radici  positive  è  pari, 
quello  delle  negative  sarà  dispari  e  viceversa, 

Note  ed  Esercizi. 


1.  Verificare  colla  sostituzione  di  a?=-|-oo  ed  a;=— oo  ohe  il  nu- 
mero delle  radici  reali  di  un'  equazione  a  coefficienti  reali  è  pari 
o  dispari  secondochè  è  pari  o  dispari  il  grado  dell'equazione. 

2.  Dimostrare  che  l'equazione  3a;^— 3a;*-t-8x— 2=0  ha  un  numero 
dispari  di  radici  positive ,  le  quali  sono  tutte  più  piccole  del- 
l'unità. 

3.  Dedurre  il  criterio  per  la  parità  o  disparità  del  numero  di 
radici  negative  da  quello  già  dato  all'art.  dl9  per  le  radici  posi- 
tive, mediante  una  trasformazione  a  radici  eguali  ma  di  segno 
contrario. 

4.  L'equazione: 

or»  «  or»  *  'y»    * 

^+^  +  ...+  £^  =  1,  (1) 

che,  fatti  sparire  i  denominatori,  prende  la  forma  di  un'equazio- 
ne ordinaria  di  grado  n  in  X,  ha  tutte  le  sue  radici  reali  qualun- 
que siano  i  valori  reali  che  si  attribuiscono  alle  x^  ,  x^ , . . .  ,  ed 
alle  a^  ,  a,  ... 
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Posto  per  brevità: 


(X-a,)(X-a,)...(X~aj|l-~^^ . . .  ~  ^|=4 


e  supposto,  come  è  sempre  lecito: 

a^<a2<aQ<  ...  <a^_i<a^ 
si  dimostrerà  l'asserto  verificando  che  le  quantità: 

sono  risp.  dei  segni: 

(_1)«  ,  (_1)»-1  ,  (_l)»-2  ,  ...  ,  (_1)2  ,  (_1)  ,  +. 

Dette  \  ,  X21 ... ,  A^  le  n  radici  di  (1)  scritte  nell'ordine  di  gran- 
dezza algebrica  crescente  si  avrà  quindi: 

5.  Come  ad  ogni  sistema  di  valori  reali  delle  x^  ^  x^^ ... ,  x  cor- 
risponde, tenendo  costanti  in  (1)  le  a^  ,  «2  ,  ... ,  a  ,  un  unico  siste- 
ma di  valori  reali  delle  radici  \  ,  \  ,  ...  ,  >.  ,  cosi  ,  reciproca- 
mente, ad  ogni  sistema  di  valori  reali  delle  ).^  ,  X^  , ... ,  X  corri- 
sponde un  unico  sistema  x^^  ,  x^^ , ... ,  x^^. 

Per  dimostrare  ciò  si  ponga: 

{l-a,){\-a,)...{l-a„)=f{l)  (2) 

e  si  faccia  vedere  che: 

/K) 

6.  I  teoremi  precedenti  hanno  molta  importanza  in  quanto  ser- 
vono di  base  alla  teoria  delle  coordinate  ellittiche. 

Supponiamo  per  fissare  le  idee  w=3  ,  cioè  consideriamo  V  ordi- 
nario spazio  a  tre  dimensioni,  e  siano  x  ,  y  ,z  le  ordinarie  coor- 
dinate cartesiane  ortogonali  di  un  suo  punto  qualunque.  Si  chia- 
mano coordinate  ellittiche  del  punto  (a7,y,z)  le  tre  radici 
^•1  1  >2  ì  \  ^^^^^  equazione: 

'«^  ,11+^=1.  (4) 


X— a      X— 6      X— e 
Ogni  punto  (  X ,  1/ ,  «  )  viene  cosi  a  considerarsi  come  l' interse- 
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zìone  dì  tre  superfìcie  di  2^  ordine  le  cui  equazioni  si  ottengono 
dalle  (4)  ponendo  risp.  per  X  una  volta  X^  ,  una  volta  ).,  e  final- 
mente Xg.  Supposto: 

a<\^<ò<}x2<(^<^i 

la  prima  di  queste  superficie  è  un  ellissoide^  la  seconda  un  iper- 
boloide a  una  falda,  la  terza  un  iperboloide  a  due  falde. 

È  importante  di  notare  che  tutte  le  superficie  rappresentate 
dall'equazione  (4)  variando  comunque  il  valore  del  parametro  X 
sono  omofocali  (  cioè  hanno  gli  stessi  6  fuochi  ) ,  e  che  per  ogni 
punto  dello  spazio  ne  passano  soltanto  tre,  appartenenti  alle  tre 
diverse  specie  sopra  indicate,  le  quali  in  esso  punto  si  tagliano  ad 
angolo  retto. 

§  3.0  —  Segni  di  f{x)  e  di  fix)  in  prossimità 
delle  radici  di/(x)=0.  Consegaenze  diverse. 


421.  Sia  a  una  radice  reale  delP  equazione  a  coefficienti 
reali  f{x)—0.  Chiameremo  valori  di  x  antecedenti  ad  a  tutti 
i  valori  di  x  che  sono  algebricamente  minori  di  a  e  ne  dif- 
feriscono di  una  quantità  piccolissima*;  e  similmente  chiame- 
remo valori  di  x  susseguenti  ad  a  quei  valori  di  x  che  dif- 
feriscono da  a  di  una  quantità  piccolissima  e  sono  algebri- 
camente maggiori  di  a.  Indicando  quindi  con  k  una  quan- 
tità positiva  abbastanza  piccola  è  chiaro  che  1  valori  di  x 
antecedenti  ad  a  saranno  dati  da  ac=a— fc  e  quelli  susseguenti 
da  x~a-¥k. 

Ovvero  anche  ,  più  semplicemente ,  detta  h  una  quantità, 
positiva  0  negativa  abbastanza  piccola  in  valore  assoluto ,  i 
valori  di  x  adiacenti  ad  a  saranno  rappresentati  da  £c=a-f  ^, 
e  saranno  antecedenti  o  susseguenti  ad  a  a  seconda  che  h 
sia  positivo  0  negativo. 

422.  Ciò  premesso,  ci  proponiamo  di  dimostrare  che,  se  a 
è  una  radice  reale  dell'equazione  f(x)=0,  le  due  funzioni  f (x) 
ed  f '(x)  hanno  valori  di  segni  opposti  per  i  valori  di  x  an- 


*  Il  grado  di  piccolezza  non  si  stabilisce  a  priori;  è  necessario 
anzi  che  resti  indeterminato,  per  poter  prendere  a  seconda  dei  casi 
una  piccolezza  sempre  maggioro  purché  diversa  da  zero. 

CATEi.t.1— Algebra  complementare,  29 
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tecedenti  ad  a,  ed  hanno  invece  segni  uguali  per  i  valori  di 
X  susseguenti  ad  a, 

ffx) 
Ciò  equivale  a  dire  che   il   quoziente  —r-r  ha  valore    ne- 

gativo  per  x  antecedente  ad  a  e  valore  positivo  per  x  sus- 
seguente ad  a.  Vedremo  poi  che  per  ce  =  a  esso  ha  sempre 
il  valore  zero  ,  il   che    è  già  evidente    quando    a    sia  radice 

semplice,  poiché  in  tal  caso  si  ha  /*(a)=0  ed  /'(a)      0. 

Tutto  si  riduce  dunque  a  dimostrare  che,  per  h  abbastanza 

piccolo  in  valore  assoluto,  il  valore  di  ^ — -r  è  negativo, 

nullo  o  positivo  secondochè  è  negativo  nullo  o  positivo  il  va- 
lore di  À. 

423.  Per  dimSstrare  ciò  osserviamo  che  si  ha  per  lo  svi- 
luppo di  Taylor: 

f\a)+h-r^  -h/i^— — — f . . . 

Indichiamo  poi  con  X  il  grado  di  moltiplicità  della  radice 
a  (cosicché  si  avrà  almeno  X  =  1,  nel  caso  cioè  in  cui  a  sìa 
soltanto  una  radice  semplice),  e  ricordiamo  (art.  240)  che  in 
tale  supposto  si  ha: 

/(a)=0  ,  /'(a)=0  ,  /"(a)=0 ,  ...  ,/'^-i)(a)=0,/(^)(a)Jo. 

La  (1)  si  riduce  cosi  alla  formola   seguente: 


(2) 


Ciò  posto  il  numeratore   del  secondo  membro   è  una  fun- 
zione intera  di  h  ordinata  secondo  le  potenze  crescenti  della 
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stessa  h.  Per  conseguenza   per   valori   abbastanza  piccoli  di 
^,  il  segno  di  questo   numeratore   coinciderà    col    segno  del 

suo   primo   termine   h        .  ^       ,  (art.  409).  Lo  stesso  dicasi 

LA 

pel  denominatore ,  il  cui  segno ,  per  h  abbastanza   piccolo , 
coinciderà  col  segno  di  h    ^    ,,  ^      • 

A— 1 


Da  ciò  si  conclude  che  il  segno  del  quoziente  che  sta  nel 
2»  membro  della  (2)  coinciderà,  per  h  abbastanza  piccolo,  col 
segno  del  quoziente  di  questi  due  primi  termini: 


X  /^"(«) 


h"-- 


LÀ    _A 


cioè  col  segno  di  A,  essendo  X  un  numero  positivo. 

Il  quoziente  ^77 — rr-  è   dunque   dello   stesso  segno   di  h , 
J  '(a+A) 

e.  d.  d. 

424.  La  formola  (2)  si  può  semplificare  dividendo  nume- 
ratore e  denominatore  del  secondo  membro  per  Ti^""^.  Con 
ciò  essa  prende  la  forma: 


/■(«+A).^^_^ 


^—4  Al...! 
dalla  quale,  facendo  7i=0,  si  trae 

M- = 0 

come  dovevamo  dimostrare  a  complemento  del  teorema.    . 
425.  Teorema  1,°  —  Fra   due  radici   reali   consecutive  di 
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un*  equazione  a  coefficienti  reali  è  sempre  compreso  *  un  nu- 
mero dispari  di  radici  della  sua  prima  derivata ,  e  quindi 
almeno  una. 

Sieno  infatti  a  e  p  (a  <  p)  due  radici  reali  consecutive  di 
f(x)  =  0,  tali  cioè  che  fra  a  e  P  non  sia  compresa  alcun'  al- 
tra radice  reale  di  questa  equazione.  Detta  h   una   quantità 

positiva  abbastanza  piccola,  il  rapporto  — — —  ha  segno  po- 
sitivo, per  quanto  si  è  detto  alFart.  422,  nel  mentre  che  il 
rapporto  — ^ — -  avrà  invece  segno  negati vo.D'altra  parte,  poi- 
ché fra  a  e  p,  e  quindi  anche  fra  a  -\-  h  e  i^  —  h,  non  cade 
alcuna  radice  di  /(x)=0,  sostituendo  in  /(ce),  in  luogo  di  x, 
i  due  valori  a-\-h  e  ^—h  si  devono  avere  risultati  dello  stesso 
segno  (art.  418),  cioè  f{oL-\-h)   e  f(^-h)  devono   avere  segno 

eguale.  Ma  i  rapporti    ■rf- -^  ed  hanno  segno  oppo- 

/  (a+/i)      /  (  ^—h) 

sto;  quindi  è  chiaro  che  i  denominatori  f'(0L-{-k)  ed  /'(^ — h) 
esser  devono  di  segno  contrario.  E  di  qui  segue,  per  lo  stesso 
teorema  delFart.  418,  che  fra  a  +  h  e  g  — fe  o,  che  è  lo  stes- 
so, fra  a  e  p  ,  essendo  h  piccolo  a  piacere  ,  è  compreso  un 
numero  dispari  di  radici  di  /'(a;)=0,  c.d.d. 

426.  Teorema  2,^  **  —  Due  radici  reali  consecutive  della 
prima  derivata  di  un*  equazione  a  coefficienti  reali  o  non  com- 
prendono nessuna  radice  reale  della  proposta  o  ne  compren- 
dono una  sola  radice  semplice. 

Sieno  infatti  a'  e  ^'  due  radici  consecutive  della  prima 
derivata  e  supponiamo,  se  è  possibile,  che  esse  comprenda- 
no due  radici  distinte  a  e  f  della  proposta.  Pel  teorema  pre- 
cedente fra  a  e  pi  dovrebbe  essere  compreso  almeno  una  ra- 
dice 7'  della  prima  derivata.  Ma  allora  y',  essendo  compresa 
fra  a  e  p,  sarebbe  anche  compresa  fra  a'  e  p',  cioè  le  due 
radici  a'  e  p'  della  prima  derivata  non  sarebbero  più  conse- 
cutive contrariamente  al  supposto;  e  neanche  è  possibile  che 
fra   a'  e   fi'  sia  compresa  per  es.  una  radice  doppia  a  della 


*  Dicendo  radici  comprese  fra  due  limiti  o  e  6  s^ntendouo  escluse 
quellcj  che  per  avventura  coincidessero  con  a  o  con  6. 
**  Conosciuto  col  nome  di  teorema  di  Bolle. 
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proposta ,  perchè  se  a  è  radice  doppia  della  proposta ,  essa 
è  radice  semplice  della  prima  derivata;  onde  anche  in  que- 
sto caso  a'  e  ^'  non  sarebbero  più  consecutive,  perchè  com- 
prenderebbero un'altra  radice  a  della  prima  derivata.  Il  teo- 
rema è  cosi  dimostrato. 

427.  Teorema  3.o  —  Se  X  è  il  numero  delle  radici  ideali 
della  prima  derivata^  il  num^ero  delle  radici  reali  della  pro- 
posta non  può  superare  X  +  1 . , 

Sieno  infatti  a',  ^',  7 ',...,  6'  le  X  radici  reali  della  prima 
derivata  scritte  neir  ordine  stesso  del  loro  valore  algebrico 
crescente,  e  consideriamo  la  successione  di  valori  crescenti: 

-Qo,a',P',Y',...,6',-f  co.  (3) 

Con  ragionamento  affatto  analogo  a  quello  dell'  art.  prec. 
si  riconoscerà  che  fra  —  oo  ed  a'  è  compresa  al  più  una  sola 
radice  dell'  equazione  proposta.  Pel  teorema  poi  dell'articolo 
prec.  sappiamo  che  fra  a'  e  fi',  come  pure  fra  ^'  e  7',  ecc.  cade 
al  più  una  sola  radice  della  proposta.  E  finalmente  si  rico- 
noscerà che  fra  0'  e  -f  00  cade  pure  al  più  una  sola  radice 
reale  della  proposta. 

In  tal  modo  l'intero  campo  da  —  oo  a  +00  resta  diviso  in 
X'  +  1  intervalli,  in  ciascuno  dei  quali  cade  al  più  una  sola 
radice  della  proposta. 

La  proposta  non  potrà  dunque  avere  più  di  X  4- 1  radici 
reali  c.d.d. 

428.  Nella  dimostrazione  ora  data  si  è  supposto  implicita- 
mente che  r  equazione  proposta  avesse  le  sue  radici  reali 
tutte  distinte,  cosicché  nessuna  di  esse  si  trovasse  a  coinci- 
dere con  una  delle  (3).  Il  teorema  3<>  però  vale  incondizio- 
natamente semprechè  le  radici  reali  della  proposta  0  della 
derivata  si  contino  col  loro  grado  di  multiplicità. 

Per  convincersi  di  ciò  basterà  riflettere  che,  se  siano  p.es. 
a  ,  b  ,  e  tre  radici  consecutive  {a  <b  <  e)  distinte  della  prima 
derivata   e   b  sia  radice  multipla  di  grado  X  della  proposta: 

lo)  nessuna  delle  altre  due  radici  a, e  può  essere  anche 
radice  della  proposta. 

2o)  neir  intervallo  fra  a  e  6,  e  cosi  pure  nelF  intervallo 
fra  6  e  e  non  cade  in  questo  caso  alcuna  radice  della  pro- 
posta; 

30)  la  ò  è  multipla  (art.  241)  di  grado  X— 1  per  la  pri- 
ma derivata. 
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429.  Teorema  4.°  —  Se  \k  è  il  numero  delle  radici  reali 
di  un'  eqtiazionej  la  sua  k™*  derivata  avrà  almeno  [i— k  ra- 
dici reali. 

Infatti,  se/^*^(a?)=0  avesse  [JL-Aj— ^  radici  reali,  /^*"^^(3c) 
ne  avrebbe,  pel  teorema  3<> ,  al  più  jjl— fc— fe+l  ,  f^*^^^{x)  al 
più  ^'-k—h-\-2  e  cosi  via  finché  si  concluderebbe  che  la  pro- 
posta f{x)=.0  ne  avrebbe  al  più  \ì.—k—h-^kj  cioè  ^—JT  contro 
il  supposto. 

« 

■ 

430.  Corollario.  —  Se  un'equazione  ha  tutte  le  sue  radici 
reali,  anche  le  sue  derivate,  di  tutti  gli  ordini,  avranno  tutte 
le  loro  radici  reali. 

Invero  se  l'equazione  /(ac)=0,  di  grado  w,  ha  tutte  le  ra- 
dici reali,  la  derivata  f^^^{x)=0  ne  avrà,  pel  teorema  4°,  al- 
meno w  —  A:.  Ma  n  —  A:  è  appunto  il  grado  dell'  equazione 
/'('')  (a:)=0;  quindi  ecc. 

ITote  ed  Esercizi. 

1.  Mostrare  come  si  determini    il  numero  delle  radici  reali  di 

un'equazione  conoscendo  i  valori  delle  radici  reali  della  derivata. 

Come    esempio    verificare    che    delle    tre    radici    dell'  equazione 

2 
a;*+4aj+6~0runa  è  minore  di =r ,  la  seconda  è   compresa   fra 

V3 

2  2  2 
z:  e  — ~  e  la   terza   supera  — =-. 

V3        V3  V3 

2.  Se  (A  è  il  numero  delle  radici  reali  multiple  di  un'equazione 
(contate  ciascuna  una  volta  sola)  e  X  il  numero  delle  radici  reali 

distinte  della  prima  derivata,  si  ha  fx  •;^    —per  X  pari  ©  f *  ^  — ; — 

Z  2 

per  ).  dispari. 

3.  In  molte  questioni  di  analisi  (  in  quelle  per  esempio  in  cui 
occorrono  le  funzioni  sferiche)  e  di  fisica  matematica  hanno  gran- 
de importanza  certe  particolari  funzioni  intere  di  x  di  1°,  2®,  S",- 
grado,  che  si  chiamano  risp.  funzioni  (o  polinomi)  di  Laplace  del 
lo,  2®,  3®, ...  ordine. 

La  funzione  di  Laplace  dell'ordine  w,  che  indicheremo  con  P  (a?) 
ha  l'espressione  seguente: 

"•^'^      1.2...n      1^        2^2i^ì)^ 

n(n-l)(n-2)(«-3)  ,  . 

"^   2  •  4 .  (2n-l  )(2»-3)"  '^      "  -  )  ^'> 
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e  trae  la  sua  origine  dallo  sviluppo  in  serie 


=H-Pi(x) .  a+PgC^c)  •  a^+...  (2) 


si  1— 2asc+a2 

La  stessa  funzione  P^{x)  si  può  anche  ottenere  derivando  n 
volte  di  seguito  rispetto  alla  variabile  x  la  funzione  :  {x^—1)^ ,  e 
precisamente  se  si  pone  per  brevità: 

n^)=^<'''-^T  (3) 

si  ha: 

PJx)=f^'%x).  (4) 

Da  quest'  ultima  espressione  di  P^(^)  è  facile  dedurre  che  le 
equazioni  Pfifx)  =r  0,  che  ai  ottengono  eguagliando  a  zero  una  qua- 
lunque  delle  funzioni  di  Laplace,  hanno  tutte  le  loro  radici  reali. 

Infatti,  poiché  l'equazione 

(x2-l)'*=0  (5) 

ha  tutte  le  sue  2n  radici  reali,  (la  radice  -fi  e  la  radice  —1  ri- 
petute ciascuna  n  volte),  tutte  le  sue  derivate,  e  quindi  in  parti- 
colare la  sua  n™*  derivata,  avranno  del  pari  (art.  430)  tutte  le 
loro  radici  reali. 

4.  Dimostrare  che  r  equazione  P(x)=0  ha  inoltre  tutte  le  sue  radici 
diseguali  e  comprese  fra  —1  e  4-1. 

Basterà  applicare  più  volte  di  seguito  all'equazione  (5)  il  teo- 
rema dell'  art.  425  e  quello  dell'art.  241.  Cosi,  per  quest'  ultimo 
teorema,  la  derivata  di  (5)  avrà  la  radice  -fi  e  la  radice  —1  ripe- 
tuta ciascuna  n—1  volte  e  per  il  teorema  dell'art.  425  avrà  inoltre 
una  radice  compresa  fra  —le  -fi;  e  cosi  via. 


§  4.0  —  Variazioni  e  permanenze — Teorema  di  Badan 
e  Fourier — Redola  dei  segni  di  Cartesio. 

431.  Sia  data  una  successione  di  un  numero  finito  di  nu- 
meri reali,  diversi  da  zero,  scritti  in  un  certo  ordine  sopra 
altrettanti  posti.  Si  dirà  che  in  uno  di  questi  posti  vi  è  una 
permanenza  ovvero  una  variazione  secondochè  il  segno  del 
numero  che  occupa  quel  posto  è  uguale  o  contrario  al  se- 
gno del  numero  che  occupa  il  posto  precedente.  Cosi,  ad  esem- 
pio, nella  successione:  3,  —2  ,4,5,  —6  vi  sono  tre  variazioni 
(2o  ,  3°  e  50  posto)  ed  una  permanenza  (4»  posto). 
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Poiché  al  primo  posto  non  e'  è  né  variazione ,  né  perma- 
nenza (non  essendoci  alcun  termine  che  lo  precede),  cosi  è 
chiaro  che  la  somma  complessiva  del  numero  di  variazioni 
e  dì  permanenze  in  una  successione  di  n  quantità  sarà  n— 1. 

432.  Teorema  di  Bddan  e  Fourier.  —  Siano  a  e  ^  due 
numeri  reali  qualunque,  che  non  siano  però  radici  né  delVe- 
quazione  f(x)=0  {di  grado  n),  né  delle  sue  derivate  successi- 
ve; e  sia  a  algebricamente  minore  di  p.  Se  si  considerano  al- 
lora le  due  successioni 

f(a)  ,  f '(a)  ,  f "(a)  ,  f"'(a) ,  ... ,  f W(a)  (1) 

f(e) ,  f'(?) ,  f "(?) ,  f '"(?) , ... ,  fC'CP)  ■         (2) 

si  ha: 

1.0  che  il  numero  di  variazioni  contenute  nella  prima 
successione  è  maggiore  od  uguale  al  numero  delle  variazioni 
contenute  nella  seconda'^ 

2.0  che  il  numero  delle  radici  reali  delV equazione  f(x)=0 
comprese  fra  a  e  ^  non  può  mai  superare  la  differenza  fra 
il  numero  di  variazioni  della  prima  e  della  seconda  succes- 
sionej  ma  può  esserle  inferiore  di  un  num,ero  pari. 

Per  riconoscere  in  qual  modo  i  segni  della  successione  (1) 
possano  differire  dai  segni  della  successione  (2),  consideria- 
mo la  successione  generale; 

Ax),f'{x)J"{x)....,fW(^)  (3) 

e  imaginiamo  di  seguire  col  pensiero  i  diversi  valori  che 
vanno  prendendo  gli  n  termini  di  questa  successione,  quando 
la  X  si  fa  crescere  con  continuità  dal  valore  a  al  valore  ^ 
passando  per  tutti  i  valori  intermedi. 

Durante  questo  crescere  della  a?  da  a  a  ^  ,  noi  sappiamo 
che  una  qualunque,  /(*\  delle  funzioni  (3)  potrà  cambiare  di 
segno  soltanto  nel  momento  in  cui  la  x  passa  per  un  valore 
che  la  annulla,  cioè  per  una  radice  di  /('^=0. 

Dobbiamo  dunque  ricercare  che  cosa  avvenga  dei  segni 
della  successione  (3)  quando  la  x  attraversa  un  certo  valore 
Y  che  annulla  una  delle  funzioni  (3).  Incominceremo  dal  sup- 
porre che  7  auDuUi  proprio  la  stessa  funzione  f(x).  Allora, 
se  X-fl  sia,  in  generale  ,  il  grado  di  multi plicità  di  y  come 
radice  dell'equazione /(ce)  =0 ,  si  avrà,  come  sappiamo,  (arti- 
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colo  240): 

/(T)=0  ,/'(t)=0  ,  f"(T)=0, ... ,  f^^)(T)-0  ,/(^^i)(T)  J  0... 

In  questa  successione  non  è  il  caso  di  considerare  varia- 
zioni, o  permanenze,  poiché  i  suoi  termini  sono  in  parte  nulli. 

Detta  però  h  una  quantità  positiva  piccolissima ,  potremo 
confrontare  fra  loro  le  due  successioni: 

ed 

/(r+A) ,  f'ii+h) ,  f'i-i+h) , ... ,  r\-,+h)  ,p'^'Ki+J^) , ... 

che  corrispondono  a  due  valori  di  x  Tuno  antecedente  e  l'al- 
tro susseguente  a  y.  Ora,  per  quanto  si  è  visto  poco  innanzi 
(art.  422),  essendo  7  radice  di  f(x)—0  ^  f(ci—h)  ed  f\^—h) 
sono  di  segno  opposto  nel  mentre  che  f{'^+h)  ed  f'{'^-hh) 
sono  di  egual  segno. 

Ciò  significa  che  la  prima  successione  ha  una  variazione 
nel  secondo  posto,  nel  mentre  che  in  questo  stesso  posto  la 
seconda  successione  ha  una  permanenza.  Similmente,  poiché 
Y  è  anche  radice  di/'(ic)=0,  si  avrà  che  /'(T~^)  ®^  /''(T""^) 
sono  di  segno  opposto  nel  mentre  che  f'{'^+h)  ed  f^'(y+h) 
sono  di  egual  seguo,  onde  anche  al  .terzo  posto  si  avrà  una 
variazione  per  la  prima  successione  ed  una  permanenza  per 
la  seconda. 

E  questa  stessa  conclusione  si  potrà  fare  evidentemente 
fino  al  posto  (X-fl)***^  inclusivamente.  Nel  posto  successivo 
non  avvengono  ulteriori  cambiamenti  di  segno,  poiché  y  non 
è  radice  di  /^  ■^^^(cc)=0.  Dunque:  quando  la  x  cresce  passando 
attraverso  un  valore  speciale  "^  radice  di  f(x)=0,  la  serie  di 
Budan 

f(x)  ,  f '(x)  ,  f  "(x)  , ... ,  f  (»)(x)  (3) 

perde  precisamente  tante  variazioni  quanto,  è  il  grado  dimul- 
tipUcità  della  radice  y- 

433.  Consideriamo  ora  Taltro  caso  che  può  presentarsi  du- 
rante il  crescere  di  aj  da  a  verso  p,  cioè  che  x  passi  per  un 
valore  speciale  -^  che  sia  radice  di  una  certa  derivata  p^^ 
(senza  esserlo  della  precedente). 
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Se  A:  è  il  grado  di  mnltiplicità  di  7,  si  avrà  (art-  240^: 

/'"-"(t)  J  0 ,  /("'(t) = 0  ,/<'^>'(t: = 0 , ... , 

Anche  qui  dobbiamo  confrontare  le  due  successioni  di  va- 
lori 

/(P-i)(v  _  A)  ,  /(P..(y  _  k)  ,  /("^iìCt  -  A), ... , 

/<'^*-"(T-A),/"^'(T-ft), 
e 

/•<P-»)(T  +  A) ,  /'"'(T  +  A)  ,  /'p+iUt  +  A) , ... , 
/(P-»-i)(v  +  h)  ,  /<P-»)(Y  +  A)  , 

che  corrispondono  a  due  valori  di  a;  l'uno  antecedente  e  l'al- 
tro susseguente  a  y. 

Poiché  Y  è  radice  di  f  ^^)(cc)=0,  ripetendo  il  ragionamento 
precedente,  si  troverebbe  che,  dal  terzo  posto  in  poi,  si  han- 
no nella  prima  di  queste  due  successioni  k  variazioni  ,  le 
quali  si  cambiano  in  altrettante  permanenze  nella  seconda 
successione.  Rimane  quindi  a  vedere  che  cosa  accade  al  se- 
condo posto,  giacche  ,  quanto  al  primo  posto  ,  è  chiaro  che 
y(i^-i;(Y— ^)  ha  lo  stesso  segno  di /^^"^^(y  4- ^),  non  essendo 
compresa  fra  y-h  e  7+A  alcuna  radice  di  f^^'^^(x)  =  0,  In- 
vece f^^^(ci—h)  e  f^^^(^-\-h)  saranno  di  segui  eguali  o  contrari 
(art.  418)  secondochè  k  sia  pari  o  dispari,  poiché  y  è  radice 
di  /t^>(x)=0  di  multiplicità  A:,  cosicché  si  deve  dire  che  fra 
7—^  e  Y+fe  vi  sono  k  radici  di  f^^i(x)=0. 

Nel  caso  di  k  pari  le  due  successioni  avranno  dunque  ai 
primi  due  posti  assolutamente  gli  stessi  segni,  onde  passando 
dalla  prima  successione  alla  seconda  si  verificherà  semplice- 
mente la  perdita  delle  A:  variazioni  sopra  menzionate.  Si  per- 
derà quindi  un  nitmero  pari  di  variazioni. 

Nel  caso  di  k  dispari  il  secondo  posto  cambia  di  segno 
passando  dalla  prima  successione  alla  seconda  ,  cosicché,  se 
al  secondo  posto  si  aveva  una  permanenza,  si  avrà  poi  una 
variazione  e  viceversa.  Al  secondo  posto  si  perderà  dunque 
ovvero  si  guadagnerà  una  variazione  dopo  il  passaggio,  co- 
sicché il  numero  totale  di  variazioni  perdute  non  sarà  più  k 
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(come  quando  k  era  pari)  ma  bensì  A:±l,  che  è  evidentemente 
nn  numero  pari. 

Riassumendo  questi  due  casi  concludiamo  che  il  passag- 
gio di  X  attraverso  una  radice  di  una  derivata  porta  con  sé 
che  la  serie  di  Budan  (3)  perda  un  numero  pari  di  varia- 
zioni. 

434.  Esaminati  cosi  i  casi  possibili  di  cambiamenti  di  se- 
gni nella  serie  di  Budan ,  imaginiamo  che  la  x  cresca  con 
continuità  da  a  verso  p.  Dopo  quanto  si  è  spiegato,  è  chiaro 
che  la  serie  di  Budan  durante  questo  crescere  di  x  non  gua- 
dagnerà mai  variazioni  ;  bensì  essa  perderà  una  variazione 
per  ogni  radice  di  f\x)  ~  0  che  viene  attraversata  da  x\  di 
più,  ogni  qualvolta  x  attraversa  una  radice  di  una  derivata^ 
essa  perde  un  numero  pari  (che  può  essere  anche  nullo)  di 
variazioni.  Si  conclude  dunque  che  la  perdita  di  variazioni 
che  si  verifica  confrontando  la  successione  (1)  colla  succes- 
sione (2)  è  uguale  o  maggiore  del  numero  di  radici  reali  dì 
/(aj)=0  comprese  fra  a  e  ^  ,  e  se  è  maggiore,  ne  differisce 
di  un  numero  pari,  c.d.d. 

435.  Regola  dei  segni  di  Cartesio.  —  Sia: 

/(cr)=Co-|-Ciaj+C2Cc^+  ...  -f  c„»ix"'"^+c^a?~=0 

l'equazione  data.  Applichiamo  ad  essa  il  teorema  di  Budan 
per  a=0  e  P=+oo . 

Si  avrà  allora  che  il  numero  delle  sue  radici  comprese 
fra  0  e  +  Qo,  (cioè  il  numero  delle  sue  radici  reali  e  'posi- 
tive) non  potrà  superare  il  numero  di  variazioni  che  la  serie 
delle  funzioni: 


/(cc)=CQ+Cia;-f-C2Cc^+C3Cc^4- ...  +c^^x^ 
f'(x)=       c^-{-2c2X+Sc^x^+  ...  -hwc^cc'*"^ 


(4) 


f"{x)=  2c.2  +6C3X  H- ...  +n(«-l)c„cc"-* 

f"'(x)=  6C3    + 

perde  passando  x  dal  valore  0  al  valore  -h  00. 

Ora,  per  aj  =  0 ,  i  segni  di  queste  funzioni  coincidono  coi 
segni  dei  coefficienti 
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risp.  e  per  x=(x>  coincidono  (art.  409)  coi  segni  dei  termini 
di  più  alto  grado  cioè  hanno  tutte  il  segno  di  c^  ,  il  che  si- 
gnifica che  per  a;  =.  oo  la  serie /(se)  ,/'(5c) , ....  presenta  sol- 
tanto permanenze.  Si  conclude  dunque  che  per  as  =  0  la  se- 
rie di  Budan  ha  precisamente  tante  variazioni  quante  ne  ha 
la  serie  dei  coefficienti  dell'  equazione  ,  e  che  queste  varia- 
zioni si  perdono  tutte  passando  ad  x=+ao ,  Si  avrà  dunque 
pel  teorema  di  Budan  che:  il  numero  delle  radici  positive  di 
uri'  equazione  non  può  mai  superare  il  numero  di  variazioni 
che  presenta  la  serie  dei  suoi  coefficienti,  e,  se  ne  differisce, 
ne  differisce  per  un  numero  pari  positivo. 

Cosi,  p.  es.  r  equazione:  cc^— 45c*—3a?^ 4-12x^-1- 8 as-f- 1=^0  non 
può  avere  più  di  due  radici  positive,  perchè  la  serie  dei  suoi 
coefficienti  1,  —4,  —3,  12,  8,  1  presenta  due  sole  variazioni. 
Inoltre  possiamo  aggiungere  che  avrà  o  nessuna  o  almeno 
due  radici  positive. 

436.  La  regola  dei  segai  di  Cartesio  si  presta  egualmente 
a  dare  un  limite  superiore  del  numero  delle  radici  negative 
deir  equazione  proposta.  Basterà  infatti  trasformare  V  equa- 
zione nell'equazione  a  radici  di  segno  contrario,  con  che  le 
radici  negative  si  cangiano  nelle  positive  della  trasformata, 
e  applicare  a  quest'ultima  la  regola  di  Cartesio.  Cosi  neires. 
prec.  la  trasformata  a  radici  di  segno  contrario  è:  a;^-|-4a;*— 
3a2^— 12cc^+8as— 1=0,  che  ha  tre  variazioni.  Perciò  la  propo- 
sta non  potrà  avere  più  di  tre  radici  negative  (  e  precisa- 
mente ne  avrà  una  o  tre). 

437.  La  dimostrazione  data  all'  art.  435  cade  in  difetto 
quando  V  equazione  proposta  sia  incompleta,  cioè  manchi  di 
alcuni  termini.  In  questo  caso  infatti  i  valori  delle  funzioni 
di  Budan  per  x^O  (cioè,  che  è  lo  stesso,  i  coefficienti  del- 
Teq.)  sono  in  parte  nulli,  onde  il  teorema  non  si  può  appli- 
care immediatamente.  Converrà  bensì  sostituire,  in  luogo  di 
ic  =  0  un  valore  piccolissimo  positivo  x=z,  tanto  piccolo  da 
potersi  ritenere  che  fra  a;=0  ed  x=i  non  cadano  radici  del- 
Tequazione  proposta.  Si  cercherà  allora  il  numero  di  varia- 
zioni della  serie  /(£)?/'(s)  ,  f '(0,  ... 

Ma  è  facile  riconoscere  che  questo  numero  di  variazioni 
coincide  ancora  precisamente  col^  numero  delle  variazioni 
della  serie  dei  coefficienti  (diversi  da  zero)  dell'  equazione 
incompleta. 

Suppongasi  infatti    che   manchino    i   termini   compresi  fra 
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Cy^  e  Cijx^ih<k\  cioè  che  sia  nell'equazione  proposta: 

%  ^^    ^h-^i  =  0  , ... ,  CJ^_^  =  0  Cj^  ^0 

e  vediamo  quali  siano  i  segni  delle  corrispondenti  derivate: 

/(")(£)  ,  /•(''-i)(£) , ...  ,/(*-i)(e)  ,/(*)(s).  (5) 

Quanto  al  segno  di  f^^Hc)  esso  coincide  (art.  409)  col  se- 
gno del  suo  termine  di  grado  meno  elevato,  cioè,  come  si  vede 
dalle  (4),  col  segno  di  c^^.  Lo  stesso  dicasi  per  le  /^'^"^^^(s)  ^ 
y^  (''"^^^(e),  ...  ;  per  queste   funzioni    però  il  termine    di  grado 

meno  elevato  (  essendo  c^^.^  =  0  ,  C;^+2=0 ,...  ?  c^  0)  si  pre- 
senta in  tutte  col  coefficiente  c^  che  è  il  primo  coefficiente 
diverso  da  zero  dopo  Cf^.  Concludiamo  dunque  che  i  segni 
delle  (5)  coincidono   coi  segni  della  successione 

^h  ^k  ^k  ^k  •••  ^k 

la  quale  contiene  evidentemente  tante  variazioni  quante  ne 
contiene  la  semplice  coppia  c^^  c^.  È  dunque  chiaro  che  la 
regola  dei  segni  di  Cartesio  si  può  applicare  anche  alle  equa- 
zioni incomplete ,  non  tenendo  alcun  conto  dei  termini  che 
mancano.  Così  ad  es.  l'equazione  cc^—8a;— 110=0  non  conte- 
nendo nei  suoi  coefficienti  1 ,  — 8 ,  —100  che  una  sola  varia- 
zione, non  potrà  avere  che  una  sola  radice  reale  positiva,  e 
questa  esisterà  certamente. 

438.  8e  un^ equazione  ha  tutte  le  radici  reali ^  il  numero  delle 
sue  radici  comprese  fra  due  numeri  qualunque  cu  e  ^  (o^<?) 
è  precisamente  uguale  al  numero  delle  variazioni  perdute 
delle  serie  di  Budan  passando  da  x-OL  ad  cc=p. 

Sia  infatti  n  il  grado  dell'equazione.  Tacendo  variare  con 
continuità  la  aj  da  —  oo  a  -f-  oo  la  serie  di  Budan  dovrà  per- 
dere (art.  432)  n  variazioni  corrispondentemente  al  passag- 
gio per  ognuna  delle  n  radici  dell'  equazione.  Attraversando 
le  radici  delle  derivate  non  potrà  quindi  perdere  alcuna  va- 
riazione, poiché  altrimenti  il  numero  totale  di  variazioni  per- 
dute passando  da  —  oo  a  +  oo  sarebbe  superiore  ad  n;  il  che 
è  assurdo  non  potendo  la  serie  di  Budan  (  art.  431  )  conte- 
nere più  di   n  variazioni. 


—  462  — 

439.  In  un*  equazione  a  radici  tutte  reali  il  numero  delle 
variazioni  che  presenta  la  serie  dei  suoi  coefficienti  é  preci- 
samente uguale  al  numero  delle  sue  radici  positive. 

E  questa  una  conseguenza  del  teorema  precedente  dal  quale 
si  dedurrà  assolutamente  nello  stesso  modo  tenuto  per  de- 
durre dal  teorema  di  Budan  la  regola  dei  segni  di  Cartesio. 

ITote  ed  Esercizi. 


1.  Applicare  la  regola  dei  segni  di  Cartesio  alP  equazione 
x^+iK^+iB^— 25a;— 36=0.  Sostituire  quindi  i  valori  x=—d,  —2,-1, 
1  ,  2  ,  3  e  riconoscere  cosi  che  essa  ha  precisamente  due  radici 
reali  negative  ed  una  reale  positiva. 

2.  Un'  equazione  a  coefficienti  tutti  positivi  non  ha  radici  po- 
sitive e  un'equazione  completa  a  coefficienti  alternativamente  po- 
sitivi e  negativi  non  ha  radici  negative. 

3.  Il  numero  di  variazioni  di  segno  che  presenta  la  successio- 
ne dei  coefficienti  di  un'  equazione  è  pari  o  dispari  secondochèi 
coefficienti  estremi  sono  dello  stesso  segno  o  di  segno  contrario. 

4.  Data  l'equazione  di  grado  n: 

/(a?)=aoCc''+ai5c^"^+ ...  +a^.ia;+a^=0  (1) 

si  considerino,  in  luogo  delle  successive  derivate,  le  funzioni  più 
semplici: 

/j(aj)     =aQx'*"^+aiX^'^+  ...  +a„.2^+<'»-i 
f^ix)     =aQx'''Ha^x'^-^+  ...  +a,,_2 


(2) 


fn-l(»^)  =  «0«+«l 

fjx)    =aQ 

Si  ha  il  seguente  teorema  dovuto  a  Laguerre: 

Se  a  è  un  numero  positivo,  il  numero  delle  variazioni  della  serie: 

f(«),/i(«),/2(a),  "•,/„(«)  (3) 

è  uguale,  o  superiore  di  un  numero  pari,  al  numero  delle  radici  po- 
sitive superiori  ad  a  delV equazione  f(x)=rO. 

5.  La  dimostrazione  di  questo  teorema  data  da  Laguerre  si  basa 
sul  lemma  seguente,  che  si  può  considerare  come  una  generaliz- 
zazione della  regola  dei  segni  di  Cartesio: 

Sia  F(x)  una  serie  ordinata  secondo  le  potenze  crescenti  di  x,  w* 
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vergente  per  tutti  i  valori  positivi  di  x  più  piccoli  di  un  numero  dato 
a,  la  quale  cessi  di  essere  convergente  per  x=i:a  *.  Ammettiamo  inol- 
tre che  il  numero  delle  variazioni  di  segno  che  si  presentano  nella 
successione  dei  coefficienti  della  serie  sia  finito.  Il  numero  dei  valori 
di  X  per  i  quali  la  serie  F(x)  è  convergente  ed  ha  per  valore  zero  è  al 
più,  eguale  al  numero  delle  variazioni  della  serie  F(x),  e,  se  ne  è  inferio- 
re, ne  differisce  di  un  numero  pari.  {Laguerre — Notes  sur  la  résolufion 
dee  équations  numériques.  Paris  1880). 

6.  Ciò  premesso,  per  dimostrare  il  teorema  di  Laguerre  comin- 
ciamo dair  osservare  che  si  ha  identicamente,  per  la  regola  di 
Itaffini: 

f(x)=(x-a)\f^{a)x^-^+f„_,{a.)x"^-'+ ...  +A(«)!+/(a) 
d'onde: 

5^  =/«(«)«''"-^  +  /•«-,(«)«="-*+  -  +fi(«) + $^ . 

IC^~'R  «^  "^  K 

Ma  per  x>x  si  ha  (art.  48)  lo  sviluppo  convergente: 

/(a)     /(a)      1     _/(a)L^a.a*   ,       i 

= • = UH r  ^2  +  . .  .| 

a?— a       X      ^    OL        X  \      X      ^ 


1— 

X 


Si  può  dunque  scrivere: 


^  =/«(«)•  Q-<"-^'  +/m-,(«)  •  (^)-""-''+  -  +A(«) 


X- 

2 


che  è  uno  sviluppo  ordinato    secondo    le  potenze    cirescenti  della 
variabile f  —  J,  il  quale  è  convergente  per  i  valori  di  -compresi 


fra  0  ed  — 


Poiché  le  variazioni  presentate  dai  coefficienti  di  questo  svi- 
luppo non  differiscono  evidentemente  da  quelle  della  serie  (3),  si 
ha  dunque,  in  virtù  del  lemma  premesso,  che  il  numero  dei  va- 
lori   di    —  compresi  fra  0  ed  —  (o,  che  è  lo  stesso,  il  numero 


X  a 


*  Cfr.  Gap.  IV.    §   7. 
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dei    valori    di    x   compresi  fra  -f- oo  ed  *)  per  i  quali   si  annnlla 

(a?) 
— -    non  può  superare  il  numero  delle  variazioni  della  serie  (3) 

ed  in  ogni  caso  ne  differisce  di  un  numero  pari,  c.d.d. 

7.  E  importante  di  osservare  che  il  teorema  di  Laguerre  si  ap- 
plica nella  pratica  con  grande  facilità,  poiché  gli  «4-1  valori  (3) 
sono  appunto  quelli  stessi  ohe  si  incontrano  (art.  234)  nell'usuale 
calcolo  pratico  del  valore  di  /\flc). 

Cosi,  ad  esempio,  data  l'equazione; 

/(£c)=x5-3a;H8a;3-2a;+l=0  (4) 

dovendosi  calcolare  il  valore  di  /(2)  per  riconoscere  se  il  numero 
di  radici  positive  comprese  fra  0  e  2  sia  pari  o  dispari  (art.  418) 
si  incontreranno  naturalmente  i  numeri 

1,-1,-6,  -12  ,  -26  ,  -51=f(2). 

Presentando  questi  una  sola  variazione  il  teorema  di  Laguerre 
ci  dice  che  1'  equazione  (4)  ha  una  radice  positiva ,  ed  una  sola, 
superiore  a  2. 

8.  Come  altro  esempio  si  applichi  il  teorema  di  Budan  a  ricer- 
care un  limite  superiore  del  numero  di  radici  positive,  comprese 
fra  2  e  4-  X,  dell'equazione:  ic*—8aj*4-3a5*— 435—1=0. 

Si  costruirà,  secondo  il  metodo  di  Horner  (art.  340),  il  quadro: 

1-1      1-2  -5 
113      4 
13      9 
1      5 


di  cui  la  prima  orizzontale  ci  dice,  pel  teorema  di  Laguerre,  che 
il  numero  di  tali  radici  è  uguale  od  inferiore  a  3;  nel  mentre  che 
la  diagonale  ci  dice,  pel  teorema  di  Budan ,  che  1*  equazione  ha 
una  sola  radice  superiore  a  2. 

§  5.0  —  Teorema  di  Starm. 

440.  Sturm  è  giunto  pel  primo  a  costruire  una  successio- 
ne di  funzioni 

tali  che  la  perdita  di  variazioni  che  essa  subisce  passando 
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da  un  valore  a3=a  ad  un  valore  x=^  (P>a)  sìa  eguale  pre- 
cisamente al  numero  delle  radici  reali  distinte  di  f(x)  =  0 
comprese  fra  a  e  p. 

Le  prime  due  funzioni  f(x)  ed  fi(x)  altro  non  sono  che 
il  primo  membro  dell'  equazione  e  la  sua  prima  derivata 
f(x)j  che  ora  indicheremo  per  simmetria  con  fi{x).  Le  altre 
funzioni  si  costruiscono  come  segue.  Per  /2(5c)  si  prende  il 
resto  (con  segno  cambiato)  della  divisione  di  f{x)  per/j(a?); 
per  f^ix)  il  resto  (  con  segno  cambiato  )  della  divisione  di 
y\(a?)  per  f^i^)  e  cosi  di  seguito;  cosicché  si  hanno  le  rela- 
zioni: 

f{x)  =  9i(aj)/i(a?ì  -  Ux) 

hip^)  =  <Ps(^)/3(^)  -AN 


A-2H  =  9&-i(«)A-i(^)  -  A(«)  1  fk(^)  =  Cost. 

nell'ultima  delle  quali,  poiché  i  gradi  dei  resti  vanno  dimi- 
nuendo sempre  almeno  di  una  unità  (cfr.  art.  280),  si  può 
ritenere  che  l'ultimo  resto  /^(cc)  sia  una  costante  C. 

Inoltre,  ammettendo  per  ora  che  l'equazione  proposta  non 
abbia  radici  multiple  ,  possiamo  anche  ritenere  che  questa 
costante  C  sia  diversa  da  zero.  Infatti  l' essere  questa  co- 
stante diversa  da  zero  è  la  condizione  necessaria  e  sufficiente 
(art.  280)  perchè  le  due  funzioni  f{x)  ed  /^(x)  sieno  prime 
fra  loro;  cioè^  che  è  lo  stesso,  perchè  le  due  equazioni  f(x)=0 
ed  f-{x)=0  non  abbiano  radici  comuni;  ossia,  dunque,  è  la 
condizione  (art.  241)  perchè  f(x)  =  0  non  abbia  radici  mul- 
tiple. 

441.  Ciò  posto  passiamo   a  dimostrare    che   la  perdita  di 
variazioni  che  subisce  la  serie  di  funzioni 

f(x)  ,  fi(x)  ,  4(x)  ,  ... ,  f,(x)  (2) 

COSÌ  costruita^  passando  dal  valore  x  =  a  al  valore  x  =  ^  , 
(3  >  a),  é  precisamente  eguale  al  numero  delle  radici  reali 
di  f(x)=0  comprese  fra  a  e  p. 

A  tale  oggetto  è  essenziale  di  notare  che  le  funzioni  (2) 
godono  delle  due  seguenti  proprietà  fondamentali. 

Capelli. — Algebra  complementare.  80 
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l.o  Due  funzioni  consecutive  della  serie  (2)  non  si  possano 
annullare  per  uno  stesso  valore  di  x. 

Supponiamo  infatti ,  se  è  possibile ,  che  si  avesse  pw  un 
certo  valore  a  di  x: 

/i(«)  =  0  ,  /<+,(«)  =  0. 
Poiché  dalle  (1)  si  ha  la  relazione  identica: 

si  avrebbe  in  particolare 

/i(a)  =  ?i-ri(a)/.+i  W  -  fi^i{^)  » 

d'onde  si  dedurrebbe,  essendo  per  supposto  /i(a)=O,/,,n(a)=0, 
dover  essere  altresì  /^^2(^)-^-^ssendo  ora/,^.i(a)=O,/,,|.2(a)=0, 
si  dimostrerebbe  similmente  dover  essere  /i+jla)  =  0 ,  e 
cosi  procedendo  si  concluderebbe  finalmente  che  dev'essere 
f^[cC)  =  0.  Ma  ciò  è  assurdo,  poiché  f^ix)  è  una  costante  di- 
versa da  zero. 

2.0  Se  una  funzione  di  Sturm  si  annulla  per  x=a,  le  due 
funzioni  della  serie  (2)  che  la  comprendono  prendono ,  per 
x=a,  valori  di  segno  opposto.  Dalle  relazioni  (1)  si  ha  in- 
fatti : 

/i-i(«)=<Pi(«)/i(a)-/;-+i(a). 
Di  qui  si  vede  che,  se  f,(a)  =  0,  si  ha 

/i-i(a)  =  -/i+iCa) 

cioè  appunto  che  le  due  funzioni  fi^i(x)  ed  /i+i(«?)  che  com- 
prendono fi{x)  hanno  segni  opposti  per  x=a. 

442.  Venendo  ora  alla  dimostrazione  del  teorema  notiamo, 
come  si  è  fatto  pel  teorema  di  Budan,  che,  facendo  crescere 
la  X  da  a  verso  ^,  le  funzioni  di  Sturm  allora  soltanto  pos- 
sono subire  cambiamenti  di  segno,  quando  la  x  attraversi  un 
valore  speciale,  che  annulli  qualcuna  di  queste  funzioni.  Inol- 
tre ,  con  ragionamento  identico  a  quello  tenuto  pel  teorema 
di  Budan ,  si  riconosce  che ,  se  x  attraversa  una  radice  a 
(semplice,  per  supposto)  dell'  equazione  proposta  /(jc)=  0,  la 
serie  di  Sturm  perderà  (al  secondo  posto)  una  variazione. 

Se  dunque   noi    dimostreremo  che    la  serie  di  Sturm  non 
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perde  alcuna  variazione  quando  la  x  passi  per  un  valore  7 
che  annulli  un'  altra  qualunque  delle  funzioni  (2) ,  è  chiaro 
che  il  teorema  enunciato  resterà  stabilito  completamente. 

Supponiamo  infatti  che  la  x  attraversi  un  valore  y,  per  il 
quale  si  abbia  /,(y)  =  0,  e  confrontiamo  al  solito  i  valori 

fi^ii-X  -  h)  ,  /,(T  -  h)  ,  /,,i(ir  -  h)  (a) 

coi  valori 

fi-iiy  +  h)  , /i(Y  +  h) ,  fi^^i^  +  h).  (b) 

In  ^irtù  della  prima  proprietà  (art.  441)  delle  funzioni  di 
Sturm,  essendo  /^(y)  =  0,  sarà  invece: 

fi-i  (y)  J  0  ,   f,+,(7)  <  0 

onde,  per  h  abbastanza  piccolo,  i  due  numeri 

/.•-i(Y  -  h)  ,  fi.,(t)  ,  /..iCy  +  h) 
avranno  egual  segno  e  cosi  pure  i  tre  numeri 

Ma,  per  la  seconda  proprietà,  fi^ii"^)  ed  /i+.i("f)  hanno  se- 
gni opposti;  avranno  dunque  segni  opposti  anche  /t_i(Y  —  h) 
6cl  /y+iVY— ^)7  come  pure  avranno  segni  opposti  fi^i(p(+h)  ed 
fi^ii'^+h).  Poiché  ora  nella  terna  (a)  i  termini  estremi  hanno 
segni  opposti,  è  chiaro  che,  qualunque  sia  il  segno  del  ter- 
mine intermedio,  questa  terna  presenterà  una  variazione  se- 
guita da  una  permanenza,  ovvero  una  permanenza  seguita 
da  una  variazione;  cioè  in  complesso  avrà  una  sola  varia- 
zione. Per  la  stessa  ragione  anche  la  terna  (6)  avrà  una 
sola  variazione.  Non  e'  è  dunque  né  perdita  né  guadagno  di 
variazioni  passando  da  (a)  e  (6)  c.d.d. 

443.  Ci  resta  ora  a  far  vedere  che  il  teorema  di  Sturm 
vale  anche  nel  caso  che  f(x)  =  0  abbia  radici  multiple.  Sol- 
tanto vedremo  che  allora  il  numero  delle  variazioni  perdute 
dalla  serie  di  Sturm  passando  da  a  a  ^  indica  semplicemente 
il  numero  delle  radici  reali  distinte  di  f(x)-0  comprese  fra 
a  e  p  senza  tenere  alcun  conto  del  loro  grado  di  multipli- 
cità. 

Se  /  (aj)  ha  radici  multiple,  ciò  equivale  a  dire,  come  sap- 
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piamo,  che  f{oc)  ed  fi{x)  hanno  un  massimo  comun  divisore 
^{x)  almeno  di  primo  grado. 

Da  quanto  poi  si  è  visto  sulla  ricerca  del  massimo  comun 
divisore  di  due  funzioni  e  dall'  ispezione  del  quadro  (1),  che 
serve  appunto  a  questa  ricerca,  segue  poi  che  anche  le  fun- 
zioni f 2(^^)1  fsi^))  —  ?/fc_i(2c)  saranno  tutte  divisibili  per  ^{x)'^ 
anzi  r  ultima  di  queste  fii^i(x)  coinciderà  appunto  con  tj^(aj), 
nel  mentre  che  la  costante  /^(a?)  riescirà  eguale  a  zero. 

Se  dunque  poniamo: 

f(x)  =  ^(x) .  F(x)  ,  f,{x)  =  ò{x).F,(x),...,  f^Jx)  =  ^{x),    (3) 

sostituiamo  nelle  (1)  e  dividiamo  quindi  tutte  lo  prime  k—2 
eguaglianze  per  ^(as),  otteniamo  le  identità: 

F  (x)  =  cf,(x)F,(x)  ^  F,{x) 

F^(x)  =  ^2(^)F,(x)  -  F,{x) 

F,{x)  =  ^s(.^)F,{x)  -  F^{x)  (1)' 


mediante  le  quali  le  funzioni 

Fix)  ,  F^{x)  ,  F,{x)  , ... ,  F^..,ix)  ,  1  (2)' 

SI  trovano  nelle  stesse  condizioni  di  quelle  considerate  nei 
precedenti  articoli,  e  soddisfano  quindi  alle  stesse  due  pro- 
prietà fondamentali.  Inoltre  se  y  è  radice  multipla  di  /(ac)=0, 
essa  è  soltanto  radice  semplice  di  F(x)  =  0  (art.  293-294)  e 
non  è  affatto  radice  di  F^(x)  =  0.  Si  arriverà  dunque  alle 
stesse  conseguenze  ;  cioè  che  il  numero  di  radici  reali  di 
F{x)  —  0  (o,  che  è  lo  stesso,  il  numero  di  radici  reali  distinte 
di  f(x)  =  0)  comprese  fra  a  e  ^  è  uguale  al  numero  delle 
variazioni  che  perde  la  successione  (2)'  passando  da  ic=aad 
x=^.  Ma  dalle  (3)  si  vede  che  i  segni  della  successione  (2)' 
coincidono  (ovvero  sono  tutti  opposti)  coi  segni  della  suc- 
cessione 

secondochè  ^{x)  ha  segno  positivo  0  negativo.  In  ogni  cuso 
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si  vede  che  le  variazioni  e  permanenze  di  quest'ultima  suc- 
cessione coincideranno  con  quelle  della  successione  (2)'.  Resta 
cosi  dimostrato  quanto  si  voleva,  poiché  si  ritorna  cosi  pre- 
cisamente alla  successione  (2),  della  quale  soltanto  si  deve  tra- 
scurare Tultimo  termine  /^Csc)  che  è  ora  identicamente  uguale 
a  zero. 

444.  Volendo  conoscere  il  numero  preciso  delle  radici  reali 
dell'equazione  proposta  f(x)-=Oj  basterà  sostituire  nella  serie 
di  Sturm  5c=— oo  ed  a?=-f  oo  e  vedere  quante  variazioni  si 
perdono  passando  dall'uno  all'  altro  valore. 

Poiché  i  gradi  delle  funzioni  di  Sturm  vanno  successiva- 
mente diminuendo  almeno  di  un'unità,  cosi  è  chiaro  che  il 
numero  delle  funzioni  di  Sturm  non  può  mai  essere  supe- 
riore ad  n-f-1.  Affinchè  poi  1'  equazione  abbia  le  sue  radici 
reali  e  distinte ,  è  necessario  primièramente  che  il  numero 
delle  funzioni  di  Sturm  sia  proprio  w-f-1,  poiché  'altrimenti 
non  si  potrebbero  perdere  n  variazioni  passando  da  —  oo  a 
-f-Qo.  Oltre  a  questa  condizione  poi.  deve  verificarsi  l'altra^ 
che  i  coefficienti  dei  termini  di  più  alto  grado  delle  funzioni 
di  Sturm  siano  tutti  dello  stesso  segno.  Siano  infatti 

i  primi  termini  delle  funzioni  di  Sturm. 

Per  «:=— e» ,  queste  funzioni  prenderanno  i  segni  dei  loro 
primi  termini;  onde  presenteranno  appunto  n  variazioni  sol- 
tanto se  a ,  6 ,  e ,  ...  sono  dello  stesso  segno. 

Per  ic=-f-x  questi  primi  termini  riesciranno  poi  allora  tutti 
dello  stesso  segno.  Le  n  variazioni  saranno  cosi  perdute  pas- 
sando da  — QO  a  +00  e  l'equazione  avrà  tutte  le  radici  reali. 

445.  Se  una  delle  funzioni  di  Sturm  ^  p,  es.  ,  £i(x) ,  non 
cambia  mai  di  segno  per  tutti  i  valori  x  compresi  fra  a  e 
p,  per  calcolare  il  numero  di  radici  reali  comprese  fra  a  e 
P  basterà  operare  come  se  la  serie  di  Sturm  si  componesse 
delle  sole  i+1  funzioni: 

f(x)  ,  fi(x)  ,  fgCx) , ... ,  f,(x). 

È  questo  un  corollario  quasi  evidente  della  dimostrazione 
fatta  all'art.  442.  Esso  può  avere  molta  importanza  pratica, 
perchè  potrà  in  molti  casi  far  risparmiare  il  calcolo  delle  ri- 
manenti funzioni  fi+i(x)  ,  fi+^i^)'*} 
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Aggiungeremo  un'  altra  osservazione  riguardante  V  ulti- 
ma funzione  di  Sturm,  la  quale,  come  si  è  visto  è  una  co- 
stante. 

Per  l'applicazione  del  teorema  non  è  necessario  conoscere 
il  valore  di  tale  costante,  ma  basta  conoscerne  il  segno.  Ora^ 
segue  evidentemente  dalla  prima  delle  due  proprietà  fonda- 
mentali (art.  441),  cui  soddisfano  le  funzioni  di  Sturm,  che 
questo  segno  è  opposto  a  quello  che  assumo  la  terzultima 
funzione  per  quel  valore  di  x  che  annulla  la  penultima,  che 
è  in  generale  di  primo  grado  in  x.  Nella  pratica  sarà  per 
lo  più  conveniente  calcolare  in  questo  modo  il  segno  della 
funzione  costante. 

Vote  ed  Esercizi. 

1.  Prendendo  Tequazione  del  terzo  grado  (come  è  lecito)  sotto 
la  forma: 

f{x)-xH3hx-\-g-0 

si  trovano  per  le  altre  funzioni  di  Sturm  le  seguenti: 

Ux)=xHh  ,  Ux)=-2hx-g ,  Ux)=-(g^-4h^). 

In  base  a  ciò  trovare  le  condizioni  perchè  1'  equazione  abbia 
tutte  le  radici  reali,  ovvero  tutte  reali  e  positive ,  ovvero  tutto 
reali  e  negative. 

2.  Se  neirequazione  generale  del  quarto  grado 

aa3*+46a5^-f6ctc2-f-4(Za3fc=0  (1) 

si  fa  la  trasformazione:  y=ax-\'b,  essa  prende  la  forma  (ofr.  Gap. 
VII,  §  7,  Note): 

dove 

Hz=ac-h^  ,  J=ac-46cZ+3c*  ,  G=a^d-3uhc+2h\ 

Ponendo  inoltre:  Jr=ace+2ftc<J— arf^—cò*— e*  si  trovano,  per  f{y)—0^ 
le  altre  funzioni  di  Starm: 

My)=-(2HI-3aJ)y-GI ,  /^(y)=/»-27  J"». 

3.  Dare  le  condizioni  perchè  la  (1)  abbia  tutte  le  radici  reali 
(ovvero  tutte  complesse).  j 
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4.  Sylvester  ha  dato  le  espressioni  effettive  delle  n  fanzioni  di 
Stunn  relative  al  Inequazione  generale,  del  grado  n,  f(x)r=.Oy  sotto 
forma  di  fanzioni  simmetriche  delle  sue  radici ,  che  indicheremo 
qui  con  «  ,  /S  ,  f  ,  ...  ,  X.  Supposto,  per  semplicità,  ohe  il  coefficiente 
di  05**  in  f(x)  sia  preso  eguale  all'  unità  e  indicando  per  brevità 
con  ^{a,h,,..^k)  il  prodotto  dei  quadrati  delle  differenze  delh) 
quantità  a,  &, ... ,  k  combinate  due  e  due,  cosicché,  p.  es., 

A(a,  p)=(a~?)»,  A(a,  ?,  ■r)=(a-?)*(«-T)*(P-T)*."v 

si  hanno  le  formolo  seguenti: 

/  (a;)=(a;-a)(a:-p)(x-Y)(a;-8)  ...  (x-\) 

A(x)='^{x-^){x-^){x-S)  ...  (x-X) 


dove: 


Mx)=^y,  A(«,  p)-(x-v)(x-5)...(x-X) 


fzio^)=r-  Zj  ^(«.  P.  t)-(x-5)...{x-X 


A» 


Xj  = />!*  Pi  =  « 

2 


(2) 


essendo  (3) 

X,  =  (^3y     .  1^3  =  2  A(a,  p,  T) 


Ommettiamo,  perchè  alquanto  lunga  ,  la  dimostrazione  di  que- 
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ste  forinole  ,  che  può  leggersi  nel  Cours  d'  Algebre  Supérieure  di 
Serret  (Section  II,  Chap.  IV) 

L^ultìma  costante  Pn'=bJ^^  ,  p  ,  7  , ... ,  X)  non  è  altro  che  il  di- 
scriminante (art.  258)  deir  equazione  f(x)=:0. 

Fatta  astrazione  dai  coefOiGienti  —  ,   —, ...  che  sono  tutti  pò- 

sitivi,  perché  quadrati  di  quantità  reali,  i  coefficienti  delle  più 
alte  potenze  di  x  nelle  f  ,fi  ,  /g  ...  coincidono,  come  si  vede  dalle 
(2),  con: 

Affinchè  l'equazione  f(x)=:0  abbia  tutte  le  radici  reali  e  distinte  è 
dunque  necessario  è  sufficiente  (art.  444)  che  le  costanti  (4)  siano  tutte 
positive  e  diverse  da  zero. 

5.  In  modo  affatto  simile  a  quello  tenuto  all'  art.  260  per  il 
calcolo  del  discriminante  tutte  le  costanti 


1       1 

a     p 


Pz 


=y 


111 


a 


p     7 


a2   p  72 


2 


si  potranno  esprimere  con  le  somme  semplici: 

Si=za*+^*+-^'+ ...  +X< 

applicando  la  regola  del  prodotto  di  due  matrici  analoga  a  quella 
pel  prodotto  di  due  determinanti. 
Si  troverà  cosi  che: 


P2 


SoS, 
Si  S2 

1   JP3  = 

Sq  Si  S2 
Si  S2  S^ 

1  i>4  = 

$Q  Si  S2  S^ 

Si  S2  s,  s. 

^2  ^3   ^4 

^2    ^S    ^4  S, 

Ss  S^  S,  S, 

§  6.0  —  Sopra  alcune  classi  di  equazioni 
a  radici  tutte  reali. 

447.  L'  equazione  in  z: 


a^i  —  OLiZ 


a 


12 


^21     ^22      ^2^  ••• 


a 


In 


a 


^«1      ^n2 


2n 


^nn  —  ^n« 


=  0 


(1) 
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in  cui  aij^aji  e  le  a^/ag,...  ,a^  hanno  tutte  lo  stesso  segno, 
ha  le  sue  radici  tutte  reali. 

Supponiamo  infatti  che  z  sia  una  radice  di  (1).  Si  potran- 
no determinare  (art.  135)  dei  numeri  reali  o  complessi,  non 
tutti  nulli,  2Ci  ,  «2  >  •••  »  ^n  *^^^  ^^  avere: 

(«11  -  a^z)Xi  +  «12^2  +  -  +  ^m^n  =  ^ 

«21^1  +  («22  ""  «2^)  aJ2  +  ...  +  tl2na?n  =  ^  (2) 


Se  indichiamo  con  x\  ,  cc'g  j  •••  7  ac'n  ^^^P*  ^  numeri  com- 
plessi coniugati  ad  cc^ ,  «g  , ... ,  a;„  ,  segue  dalle  (2)  moltipli- 
cate risp.  per  x\  ,  x\  , ... ,  sc',^  e  sommate: 

5  a,jX\Xj  -  ^(aiCCiX'i  +  ...  +  Ctn^nX^n)  =  ^'  (p) 

Poiché  ora  ac^as',  =  mod  aj^-  ed  i  numeri  ccj  ,  aig  , .».  non  sono 
tutti  nulli,  ed  oltre  a  ciò  "le  «i ,  «2  »  •••  Iranno  tutte  ugual  se- 
gno, è  chiaro  che  la  quantità  \a^x^x\-\-,.,-^OL^x^^x^^)  è  sem- 
pre reale  e  diversa  da  zero.  D'altra  parte  la  somma 

•         m 

è  del  pari  reale  poiché,  ogni  termine  a^X(xK^  si  può  somma- 
re col  termine  aj^XjX^j  che  gli  è  conjugato  essendo  afj  =  aji. 
L'  equazione  (3)  ci  darà  dunque  evidentemente  per  z  un  va- 
lore reale  c.d.d. 

447.  Steno  a+pi  ,  •y+oi,...  ,X+|/.i  delle  quantità  complesse 
nelle  quali  i  coefficienti  di  i  hanno  tutti  lo  stesso  segno.  Se 
si  ponga: 

n(x~à-gi)=(x-.a--gi)(x-Y-Si)...(x-).-iJii) 

=i^(x)-hiO(x)  (1) 

l'equazione:  pF(x)-f-qO(x)=0,  in  cui  p  e  q  sono  numeri  reali ^ 
arbitrari^  ha  tutte  le  sue  radici  reali  *. 


*  Questo  teorema  è  di  Hermite.    La   dimostrazione  qui    data  è 
di  Laguerre  (1.  e.  Nota  5.*). 
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Invero  quest'equazione  può  mettersi  sotto  la  forma: 

{p-iq)  •  n(a:-a— Pi)+(p+ig)  •  IT(a2-a+Pi;=0 

d'onde  si  deduce: 

modII(a?— a— ^i)=modII(cc— a-l-^?^.  (2) 

Ciò  posto,  supponiamo  che  3C=Z+  Ti  sia  una  radice  di  (1) 
e  che  Y  sia  diverso  da  zero.  Se  il  segno  di  Y  coincide  con 
quello  delle  p  ,  y  ,  ... ,  [Jl;  poiché: 

mod2(ar-a-pi)=(X-a)2+(y-p)« 
mod2(cc-a+pi)=(X-a)2+(r+p)« 

si  avrà  evidentemente 

mod(a5— a— Pt)<mod(aj— a+PO,... 
e  quindi 

ITmod(cc  ~  a— pi)  <  lImod(a;— a+ pi). 

Se  invece  Y  ha  il  segno  opposto  a  quello  delle  p,  7, ... ,  p, 
si  concluderebbe  similmente  che: 

IImod(x— a— p?')>ITmod(a5— a+pi). 

In  entrambi  i  casi  il  risultato  sarebbe  in  contraddizione 
colla  (2). 

448.  Altre  classi  importanti  di  equazioni  a  radici  tutte 
reali  sono  quelle  che  servono  di  base  alla  teoria  delle  coor- 
dinate ellittiche  e  a  quella  delle  funzioni  sferiche.  Ma  di  que- 
ste abbiamo  già  avuto  occasione  di  trattare  nel  §  2®  (Note 
4-6)  e  nel  §  30  (Note  3  e  4). 

Vote  ed  Esercisi. 

1.  L^equazione  delPart.  446  ha  importanza  capitale  nel  proble- 
ma di  ridurre  una  forma  quadratica  data: 

.  • 
alla  forma 

/=?iV  +  P»^«*+-  +  PA*  (1)' 
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mediante  una  sostituzione  lineare  ortogonale  (ofr.  Cap.  VII  §  2^ 

Note): 


(2) 


(2)' 


essendo  le  p,  ,  p^  >  *••  »  Pn  à.Q\ÌQ  semplici  costanti. 

Per  le  proprietà  delle  sostituzioni  ortogonali  le   (2)  risolute  ri- 
spetto alle  X  danno: 

X,  =  a^x^  +  PjSCg  4- ...  +  )ijCC^ 

Sostituendo  questa  espressione  di  X^  nell^equazione: 

P  A-  =  («jia:i+«i2a^2  +  -  +  ^in^n)  •  ^i 
+  (021X^+0.22X2  +  ...  +  Ogn^jJ  •  ?» 


(3) 


+  («nl^l  +«n2^2+  -  +  ^nn^n)  '  \ 


che  si  deduce  da  (1/  derivandone  i  due  membri  parzialmente  ri- 
spetto ad  of^ ,  e  identificando  quindi  i  due  membri  di  (3),  viene: 


Pi«»  =  «l]*i+«2lPi+  -  +«nl^i 
Pt?t  =  «1 2^1+^22?»  "^■  -  +«n2^i 

PÀ  =«ln«*+«2nPi+-  +«nn^t' 


W 


Da    questo    sistema    si    deduce    ora    eliminando    (  art.  135  )  le 
*»  >  Pf  »  Ti  '  •••  >  ^'i  • 


«11  -  Pi     « 


21 


...  a 


ni 


=  0 


fl|2      «22 ""Pi  •••  «»< 


a 


In 


*2n 


«nn  -  Pi 


(5> 


Segue  dalVart.  446  che  quest^equazione  avrà  tutte  le  sue  n  ra- 
dici reali.  Le  n  costanti  fi  >  pa  >  *•'  •  f^  hanno  dunque  valori  reali 
che  si  determineranno  mediante  la  risoluzione  della  (5). 

Per  ogni  radice  p^  cosi  trovata  si  determineranno   poi  i  corri- 


i 
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spondenti  coefS^cienti  *(  ì^ì  t  ••« ,  Yì  mediante  le  (4)  e  mediante  IV 
quazione 

a,«+P^*+ ...  +Xi»=l 

necessaria  per  Tortogonalità  della  sostituzione  (2).  £  chiaro  che 
si  troveranno  per  le  «i; ,  /S^- ,  ... ,  X^  dei  valori  reali.  Di  tali  sistemi 
di  valori  non  ne  esisteranno  in  generale  che  due,  cioè 

2.  Al  problema  algebrico  della  nota  precedente  corrisponde  in 
geometria  il  problema  di  determinare  gli  assi  delle  coniche  e  delle 
quadriche. 

Supposto,  per  fissare  le  idee  n=3.  Inequazione  di  una  superficie 
del  2°  ordine,  in  ordinarie  coordinate  cartesiane,  è  della  forma: 

Si  prenderà  in  questo  caso 

r  ■»  rf  t  -  > 

J=l  1=1 

Applicando  dunque  alPequazione  (6)  la  sostituzione  ortogonale 

.  a^2=?i^i +.32X2+^3X3,  (7) 

che  si  può  interpretare  (  cfr.  Gap.  VII,  §  2.o  Nota  8»  )  come  una 
rotazione  degli  assi  coordinati  intorno  alPorigine,  essa  prenderà 
la  forma: 

PiZi«+?,X2»+p3Z3HBiX,+BjZ,+SjZ3+c=0.  (8) 

TI  questa  Vequazione  della  quadrica  (6),  quando  in  luogo  delle  eoor' 
dinate  x^^ ,  x^  ,  x,  si  prendono  come  coordinate  de  X,  ,  X,  ,  X3  rela- 
tive alla  terna  di  rette  cgndotte  per  la  primitiva  origine  parali^- 
mente  ai  tre  assi  della  quadrica, 

8.  Se  si  esegue  dopo  ciò  anche  la  sostituzione: 

^?l  ^?2  2?3 
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che  si  può  interpretare  come  uno  spostamento  degli  assi  coordi^ 
nati  parallelamente  a  se  stessi  (essendo  F^ ,  F^ ,  Fg  le  nuove  coor- 
dinate), la  (8)  prenderà  finalmente  la  forma: 


Pir,«  +  p,r/  +  p3V  +  c=o 


dove 


-  «  -  (^ 


2L^'  ^  /h.\ 


2 


+ 


^  ''  WJ 


+ 


(II.) 


(10) 


(11) 


Lia  trasformazione  (9)  cade  in  difetto  soltanto  quando  una  delle 
Pi  y  Piìpz  abbia  il  valore  0;  cioè,  come  appare  dalla  (5),  quando: 


a 


11 


^12       ^13 


^21       ^22       ^23 


a 


31 


a 


32 


d 


33 


=  0 


È  questo  il  caso  in  cui  la  quadri ca  non  ha  centro  {paraboloide 
ellittico  od  iperbolico  a  seconda  dei  segni  di  f 2  ^  Ps  ?  essendo  p,=0). 

Se  le  P11P21P9  sono  tutte  diverse  da  zero,  si  avranno  a  secon- 
da dei  loro  segni  le  diverse  specie  di  quadriche  dotate  di  centro 
(ellissoide,  iperboloide  a  una  falda,  iperboloide  a  due  falde). 

4.  Dimostrare  che  l'equazione  (1)  dell'art.  446  moltiplicata  per 
una  costante  reale  opportunamente  scelta  può  prendere  la  forma 
più  semplice 


^11-2!     «12 


...  a 


In 


a 


21 


«22     ^  •••  ^2n 


a 


ni 


a 


n2 


•••  ^«n     ^ 


=  0 


cosicché  i  due  tipi  di  equazioni  sono  perfettamente  equivalenti. 
5.  Per  la  formola  di  Moivre  si  ha: 

(  cos  -  -\- 1  sin  -  )  =  cosa  4- 1  sin  a 
V      n  71/ 

/      a      .   .    ay 

I  cos- 4- z  sm  -  I  =  cosa— i Sina. 

\      n  n' 

Dividendo  queste  equazioni  membro  a  membro  e  ponendo 


a 
n 
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se  ne  deduce: 

/l+ia\'*_l-httga\ 


\l—ix)        1— itga/ 


Dimostrare  (cfr.  Lagnerre  I.  e.  Nota  Y*)  che  quest^oltiina  equa- 
zione in  d?  ha  tutte  le  sue  radici  distinte  e  reali.  A  tale  oggetto 
si  noti  che  da  quest'  equazione  segue  che: 

mod(l  +ix) =mod(l— ix). 


CAPITOLO  X. 


RISOLUZIONE  NUMERICA  DELLE  EQUAZIONI  * 


§  l.o  —  Determinazione  di  limiti  che  comprendano  le 
radici  reali  positive  (  o  negrativei  )  di  un'  equazione 
a  coefficienti  reali. 

449.  Data  un'equazione  a  coefficienti  reali 

f{x)  =  Qqx'^  +  a^x^'^  -f  ...  +  a^_^x  +  a^  =  0  (1) 

ci  proponiamo  di  determinare  un  numero  positivo,  possibil- 


*  Come  si  è  già  detto,  noi  ci  occuperemo  soltanto  della  ricerca 
delle  radici  reali  delle  equazioni  a  coefficienti  reali.  Del  resto  la  ri- 
cerca delle  radici  complesse  di  un'equazione  qualunque  /(a)=0  a 
coefficienti  reali  o  complessi  si  riconduce  sempre  al  caso  che  noi 
tratteremo. 

Posto  infatti  z=aj-i-i\v,  si  abbia,  separando  in  f(z)  la  parte  reale 
da  quella  imaginaria: /(ic+t^)=^(a5  ,i/)4-tU(ic,  y).  Se  «  è  radice  del- 
Teqnazione,  dovrà  essere: 

9(x,t/)^0     e     ^{x,y)=.0  (1) 

e  si  tratterà  di  trovare  le  coppie  di  valori  reali  di  a;  ed  ^  che 
soddisfano  a  queste  due  equazioni. 

Poiché  i  coefficienti  cp  e  t};  sono  reali ,  eliminando  fra  le  due 
equazioni  una  delle  due  *  incognite,  p.  es.  y,  si  troverà  come  risul- 
tante in  X  un'equazione 

JS(x)=0 

a  coefficienti  reali  ;  e  di  quest^  equazione  si  dovranno  cercare  le 
sole  radici  reali.  Ad  ogni  valore  reale  di  x  che  la  soddisfa  corri- 
sponderà in  generale  un  solo  valore  reale  y  che  si  determinerà  come 
radice  comune  alle  due  equazioni  (1). 
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mente  piccolo,  il  quale  superi  tutte  le  radici  positive  della 
(1),  o,  come  si  dice,  un  limite  superiore  delle  radici  positi- 
ve di  (1). 

Noi  supporremo,  come  è  sempre  lecito,  che  il  primo  coef- 
ficiente Oq  deir  equazione  sia  positivo  (  poiché  in  caso  con- 
trario basterebbe  moltiplicare  tutta  Tequazione  per  —1.  Al- 
lora, se  anche  tutti  gli  altri  coefficienti  dell'equazione  fos- 
sero positivi,  l'equazione  non  potrebbe  evidentemente  avere 
radici  positive,  poiché  per  x  positivo  f(x)  prenderebbe  evi- 
dentemente un  valore  positivo    e   diverso   da  zero.  Sia  dun- 

• 

que  a^(k  ~^  n)  il  primo  coefficiente  negativo  (diverso  da  zero). 
0,  in  altri  termini,  poiché 

apO ,  «1  >  0 ,  a2>  0 ...  a»-!  >  0  ;  Afe  <  0 

sia  k  il  numero  dei  coefficienti  consecutivamente  positivi  (  o 
nulli)  a  cominciare  da  a^.  In  tale  supposto,  se  A  indichi  il 
valore  assoluto  del  massimo  coefficiente  negativo  delVequazio- 

k 

ne  (t),  l'espressione  1+  \/ —  ci  darà   un   limite   superiore 

delle  radici  positive  di  guest'  equazione, 

450.  Invero  aggiungendo  e  togliendo  alla  funzione  intera 
f{x)  la  somma  Ax^^'^-^-Ax^'^'^^  ,„  +Ax+A  si  può  scrivere 
identicamente: 

f(x)=aQx''+a^x''-'^-i-...-^af,_^x'''^-^H[(A+aj,)x'*''^ 

poiché  -4(cc^~^-fa;'*""*~^  -f  ...  -h  cc-f-1)  é  una  progressione    geo- 

1— aj^"'*'*'^ 

metrica,  che  ha    per  somma  A • 

\—x 

Se  ora  in  questa  espressione  di  f(x)  sostituiamo  per  x  un 
numero  positivo  ,  la  parte  contenuta'  nella  parentesi  quadra 
riuscirà  certo  positiva,  perché  è  una  funzione  di  a;  i  cui  coef- 
ficienti sono  positivi,  essendo  essa  la  somma  di  un  numero  po- 
sitivo ^  e  di  numeri  a^,a;,^i , ...  i  quali  o  sono  anch'essi  pò- 
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sitivi,  o  se  non  negativi,  hanno  sempre  un  valore  assoluto  mino- 
re di  A  per  l'ipotesi  fatta  sul  numero  A.  Se  inoltre  supponia- 
mo di  prendere  d'  ora  innanzi  se  >  1,  sarà  positiva  anche  la 

parte  — -  :  e  finalmente  notiamo  che  sarà  anche  certamente 
ce— 1 

positiva  la  parte  a^x^''^-\-a2X^^^-\-, .  .+«fc_i2c**"'*'^*,  poiché  i  k 
coefficienti  ctoì^u  ^2  i  •••  >  ^k-i  ^^  sono  supposti  tutti  positivi. 
Se  indichiamo  dunque  con  x  il  numero  positivo 

a^aj**-!  +  ...  +  aj^^^x'"^-^^  +  [{A  +  a^K'^^ 
possiamo  scrivere: 


e  riducendo 


as— 1 


aj~l 


+  T. 


Se  nel  secondo  membro  trascuriamo  la  parte  positiva  t,  si 
avrà  dunque  algebricamente: 

/(-)> ^zi ^ 

e,  se  in  luogo  del  numero  positivo  x*"*  scriviamo  il  numero 
positivo  più  piccolo  (a?— 1)*"^,  si  avrà  algebricamente  a/or- 
tiori 

/(,)  > L_ ?ii  .  (2) 

Esaminando  ora  il  secondo  membro  si  vede  che  il  fattore 
Capelli. — Algebra  complementare,  31 
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a^x**"*"*^*  ed  il  denominatore  ac— 1  sono  positivi,  cosicché  Tin- 
tero  secondo  membro  sarà  positivo  semprechè  sia  positiva  la 

A 

quantità  fra  parentesi  (a:—!)''" ,  cioè  semprechè  si  abbia 

«0 


(x-l)»>f. 

«0 


o,  che  è  lo  stesso, 

k 


X 


k 


Se   dunque  x"^!  +  \l-:-,  si  avrà: 

A 
-  >  0. 


a«a:"-*+* 


|(»-.,.-li 


x-1 
e  quindi  a  fortiori  in  virtù  della  (2): 


k 


f(x)>0,  per  a?-  1-h  J— .  (3) 

Ciò  posto,  se  a  sia  una  radice  positiva  di  f(x)=0 ,  si  do- 
vrà avere 


k 

a<l  + 


a/^' 


poiché,  se  si  avesse  a>>l4--i/ —  ,sene  dedurrebbe  in  vir- 

tu  della  (3); 

/(«)>0, 

il  che  è  assurdo,  giacché  si  ha  invece  /(a)  =  0  essendo  per 
supposto  a  una  radice  di  f{x)  =  0.  Il  teorema  enunciato  al- 
l'art. 1  resta  cosi  dimostrato. 
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451.  Esempio. — L'equazione: 

8a;^  +  5aj5-i0a;4_i8.x~100  =  0 

ha  tre  cofficienti  consecutivi  positivi  (o  nulli)  a  cominciare 
dal  primo,  che  sono  i  coefficienti  delle  potenze  x^^  x^j  x^.  Si 
ha  dunque  in  questo  caso  fc  =  3  ,  il  =100,  onde  si  può  pren- 
dere come  limite  superiore  delle  radici  positive 

3  s  3 


e  quindi  a  fortiori  si  può  prendere 

3 

L  =  1  +  V27  =  4. 

Le  radici  positive  dell'  equazione  sono  dunque  tutte  più 
piccole  di  4. 

452.  Il  metodo  esposto  si  può  spesso  applicare  con  più 
vantaggio  decomponendo  il  primo  membro  deirequazione  in 
una  somma  di  più  funzioni  intere. 

Supponiamo  infatti  per  fissare  le  idee  che  l'equazione  pro- 
posta sìa  messa  sotto  la  forma 

f{x)  =  cpi(aj)  +  ^^{x)  -f-  93(x)  +  t:i^{x)  =  0  (4) 

dove  le  9  sono  quattro  funzioni  intere  di  as  a  coefficienti 
reali  col  primo  coefficiente  positivo.  Se  \  è  il  numero  di 
coefficienti  consecutivi  positivi  in  o-^{x)  a  cominciare  dal  pri- 
mo, A^  il  valore  assoluto  del  suo  massimo  coefficiente  nega- 
tivo, «1  il  suo  primo  coefficiente  e  poniamo 

si  avrà  per  la  f or  mola  (3): 

9i(5c)  >  0    per    x  ^L^* 

Se  ora  L^  ^  L^  ,  L^  sono  i  limiti  analogamente  calcolati  per 
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92(^)  7  93  (^)  ì  94(^)7  si  avrà  similmente: 

92(^)  >  0    per    x>  L^ 

<?8((c)  >  0    per    x>L^ 

o^(x)  >  0     per    X  >  L^ 
quindi,  se  Z/  è  il  maggiore  fra  i  quattro  numeri L^^jL^^L^^L^^ 

si  avrà    a  forti  ori  per  x  >  L: 

9i(aj)  +  92(*)  +  93(^)  +  94(35)  >  0 
cioè  per  la  (4) 

f{x)  >  0    per     x>  L 

d'onde  si  conclude  come  all'art.  450  che  Z*   è  un  limite  su- 
periore delle  radici  positive  di  f(x)=0. 

Il  limite  L  cosi  calcolato  può  riuscire  molto  più  piccolo 
di  quello  che  si  troverebbe  applicando  direttamente  alla  fun- 
zione f{x)  il  teorema  dell'art.  449,  parche  si  faccia  opportu- 
namente la  decomposizione  di  f(x)  in  una  somma  di  più 
parti. 

453.  Per  rischiarare  tutto  ciò  con  un  esempio   prendiamo 
l'equazione  stessa  di  poco  fa,  che  scriviamo  come  segue  : 

(4a;7  -  100)  4-  (4a;'  -  lOaj^)  +  (5(xfi  -  ISsc)  =  0 

si  ha  cosi 

3 4 

Di  questi  tre  numeri  il  maggiore  è  il  primo,  onde  si  può 
ritenere 

7 6 3 

L  =  1  +  V25  <  1  +  V26  =  1  -I-  s/ò. 

Le  radici  positive  dell'  equazione  sono  dunque  tutte  più 
piccole  di  3. 
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•  454.  Limite  inferiore  delle  radici  positive.  Per  determinare 
un  limite  inferiore  delle  radici  reali  positive  di/(5c)=0,  cioè 
un  numero  possibilmente  grande  più  piccolo  di  tutte  le  ra- 
dici positive,  sì  costruisca  la  trasformata  a  radici  recipro- 
che ponendo  x  =  -  (art.  349)  e  si  determini  un  limite  supe- 

riore  L^  delle  radici  positive  di  questa  trasformata.  Si  avrà 
allora,  se  y  è  una  radice  positiva  della  trasformata  che  cor- 
risponde  ad  una  radice   positiva  x  della   proposta,  y  <  L\ 

cioè    -  <  V,  Si  ha  dunque 

X 

1 
X  >  —  , 
^  L'  ' 

il  che  equivale  a  dire  che  —r  è  un  limite    inferiore    delle 

radici  positive  di  f(x)=0. 

455.  Limiti  per  le  radici  negative.  Se  sull'equazione  pro- 
posta /(aj)=0  si  fa  la  trasformazione  a  radici  eguali  e  di  se- 
gno contrario  ac  =  —  y,  e  si  determinano  due  limiti  uno  infe- 
riore e  Taltro  superiore  X  e  A  che  comprendano  fra  loro  tutte 
le  radici  positive  della  trasformata,  si  avrà  per  ogni  radice 
positiva  y  (che  corrisponde  ad  una  radice  negativa  x  della 
proposta) 

X  <  y  <  A, 

onde 

-A<-y<-X, 

ossia  : 

—  A  <  se  <  —  X. 

Si  hanno  cosi  due  limiti  —  A  e  —  X  che  comprendono  fra 
loro  tutte  le  radici  negative  di  f(x)=0* 

456.  Metodo  di  Newton.  Per  ottenere  un  limite  superiore 
delle  radici  positive  dell'  equazione  (1)  si  cerchi  un  numero 
a  pel  quale  /(a),  /'(^),  /"(^t),...  riescano  tutte  positive. 
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Poiché: 

fioi  +  h)  =/(a)  +  h^-^  +  h^  -^  +  ... 

si  avrà  allora,  per  k  positivo,  /(a  +  ^)  >  0.  Ciò  significa  ap- 
punto che  il  numero  a  è  un  limite  superiore  delle  radici  po- 
sitive di  f(x)  =  0, 

Volendo  applicare  il  metodo  di  Newton  si  comincierà  a  ri- 
cercare il  più  piccolo  numero  intero  ^  per  il  quale  la  fun- 
zione f^*^'^\x)^  che  è  di  primo  grado  in  aj ,  riesce  positiva. 
Si  sostituirà  questo  numero  in  /^'*"^^(aj), /^^~^^(aj),...  finché  si 
trovi  una  derivata /^'^^ (ce)  la  quale  per  a?  =$  riesca  negativa. 
Si  aumenterà  allora  §  di  tante  unità  quanto  è  necessario 
perchè  f^^\x)  riesca  positiva.  Sia  $'=;-f-^  il  nuovo  numero 
cosi  ottenuto.  L' importanza  pratica  del  metodo  di  Newton 
sta  in  ciò  che  questo  nuovo  numero  5'  renderà  positive,  a 
maggior  ragione  ,  anche  le  derivate  che  già  si  erano  consi- 
derate prima,  poiché  p.  es. 

/(''+i)(5+7»)=/(*+i)(5)+'i/(***'(5)+- 

Si  potrà  quindi  procedere  allo  stesso  modo  sostituendo  5  ' 
nelle  derivate  /^*~^^  ,  f^^~^\„.  ed  aumentandolo  all'occorrenza 
appenaché  si  trovi  una  derivata  che  prende  valore  negativo. 

457.  Esempio.  Sia  l'equazione: 

/^ac) = a;*-6xH8aj2-}-.6aj-4=0. 
Si  ha  : 

\f'\^)  =  3aj2-  9x-  -h  4,  ^f'"{x)  =  2x  -  3. 

Si  vede  che  /'"(ce)  é  positiva  per  a;  =  2;  ma  perché  sia  po- 
sitiva anche  /"(ce)  bisogna  poi  aggiungere  un'unità  e  pren- 
dere x=3.  Per  x=3  si  trova  che  /'(a?)  ed  f(x)  riescono  po- 
sitive. Il  numero  3  é  dunque  il  limite  superiore  cercato. 

Questo  risultato  é  prefeiibile  a  quello  che  si  avrebbe  ap- 
plicando il  metodo  dell'  art.  449  ,  secondo  il  quale  si  sa- 
rebbe trovato  come  limite  superiore  6. 
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[Note  ed  Esercisi.. 

1.  Per  la  determinazione  di  un  limite  superiore  delle  radici  po- 
sitive di  un^equa2none  data  si  hanno  molti  differenti  metodi.  Dal 
punto  di  vista  teorico  è  a  tutti  preferibile  il  metodo  di  Newton. 
Sarà  però  più  comodo  nella  pratica  di  applicare  dapprima  il  me- 
todo dell'  art.  449  e  ricorrere  al  metodo  di  Newton  soltanto  nel 
caso  in  cui  il  limite  cosi  ottenuto  sembrasse  troppo  grande. 

2.  Si  applichino  i  due  metodi  a  trovare  dei  limiti  per  le  ra- 
dici positive  e  negative  dell'equazione: 

30a;«-10a;^-40xH200x2-150aj-100. 

8.  Se  nell'equazione  data  ogni  coefficiente  negativo  si  prenda  posi- 
tivamente e  si  divida  per  la  somma  di  tutti  i  coefficienti  positivi  che 
lo  precedono,  il  più  grande  dei  quozienti  così  ottenuti  accresciuto  di 
un'unità  è  un  limite  superiore  delle  radici  positive. 

Questo  metodo,  di  facilissima  applicazione,  è  anche  spesso  ado- 
perato nella  pratica. 

4.  Dati  i  polinomi: 

(fQ{x)=aQX^-ta^x^-{-a2X  ha^ 


si  ha,  per  la  regola  di  Kuffini,  essendo  a  un  numero    qualunque 
(che  supporremo  positivo): 

Da  quest'  identità  apparisce  che  se  il  numero  *  rende  positive 
%(a)  ,  ^iC-»)  ,  . . ,  ^k-iW  >  ^/i(^)»  ^^  funzione  ^/^(x)  sarà  positiva  per  tutti 
i  valori  di  x  superiori  ad  <x  e  crescerà  col  crescere  di  x. 

Di  qui  segue  evidentemente  che  il  numero  «  soddisfacente  a 
queste  condizioni  è  un  limite  superiore  delle  radici  positive  di 
tutte  le  equazioni: 

(Pi(aj)=0  ,  cp2(aj)=0 ,  ... ,  cpfc(«)=0. 

Si  ha  cosi  un  altro  metodo  per  determinare  un  limite  superiore 
delle  radici  positive  dell'equazione 
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Esso  consiste  nel  prendere  un  numero  a  per  il  quale  91(2)  sia 
positivo  ed  accrescere  poi,  occorrendo»  questo  numero  successiva- 
mente finché  riescano  positive  tutte  le  quantità  <Pi(»)/p2(«),."  j^»(*)* 
L'ultimo  valore  di  «  cosi  ottenuto  sarà  il  limite  superiore  cercato. 

Questo  metodo,  analogo  a  quello  di  Newton,  è  stato  proposto 
da  Laguerre  per  la  grande  comodità  di  calcolo  che  esso  presenta, 
potendosi  calcolare  assai  facilmente  i  successivi  valori  ifj(«),i'2(«i)... 
mediante  la  regola  di  Bufoni: 

?k(a)=a?ft-i(a)+a;,. 

§  2.0  —  Separazione  delle  radici  reali  di  un*eqaazione 

a  Goeffloienti  reali. 


458.  Per  procedere  alla  determinazione  delle  radici  reali 
di  un'equazione  data /(a;)  =  0  a  coefficienti  reali,  si  comin- 
cierà  dal  determinare  (con  uno  dei  metodi  del  §  prec.)  due 
limiti  l  ed  L{l<L)  possibilmente  vicini  allo  zero  entro  i 
quali  cadano  tutte  le  radici  reali  dell'equazione. 

Fatto  ciò  si  passerà  alla  cosi  detta  separazione  delle  radici 
reali.  Separare  le  radici  reali  dell' equazione /(a;)=0  significa 
assegnare  per  ogni  singola  radice  due  numeri  che  la  com- 
prendano fra  loro  ,  senza  comprendere  fra  loro  alcun  altra 
radice.  Cosi  per  es.,.se  l'equazione  abbia  tre  sole  radici  reali 
a ,  g  ,  Y ,  esse  si  diranno  separate  quando  si  siano  determi- 
nati p.  es.  due  numeri  c^  e  Cg  compresi  fra  i  limiti  l  ed  L 
in  modo  che  si  abbia: 

Z  <  a  <  Ci  <  p  <  Cg  <  Z/. 

Per  la  separazione  delle  radici  reali  è  specialmente  utile, 
nella  pratica  ,  il  teorema  di  Budan  sia  per  la  facilità  di  co- 
struire le  funzioni: 

f(x),f\x),f"(x),...,f^''K^)  (1) 

come  per  la  facilità  di  calcolarne  i  valori  (0  piuttosto  i  se- 
gni) per  valori  speciali  di  x. 

É  chiaro  infatti  che  i  segni  delle  (1)  coincidono  coi  segni 
dei  quozienti 

., .  fjix)  rM  f"'^'^ 
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i  quali  si  calcolano  facilmente    col  metodo   di  Horner  (arti- 
colo 340;. 

459.  Per  applicare  il  teorema  di  Budan  imaginiamo  diviso 
l'intervallo  compreso  fra  i  limiti  Z  ed  Zi  in  A:  intervalli  più  pic- 
coli (p.  es.  eguali  fra  loro)  mediante  Tintercalazione  di  certi 
numeri  a^  ,  a2  ,  a^  ...  af^_y  Ciò  posto  si  cominci  col  sostituire 
nella  serie  di  funzioni  (1)  una  volta  x  =  l  e  poi  x=ai  e  si 
veda  qual'  è  il  numero  \k^  di  variazioni  che  questa  serie 
perde  passando  da  x=l  ad  x-a^.  Diremo  allora  brevemente 
che  la  serie  di  Budan  perde  [JLj  variazioni  nell' intervallo 
compreso  fra  l  ed  a^.  Si  trovi  quindi  similmente  il  numero 
p,2  di  variazioni  perdute  dalla  serie  di  Budan  nel  secondo 
intervallo  fra  a^  ed  ag  ®  ^^si  di  seguito  fino  a  determinare 
il  numero  [jl^  di  variazioni  perdute  neirultimo  intervallo  fra 
^ft_i  ed  L.  Poiché  la  serie  di  Budan  non  può  avere  più  di 
n  variazioni  (detto  n  il  grado  deirequazione  proposta)  e  que- 
ste si  perdono  tutte  passando  da  —  oo  a  +  oo  senza  che  mai 
se  ne  guadagni  alcuna  durante  il  crescere  di  a;,  è  chiaro 
che  si  avrà  sempre 

l^i  +  :-'2  +  "-  +  l^ft  <^'  (2) 

Intanto  quelli  fra  gV  intervalli  l  ^  a^ '^  a^ ,  a2''^ ...  nei  quali 
non  avviene  perdita  di  variazioni  (;jl  =  0)  possono  senz'altro 
escludersi  da  ogni  ulteriore  esame,  poiché  è  certo  pel  teore- 
ma di  Budan  che  in  essi  non  può  trovarsi  alcuna  radice  dell'e- 
quazione. Esclusi  questi  intervalli,  resterà  un  certo  numero 
A  d'intervalli  per  ciascuno  dei  quali  avviene  la  perdita  di 
una  o  più  variazioni.  In  uno  qualunque  di  quest'  intervalli 
cadrà  certamente  almeno  una  radice  se  la  perdita  di  varia- 
zioni è  dispari;  in  caso  contrario  resta  dubbio  se  Tin  ter  vallo 
contenga  un  numero  pari  di  radici  ovvero  non  contenga  al- 
cuna radice. 

In  ogni  modo  il  numero  X  degli  intervalli  che  restano  ad 
esaminarsi  sarà  minore  di  n ,  come  segue  evidentemente 
dalla  (2). 

Se  ora  suddividiamo  ciascuno  di  questi  X  intervalli  in  k 
intervalli  ancora  più  piccoli  ,  avremo  in  tutto  \k  intervalli, 
dei  quali  si  escluderanno  come  sopra  quelli  in  cui  non  av- 
viene perdita  di  variazioni.  Resteranno  cosi  ad  esaminarsi  À' 
intervalli  e  per  la  stessa  ragione  di  poco   fa  si  avrà  X'  <  n. 

Cosi  procedendo  si  dovranno  esaminare  degrintervalli  sem- 
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pre  più  piccoli,  nel  mentre  che  il  numero  di  qiiest'  intervalli 
sarà  sempre  inferiore  o,  nel  caso  più  sfavorevole,  eguale  al 
più  al  grado  n  dell'equazione  proposta. 

Cosi  ad  esempio  se  l'equazione  sia  del  5^  grado  e  ,  dopo 
un  certo  numero  di  suddivisioni,  si  sia  giunti  a  suddividere 
l'intervallo  fra  Z  ed  L  in  1000  piccoli  intervalli  fra  loro  eguali, 
di  questi  1000  intervalli  soltanto  5  al  più  resteranno  ad  esa- 
minarsi, nel  mentre  che  degli  altri  sì  saprà  con  certezza  che 
non  possono  contenere  radici  dell'equazione. 

Impiccolendo  cosi  sufficientemente  gl'intervalli  si  giungerà 
necessariamente  dopo  un  numero  finito  di  suddivisioni  ad 
intervalli  abbastanza  piccoli,  perchè  in  ognuno  di  essi  sia 
compresa  una  sola  radice  distinta  dell'  equazione  proposta. 
Le  radici  si  troveranno  allora  separate. 

Supponendo  poi,  come  del  resto  è  sempre  lecito,  che  l'e- 
quazione non  abbia  radici  multiple,  sarà  facile  decidere  se  in 
uno  qualunque  di  questi  ultimi  intervalli  sia  compresa,  o  pur 
no,  una  radice.  Poiché,  se  vi  è  compresa  una  radice ,  f(x) 
dovrà  cambiare  di  segno ,  sostituendo  per  x  i  due  valori 
estremi  dell'  intervallo. 

460.  Se  l'equazione  abbia  due  radici  fra  loro  molto  vicine, 
0  se  in  grande  vicinanza  di  una  radice  dell'equazione  si  trovi 
una  radice  di  qualcuna  delle  derivate  ,  potrà  accadere  che , 
anche  spingendo  molto  innanzi  la  suddivisione  degl'  inter- 
valli resti  sempre  cionondimeno  qualche  intervallo  dubhioy 
pel  quale  cioè  la  serie  di  Budan  perda  più  di  una  varìazio- 
ne.  Nel  primo  caso  è  chiaro  che  questo  inconveniente  è  ine- 
rente alla  natura  stessa  del  problema.  Nel  secondo  caso  in- 
vece può  accadere  che  l' intervallo  da  esaminarsi  contenga 
già  una  sola  radice  dell'equazione  o  non  ne  contenga  affatto, 
e  potendo  avere  la  certezza  di  ciò  è  inutile  allora  di  prose- 
guire colla  suddivisione  dell'  intervallo,  mediante  il  quale,  se 
esiste,  si  troverebbe  già  complètamente  separata. 

È  importante  quindi  di  poter  conoscere  a  priori  un  limite 
inferiore  6  della  piccolezza  fino  alla  quale  sarà  necessario  di 
giungere  per  questi  successivi  intervalli.  A  tale  oggetto  ba- 
sterà determinare  un  numero  positivo  6  che  sia  più  piccolo 
della  differenza  che  intercede  fra  le  due  radici  reali  che  più 
sono  vicine  fra  loro.  Fatto  ciò  è  chiaro  che,  quando  gì'  in- 
tervalli ottenuti  colla  successiva  divisione  siano  divenuti 
eguali  o  più  piccoli  di  ò,  ogni  intervallo  non  potrà  compren- 
dere più    di  una  sola  radice   dell'  equazione  ;  perchè  ,  se  ne 
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comprendesse   due ,  queste    due  diflferirebbero    fra  loro    pe^ 
meno  di  6,  contro  il  supposto. 

A  questo  punto  sarà  dunque   inutile  procedere  colla  sud- 
divisione, poiché  per  accertare  se  F intervallo  contenga  o  no 
un'  unica  radice  dell'  equazione  basterà  V  esame  dei  segni  di 
(x)  par  X  eguale  ai  due  valori  estremi  dell'intervallo. 

461.  Per  determinare  questo  limite  o  cominciamo  dal  pre- 
mettere il  seguente  lemma: 

Se  A  è  il  massimo  modulo  dei  coefficienti  di  un'  equazione 
qualunque: 

aox^-f  a^x^-i-f  agX^-^  ^  ^^^  ^  ^^  ^^^  f  a^=0  (a) 

ed  a  una  radice  qualunque  reale  o  complessa  di  guest' equa- 
zione^  si  ha  sempre: 

modsLn               ,    zr  A+mod&f.  ,,. 

^     <  modOL'Z — ^  .  (6) 


A-i-modsij^  *^      mod8i^, 

Se  fosse  infatti  :  moda  T {^  ,  se  ne  dedurrebbe  (ar- 

^  -44-moda^ 

ticolo  224) 

moà\aQOL'^+a^OL^^^'{- ...  +a^_y^OL\<moda^ 

il  che  è  assurdo ,  poiché  essendo    a   radice  della    (a)   si  ha 
invéce  : 

aoa''+aia'*-^+  ...  +a^_^OL='-a^ 
onde 

modja(^a**+tiia**~^-f  ...  -l-a^_iaj=moda„. 

La  prima    delle    diseguaglianze    (b)  è  dunque  dimostrata. 
Per  dimostrare    la    seconda    osserviamo   che ,  se    a   è  radice 

della  (a),  —  sarà  radice  dell'equazione  a  radici  reciproche  (ar- 
ticolo 349): 

a^^x^']-an„^x^~^+  ...  -\-a^x^aQ=0 
onde  applicando  a  quest*equazione  la  prima  diseguaglianza. 
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già  dimostrata^  si  avrà: 

jmodao_  ^  ^^^  / J_\  ^      1 
-4+modaQ  Va/      moda 

d'onde  si  trae:  moda  < — - ,  che  è  appunto  la  seconda 

modtZQ 

diseguaglianza  (ò). 

462.  Ritorniamo  ora  alla  considerazione  di  un'  equazione 
a  coefficienti  reali  f(x)=0.  Se  ^q  è  il  suo  primo  coefficiente, 
che  al  solito  supporremo  positivo  ed  ^  è  il  massimo  valore 
assoluto  dei  coefficienti  negativi  e  positivi;  dette  ai,72,..-,a„ 
le  n  radici  di  /(a;)=0,  che  saranno  in  generale  parte  reali 
e  parte  complesse,  si  avrà  (^  =  1  ,  2  ,  3  ,  ...  ,  n) 

moda^.  <  l ,   per    l  = '  (3) 

Supponiamo  ora  che  sia  stato  calcolato  il  valore  del  di- 
scriminante (art.  258-260) 

A  =  n  (a^  -  «<)«  (4) 

dell'eq nazione  f{x)-0,  il  quale  può  sempre  considerarsi,  come 
sappiamo  ,  come  una  quantità  già  conosciuta  per  mezzo  dei 
coefficienti  dell'equazione.  Dalla  (4)  si  deduce: 

modi  =  n  [mod(a,.  —  a,)]^  (5) 

Ma  per  le  (3)  si  ha: 

mod(a;— a^)  <  moday+moda^<2Z; 

n(n — 1) 
quindi,  se  in  luogo  di  ognuno  degli   -^~ —  fattori  che  stan- 

mi 

no  nel  prodotto  (5) ,  ad  eccezione  di  uno  solo,  sostituiamo  la 
quantità  maggiore  (2Z;^,  che  verrà  cosi  ripetuta  come  fattore 


[?i(w— 1)      1       _        ,    ,     . 
— ^-^ — —1 1  volte,  deduciamo: 


modi  <  [mod(o[,  -  a,)]2 .  [(20^]     ^ 


nU-l)  ^  1 
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d'onde 


w  s         Vmodl 

mod(a^  -  «i)  >  ~^n-T) 

(20    2        ^ 

Poiché  A  è  un  numero  reale ,  il  suo  modulo  coincide  col 
suo  valore  assoluto  [A];  quindi,  se  aj  ed  a^  sono  due  radici 
reali  dell'equazione,  si  avrà: 


(.21)   '      ' 


d'onde  si  vede  che    il  secondo    membro    può  appunto  pren- 
dersi per  il  limite  inferiore  6  che  cercavamo  all'art.  460. 

463.  Se  il    grado   n   dell'  equazione    non  è  molto  grande, 
questo  limite  inferiore 


5=_41AL_  (6) 

n(n—\)  ^   ^ 

{21)-         ' 

non  riescirà  troppo  piccolo,  poiché  il  denominatore  della  fra- 
zione (6)  non  sarà  tanto  grande  in  confronto  del  numeratore. 
Bisognerebbe  però  eccettuare  il  caso  in  cai  sia  molto  pic- 
colo ÙL,  In  questo  caso  però  l'equazione  proposta  avrebbe  al- 
meno due  radici  molto  prossime  fra  loro  ,  poiché  sappiamo 
che  A=0  esprime  appunto  la  condizione  perché  1'  equazione 
abbia  almeno  due  radici  uguali;  cosicché  é  nella  natura  stessa 
della  questione  che  allora  la  suddivisione  in  intervalli  debba 
essere  protratta  fino  ad  intervalli  molto  piccoli. 


Note  ed  Esercisi. 

1.  E  appena  necessario  far  osservare  che  la  separazione  delle 
radici  di  (in^  equazione  data  si  potrebbe  effettuare  assolutamente 
allo  stesso  modo  applicando  il  teorema  di  Sturm.  Questo  metodo 
sarebbe  anzi  preferibile  dal  punto  di  vista  teorico  perchè,  ad  uno 
stadio  qualunque  della  successiva  suddivisione  degli  intervalli, 
non  resterebbero  mai  intervalli  dubbi.  Nella  pratica  si  suole  però 
dare  la  preferenza  al  teorema  di  Budan,  specialmente   se  V  equa- 
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zione  sia  di  grado  un  po^  elevato,  sia  per  la  mag^ore  facilità  di 
costruzione  delle  funzioni  di  Budan,  come  per  la  maggiore  faci- 
lità di  calcolarne  i  valori  per  valori  speciali  della  variabile.  D^al- 
tra  parte  conviene  osservare  che,  per  una  medesima  suddivisione 
in  intervalli ,  come  il  numero  degli  intervalli  che  resteranno  ad 
esaminarsi  applicando  il  teorema  di  Sturm  non  supera  mai  il  nu- 
mero delle  radici  reali  dell'  equazione  applicando  invece  il  teore- 
ma di  Budan  non  supererà  mai  il  grado  dell'equazione  ed  il  nu- 
mero di  quelli  fra  questi  intervalli  che  restano  dubbi  non  supe- 
rerà mai,  come  é  facile  riconoscere,  la  metà  di  detto  grado. 

2.  Se  l'equazione  sia  ridotta  (cfr.  art.  345)  ad  avere  tutti  i  coef- 
ficienti interi  ed  il  primo  coefficiente  uguale  all'  unità ,  si  potrà 
anche  prendere  in  luogo  del  limite  $  dato  dalla  (6): 


5  = 


»?(n — 1) 


(2Z) 


-1 


poiché  il  discriminante  A  sarà  pare  un  numero  intero  e  avrà 
quindi  un  valore  uguale  o  superiore  ad  1  (escludendosi  il  caso  di 
^=0,  cioè  il  caso  di  radici  multiple). 

In  questo  modo  si  semplifica  notevolmente  il  calcolo  di  $  ;  s^ 
ottiene  però  per  5  un  limite  in  generale  molto  più  piccolo  e  quindi 
meno  vantaggioso. 

3.  Per  avere  un  valore  del  limite  inferiore  5  ancora  più  conve- 
niente di  quello  dato  all'art.  462  si  potrebbero  calcolare  i  coeffi- 
cienti dell'  equazione  che  ha  per  radici  i  quadrati  delle  differenze 
delle  radici  della  proposta  (  cfr.  Gap.  YII.  §  8.°  Note  )  e  dedurne 
con  uno  dei  metodi  dati  al  §   1   un  limite   inferiore    delle  radici 

positive.  Il  calcolo  dei  coefficienti  di  quest'  equazione  [  di  grado 

n(n — 1)  . 

è  però  molto  laborioso    se    il  grado    n    della  proposta  è 


') 


un  po'  elevato.  Il  limite  da  noi  dato  si  fonda  sul  calcolo  del  solo 
ultimo  coefficiente  di  questa  trasformata ,  che  è  appunto  il  di- 
scriminante A  della  proposta. 

4. Separare   le  radici  dell'equazione 

che  sono  tutte  comprese  fra  —2  e  -|-2,  incominciando  col  sosti- 
tuire nelle  funzioni  di  Budan  i  valori  interi  x=— 2,  —1,  0,  1,  2. 
Con  ciò  resteranno  separate  tre  radici  comprese  risp.  negli  inter- 
valli (  —  1,  0)  ;  (0,  1)  ;  (1,  2).  Besteranno  a  separarsi  altre  due  ra- 
dici comprese  nell'  intervallo  (—2,  —1). 
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§  3.0  —  Applicazione  dol  calcolo  delle  differenze. 

464.  Se  f(x)  è  una  funzione  ben  determinata  della  varia- 
bile a?  ed  A  un  incremento  costante  ,  che  si  suppone  fissato 
una  volta  per  sempre^  la  differenza  f{x-\-h)'-f(x)  è  una  nuo- 
va funzione  di  x  che  si  suol  chiamare  la  differenza  prima 
di  f{x)  e  designare  col  simbolo  A/(a?). 

Il  simbolo  A  premesso  alla  funzione  f{x)  si  può  dunque 
considerare  come  un  simbolo  operatore  che  cambia  f(x)  in 
f{x'\-h)—fix).  Per  tal  ragione  col  simbolo  A^/(cc)  s'intenderà 
quella  funzione  che  si  deduce  applicando  due  volte  di  se- 
guito V  operatore  1  alla  funzione  f{x)j  cioè  la  differenza  pri- 
ma della  differenza  prima  di  f{x).  Questa  nuova  funzione  si 
chiama  brevemente  la  differenza  seconda  di  f(x).  Si  ha 
dunque: 

\'f{x)  =  ^[^fix)]  =  \\f{x  +  h)  -/(x)] 

==[/(a:-h2/i)-f(a?+7i)]-f/(x+/i)-/ix)]=/(x+2^)~2/(a;+/i)+/(a:). 

Analogamente  si  chiama  in  generale  differenza  k^^  della 
funzione  f'X),  e  si  indica  con  AV(a:),  quella  funzione  che  si 
deduce  da  f(x)  applicandole  k  volte  di  seguito  l'operatore  A. 

465.  La  differenza  k"™»  della  somma  di  due  (o  più)  fun- 
zioni è  uguale  alla  somma  delle  differenze  k^e  delle  singole 
funzioni, 

È  senz'  altro  evidente  che 

t^[j{x^+^{x)]^^f(x)^^^{x). 
Applicando  un'altra  volta  questo  principio  si  avrà  dunque: 

A^[/+<p]=A[A/tA?]=Ay+A*? 
e  applicandolo  ancora  una  volta 

e  cosi  di  seguito. 

466.  Se  f{x)   è  una  funzione  intera  del  grado  n  in  ce,  si 
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ha  pel  teorema  di  Taylor: 

f{x  +  h)  -f{x)  =  h  j  f'(x)  +  ^f"(x)  +  ^f"'ix)  +...  j 

onde  si  vede  che  la  prima  differenza  ^f(x)  è  un  polinomio 
in  X  del  grado  n— 1. 

La  seconda  differenza  sarà  quindi  una  funzione  del  grado 
n—2  e  la  k^^  differenza  sarà  una  funzione  intera  di  x  del 
grado  n—kj  poiché  ogni  applicazione  del  simbolo  operatore 
1  diminuisce  di  un'unità  il  grado  della  funzione. 

In  particolare  la  n"*»  differenza  di  f(x)  sarà  una  funzione 
intera  di  x  del  grado  0,  cioè  una  semplice  costante.  Le  ul- 
teriori differenze  (nH-l)"»»  ,  (n-f-2)™»',...  avranno  quindi  tutte 
il  valore  costante  0. 

467.  Quest'ultima  osservazione  riesce  preziosa  per  il  cal- 
colo pratico  dei  valori  che  assume  una  funzione  intera  f(x) 
per  una  serie  di  valori  di  x  procedenti  in  progressione  arit- 
metica ,  cioè  per  un  certo  valore  Xq  e  per  i  valori  Xq  -{•  h  , 
sCq  +  2/i ,  ...  ;  detta  h  la  ragione  della  progressione  aritmetica, 
che  si  sceglierà  appunto  come  incremento  costante  per  la 
formazione  delle  differenze  dei  diversi  ordini. 

In  luogo  di  scrivere: 

/W  > /(a=o+'^)  ./(a^o+SA)  ,  fix,+3h),... 
scriveremo  brevemente: 

Avendo  cosi  già  denotato  con  w,-  il  valore  speciale  che  as- 
sume f{x)  per  x=XQ-\-ih^  designeremo,  in  coerenza  a  ciò,  con 
^^u^  il  valore  speciale  che  prende  per  x^Xq-^ìH  la  differenza 

Possiamo  pertanto  costruire  il  quadro  seguente: 
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X 

f(<^) 

^f(x) 

A*/(a;) 

AWf(aj) 

Xo 

XQ+h 

XQ+2h 

XQ+Sh 

XQ+ih 

•  • 

•  • 

«0 
«1 
«2 
«8 
«4 

•  • 

•  • 

At/4 

•  • 

•  • 

AH 

A  «Mg 

AH 
AH 

•  • 

•  • 

e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 

(1) 


di  cui  la  legge  di  costmzione  numerica  è  semplicissima,  poi- 
ché i  numeri  di  una  stessa    colonna    non    sono   altro  che  le 
differenze  fra  i  numeri  successivi  della  colonna  precedente. 
Se  poniamo  infatti  per  brevità, 


si  avrà: 


A»-i/(x)=4.(x) 
A*/(x)  =  ^{x  +  A)  -  ^(x) 


(2) 
(3) 


Sostituendo  ora  in  quest'ultima  identità   in   luogo  di  ac  il 
valore  speciale  x^  +  ih  se  ne  deduce 

l\=f^{xQ-\-ih-\-h)—^(xQUh).  (4) 

Ma  d'altra  parte  sostituendo  nella  (2)  in  luogo   di  x  una 
volta  XQÌ-ih  e  poi  x^+ih-th  si  ha: 

^^-\  =  Ìj{xo  +  th)  (5) 

1""%^^  =  ^{xo  +  ih  +  h)).  (6) 

Dalle  (4)  ,  (5)  e  (6)  segue  dunque  appunto  che: 

468.  Sussistendo  fra  i  numeri  del  quadro    (1)  le  relazioni 
Capìii^ja— Algebra  complementare,  82 
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(6)  è  facile  vedere  che  i  numeri  del  quadro  stesso  si  po- 
tranno calcolare  per  mezzo  di  semplici  addizioni  appenachè 
si  conoscano  i  numeri  della  prima  orizzontale;  giacché  allora 
si  potrà  anche  considerare  come  conosciuta  completamente 
l'ultima  colonna  i  cui  elementi  sono  tutti  eguali^  come  si  è 
osservato. 

Quanto  poi  ai  numeri  della  prima  orizzontale  essi  si  de- 
termineranno mediante  semplici  sottrazioni  dopoché  si  siano 
calcolati  i  primi  n-i-1  numeri  della  prima  colonna:  Uq^u^^u^^^.u^^ 
essendo  n  il  grado  di  f(x), 

469.  Esempio.  Si  vogliano  calcolare  i  valori  che  prende  la 
funzione: 

per  i  valori  speciali  di  x: 

-1,0,1,2,3,4,5,6,7,... 

Colla  sostituzione  diretta  dei  primi  quattro  valori  in  f{x) 
si  troverà  subito: 

/(-l)=-5  ,/(0)=2  ,/(l)=5  ,/(2)=28. 
Si  avrà  cosi: 

Wi=      2     Ami=W2— Wi=  2     iiX=    20     1^^1=24 

(7) 
«/2=      5     Am2=^3""W2=23  A^%=24 

^3=    28  A3u3=24. 

Fatto  ciò  si  potrà  calcolare  u^  con  sole  tre  addizioni,  poi  - 
che  si  ricaverà  successivamente 

A2t/2=A%+A3t/i=20+24=44 

At/3  =Aw2  +A2m2=23+44=67 

W4  =  W3  -f  Awg  =28-1-67=95. 

Con  ciò  il  quadro  (7)  si  troverà  accresciuto  di  una  nuova 
diagonale,  cioè  diverrà: 
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X 

/(^) 

¥(^) 

Ay(x) 

l'fix) 

-1 

-5 

7 

-4 

24 

0 

2 

3 

20 

24 

1 

5 

23 

44 

24 

2 

28 

67 

% 

24 

3 

95 

24 

4 

24 

5 

24 

E  cosi  si  seguiterà  aggiungendo  allo  stesso  modo  tante 
diagonali  nuove  per  quanti  sono  i  numeri  della  prima  co- 
lonna che  si  vogliono  calcolare. 


(7) 


470.  Se  è  data  una  certa  funzione  intera  di  x: 

e   si  ponga  per  brevità  *: 

x{x—h){x—2h)„.{x-{\),-'l)h)=c^ 

è  facile  riconoscere  che  si  potranno  sempre  determinare  ed 
in  un  unico  modo  dei  nuovi  coefficienti  costanti  oLq  ,  di  ,  ... ,  ot,^ 
tali  da  aversi  identicamente: 


f{x)=aQX'''\-U^x'''-^-^  ...  -^C^n-l^+^n' 


(7)' 


Eguagliando  infatti  i  due  coefficienti  di  x^  nelle  due  espres- 
sioni (7)  e  (7)'  si  avrà  dapprima  «^=0^.  Eguagliando  i  coef- 
ficienti di  x^"^  si  avrà  un'  equazione   che   conterrà  soltanto 


*  Per  A=0  x^  coinciderà  appunto  coU'ordinaria  potenza  a^ 
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a^  ed  a^  e  farà  quindi  conoscere  il  valore  di  a^,  Egaaglianda 
poi  i  coefficienti  di  x^"^  si  avrà  un'  equazione  di  primo  grado 
in  (Xq  f  OL^  ,  «2  dalla  quale,  essendo  già  noti  a^  ed  a^  resterà 
determinato  in  modo  unico  il  valore   di  oc^  e  cosi  di  segnilo. 

471.  Ciò  posto  si  ha  per  la  definizione  di  i/(x): 

Ma: 

{x-{-hy—x^=(x+h)x{x—h)  ...  (x—{\L—2)h) 

—x{x—h) ...  (a?— (jii— 2)A)(a5— rpi— 1)A) 

_     (^> 

Quindi; 

lf(x)=.h  \naQX^^+  (n-1)  a^x^^^-\-  (  n-2  )a22c^^+...+a„.i|    (9) 
Vediamo  cosi  che:  il  rapporto  incrementale: 

^f{x)  ^  f(x+hyf{x) 

h  h 

8Ì  deduce  dalla  forma  (7)'  di  f(x)  precisamente  colla  stessa 
legge  di  derivazione  mediante  cui  dalla  forma  ordinaria  (7) 
di  f(x)  si  dedurrebbe  f '(x). 

472.  Prendendo  ora  la  differenza  prima  della  funzione  (9), 
che  sarà  eguale  a  Ay(cc),  si  avrà  immediatamente  applicando 
la  regola  di  derivazione  ora  dimostrata: 


2 


^f{x)=h^n{n-i)7^,x'''-^+in'-l)(n^2)a^x''-^'{-...-]-2a^^^\' 
Procedendo  allo  stesso  modo  si  troverà; 

AV(cc)=^«in(7i-l)(n-2)(ZoCc"^*^+...!  (10) 


e  per  ultimo 

AY(aj)=[2iao=[wao. 
473.  Se  con  ii^fiO)  intendiamo    quel    valore   speciale  che 
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prende  ^^f{x)  quando  si  ponga  x=0,  sostituendo  x=0  nelle 
(9;  e  (10)  si  trova: 

Mediante  queste  formole  si  potranno  calcolare  i  coefficienti 
^0  1  ^1  ì  ^2  •••  ^^^^^  forma  (7)'  di  f(x)  quindi  siano  dati  i  coef- 
ficienti dalla  forma  (7).  Sostituendo  poi  i  valori  delle  aQ,ai,... 
ricavati  dalle  (11)  in  (7)'  si  ha  la  formola: 


474.  Esempio.  Per: 

/(aj)=4a;3-2aj2-|-cc-h2 
si  è  già  trovato  alPart.  469  (dove  si  è  preso  h=i): 
/10)=2  ,  A/(0)=3  ,  A!f(0)=20 ,  à.^m=U. 

Si  ha  dunque  per  f(x)  la  nuova  espressione: 

3         20    «    24     3         2  1 

f(x)=2-\--x  +  -r7^x  -hr-CC  =4x  H-lOiT  +3a5f2. 
1  L±         [3 

ISTote  ed  Esercizi. 


1.  La  teoria  esposta  in  questo  §  può  avere  molta  importanza 
pratica  nei  calcoli  da  farsi  per  la  separazione   delle   radici  reali 

Infatti,  sia  che  si  applichi  il  teorema  di  Budan,  come  se  si  ap- 
plichi quello  di  Sturm,  potrà  occorrere  facilmente  di  dover  suddi- 
videre l'intervallo  compreso  fra  certi  valori  speciali  Xq  ed  a?,  in  un 
numero  molto  grande  di  intervalli  e  questi    si  prenderanno  ordi- . 
nariamente  tutti  eguali   fra  loro. 

Si  tratterà  allora  di  calcolare  i  valori  che  assume  una  stessa 
funzione  d;(a;),  appartenente  alla  serie  di  Budan  o  a  quella  di  Sturm, 
peri  valori  speciali  dì  x: 

'^0  y  Xq'tiI  j  Xq-j-^iIj  •»•  y  x^ 

essendo  h  la  grandezza  dei  nuovi  intervalli. 

8e  ora  m  sia  il  grado  di  ^(x) ,  basterà  calcolare  (  art.  468  )  le 
differenze,  a  base  k: 
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dopodiché  tutti  i  valori  speciali  ^(Xq-^ìH)  si  potranno  ottenere  per 
mezzo    di  semplici    operazioni  di   addizione. 

2.  È  utile  notare  che  l'ultima  differenza  ^'^^^{Xq)  è  uguale  (ar- 
ticolo 472)  al  primo  coefficiente  di  i^(x)  moltiplicato  per  [m.  Cosi, 
nell'esempio  dell'art.  469,  sapendosi  già  a  priori  che  a'wq=24,  po- 
teva bastare  il  calcolo  dei  tre  soli  valori /(—l)  ,/(0)  ,/(l).  Sarà 
però  vantaggioso  di  avere  eseguito  il  calcolo  nel  modo  che  si  era 
indicato,  in  quanto  che  si  potrà  avere  una  riprova  dell'esattezza 
dei  calcoli  fatti  verificando  che  l'ultima  differenza  calcolata  coin- 
cide effettivamente  col  detto  valore  già  conosciuto. 

8.  Per  maggiori  sviluppi  sulla  teoria  delle  funzioni  intere  dia? 

ordinate  secondo  le  potenze  x'*  ,  a;^~*,...  rimandiamo  al  §  che  se- 
gue, come  pure  alla  memoria:  V analisi  algebrica  e  V interpretazione 
fattoriale  delle  potenze  {Giornale  di  matematiche  di  Battaglini^  Tomo 
XXXI  ).  Osserviamo  in  tanto  fin  d'  ora  che  il  calcolo  delle  diffe- 
renze, trattato  secondo  quest'  ordine  d' idee,  conduce  ad  altri  teo- 
remi riguardanti  il  problema  della  separazione  delle  radici ,  che 
presentano  molta  analogia  con  quelli  già  esposti  nel  capitolo  IX. 

4.  Ci  limiteremo  qui  a  dimostrare  il  teorema  seguente  che  con- 
tiene in  sé  come  caso  particolare  la  regola  dei  segui  di  Cartesio 
(che  si  dedurrà  facendo  ^=0). 

Data  Inequazione: 


dove 

£C^=x(x-h)(x-2h)...(x— (IJL— l)h)  ,  h>0, 

il  numero  delle  sue  radici  reali  positive  maggiori  di  (n— l)h  non  puh 
superare  il  numero  delle  variazioni  di  segno  nella  serie  dei  coefficienti 

^j  >  ^1  ?  *2  '  •  •  •  »  *>»  ^  »  *^  **^  ^  inferiore  ,    ne   differisce    di   un  numtro 
pari. 

Basterà  dimostrare  che  se  un  polinomio: 


aoiK^+aiOs"*-! +  ,..+«„  (1) 

si  moltiplica  per  «— p,  essendo  p>mh,  e  si  ordina  quindi  il  risul- 
tato secondo  le  potenze  a?*""*"^  ,  x"^  ,  i»***""^  , ...  il  numero  di  varia- 
zioni nei  coefficienti  del  nuovo  polinomio  supera  sempre  di  nn 
numero  dispari  di  unità  il  numero  delle  variazioni  che  si  aveva- 
no nel  polinomio  (1). 
Sia  infatti: 

l'equazione  proposta  in  cui  si  siano  messi  in  evidenza  i  fattori 
lineari  corrispondenti  alle  radici  p^  ,  p^  ,  ...  ,  jj,  maggiori  di  (n— 1)A. 
Supposto  dimostrato  quanto    si  è  detto    or   ora  ,    ciascuna   delle 
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variazioni 


^{x)  ,  4*(aj)(iB-?i) ,  K^Xx-g^Xx-p^)  , ... 


ordinata  come  la  (1)  conterrà  un  numero  dispari  di  variazioni  in 
più  della  precedente.  Quindi  il  numero  delle  variazioni  che  già 
esistevano  in  (LCa?)  si  troverà  accresciuto  ,  dopo  la  moltiplicazio- 
ne per  (as— Pi)  (a?— p^) ...  (»— p,  )  di  \-{-2k  essendo  k  un  intero  po- 
sitivo o  nullo. 

5.  Per  completare  la  dimostrazione  ci  rimane  a  far  vedere  che 
il  polinomio  (1)  ha  un  numero  dispari  di  variazioni  in  meno  del 
polinomio  analogo  che  si  ottiene  sviluppando  il  prodotto  di  (1) 
per  (x — p). 

Questo  sviluppo  è  il  seguente: 


m 


H-(w-l)/taj 
-P«i 


,w-i 


X"    *  +  OC3 

-P«2 


cc^-H..+0 


+  0(3) 


Ciò  posto,  siano  ordinatamente: 


^r  ì  ^s  y  ^t  >  •••  )  ^pL 


(4) 

quelli  fra  i  coefficienti  di  (1)  nei  quali  accadono  le  variazioni, 
cosicché  p.  es.  i  coefficienti  compresi  fra  a  ed  a^  hanno  tutti  lo 
stesso  segno  di  a^  opposto  a  quello  di  a^.  Nello  sviluppo  (3)  si 
ha  al  posto  del  coefficiente  a^  il  coefficiente 

«f + 1  (w-^-hl)^— p  !  a^_i 

che  avrà  però  lo  stesso  segno  di  a^  poiché  a^^^  è  di  segno  oppo- 
sto a  quello  di  a^  e  la  parentesi  \(m  —t -\-l)h  —  'p\  ha  valore  ne- 
gativo per  V  ipotesi  fatta  p  I>  mh. 

Se  si  considera  finalmente  che  l'ultimo  coefficiente  dello  svi- 
luppo (3) ,  cioè  — pflfli ,  ha  segno  opposto  ad  o^, ,  e  quindi  anche 
opposto  al  segno  dell'ultimo  coefficiente  a  di  (4) ,  si  vede  che  i 
coefficienti  dello  sviluppo  (3)  presenteranno  in  ognuno  dei  posti 
corrispondenti  agli  indici: 

r  ,  s  ,  ^ ,  ...  ,  JJL  ,  m+1 

altrettante  variazioni,  alle  quali  so  ne  potranno  aggiungere  an- 
che altre  (sempre  però  evidentemente  in  numero  pari)  provenienti 
dai  segni,  che  non  conosciamo,  dei  coefficienti  di  (3)  compresi  fra 
il    posto  r"^°  ed  il  posto  s™^,  ovvero  fra  Vs^°  ed  il  t^^  ecc. 

E  dunque  chiaro  che  i  coefficienti  di  (3)  presenteranno  un  nu- 
mero di  variazioni  eguale  a  quello  della  successione  (4)  aumen- 
tato di  un  numero  pari  di  unità  c.d.d. 
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6.  Tenuto  conto  delle  formolo  dell'  art.  d73  il  teorema  ora  di- 
mostrato si  può  anche  enunciare  cosi: 

Il  numero  delle  radici  positive  dell'equazione^  di  grado  n ,  f(x)-=0, 
che  sono  maggiori  di  (n— l)h  non  può  superare  il  numero  delle  va- 
riazioni contenute  nella  successione 

f(o) ,  Af(o)  ,  A«f(o) A<»)f(o) 

dove  le  differenze  s'intendono  riferite  alVincremento  finito  h. 

Il  teorema  di  Budan  ci  darebbe  invece  come  lìmite  superiore 
di  questo  stesso  numero  di  radici  (che  sono  poi  le  radici  comprese 
fra  nh  Q  +00)  il  numero  di  variazioni  della  successione: 

f{{n-m)  ,  f'{(.n-l)h)  ,/"((n-l)A),.,.,/W((7i-l)A). 

7.  Si  deduca  come  corollario  del  teorema  ora  dimostrato  che: 
il  numero  delle  radici  positive,  comprese  fra  0  6  k,  dell'equazione 

aox'*+aix'*"i+...+a^_iX+a„=0  (5) 

non  può  superare  il  numero   delle  variazioni   contenute  nella  succes- 
sione 

cp(o)  ,  19(0)  ,  ^^9(0)  ,  ...  ,  A^(?(o) 

essendo 

cp(x)=aQ+aiX+a2X^4-...+a^x'* 

e  Vincremento  h  con  cui  sono  costruite  le  differenze  H  essendo  preso 

eguale  ad —  • 

(n-l)k 

8.  Si  deduca  ancora  come  corollario  un  limite  superiore  delle 
radici  di  /(a5)=0  comprese  fra  due  numeri  qualunque,  espresso  dal 
numero  delle  variazioni  di  un'  unica  successione  di  differenze  di 
funzioni  determinando  opportunamente  l'argomento  delle  funzioni 
e  l'incremento  h  delle  differenze. 

§  4.0  —  Altri  teoremi  sul  calcolo  delle  differenze. 

475.  Da  quanto  si  è  esposto  nel  §  precedente  già  appa- 
risce che  per  mettere  in  completa  evidenza  la  perfetta  ana- 
logia fra  le  diff'erenze  dei  diversi  ordini  di  una  funzione  f{x) 
e  le  sue  derivate  ordinarie  f'(x)  ,  f"{x)  ,  .  .  . ,  conviene  con- 
siderare in  luogo  della  semplice  diflPerenza  A/(2c)  il  rapporto 
incrementale  : 

¥(^)  _  f(x+h)  -f(x)  ^^ 
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Noi  chiameremo  questo  rapporto  la  prima  derivata  a  dif- 
ferenza finita  h  della  funzione  /(a?),  per  distinguerlo  dall'  or- 

dinaria  derivata  f{x)  e  la  indicheremo  con  f(x)* 

È  chiaro  che,  facendo  tendere  h  allo  0,la  derivata  a  differenza 
finita  h  tende  a  confondersi  (art.  219)  coirordinaria  derivata 
f\x).  Si  può  dunque  considerare  la  /'(ce)  come  il  caso  par- 
ticolare di  f{x)  che  corrisponde  ad  /i=0  ;  o  meglio  si  potrà 
dire  che  f  {x)  è  la  derivata  a  differenza  infinitesima  di  f{x)  *. 


476.  Prendendo  di  f(x)  un'altra  volta  la  derivata  a  dif- 
ferenza finita  h  si  avrà  la  seconda  derivata  a  differenza  "fi- 
nita h  che  si  indicherà  similmente  con  f'(x)  ;  e  si  avrà 
evidentemente  : 


fi^^)  = __  = 


In  generale,  si  indicherà  con  f^^^ix)  la  k!^  derivata  a  dif- 
ferenza finita  h  di  /(ce)  ;  e  si  avrà  : 

A''/(x) 


y(*,(a.)  =  ^',  (2) 


477.  Ciò  premesso,  la  legge  di  derivazione  delle  funzioni  in- 
tere si  può  enunciare  allo  stesso  modo  sia  che  si  tratti  di 
derivata  a  differenza  finita  h  ovvero  di  derivata  ordinaria. 
Soltanto,  in  quest'ultimo  caso  si  applicherà  la  legge  di  de- 
rivazione alla  funzione  /(se)  ordinata  secondo  le  potenze  or- 
dinarie di  ce,  nel  mentre  che  nel  primo  caso  s'intenderà  ap- 
plicarla ad  /(ce)  ordinata  secondo  le  potenze  cc^  ,   cc'*~^ ,  .  . 

Invero,  se  sia  data  la  funzione  intera  di  grado  n  : 
/(ce)  =  «oCc'^  +  a^ce^"^  -f  a^x^~^  ^  •  •  ^n 

_  _  (3) 


*  Invero  il  rapporto  incrementale  (1)  non  avrebbe  senso  per  ^=.0. 

/(ic+0)  —  f{x) 
Però  si  considererà  il  simbolo come  1'  equivalente 

di  lim  •^AJlLp^ij'  =  /'(^). 
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si  ha: 

f{x)  =  lim  -^  =  na^x^^  +  in-'l)a.x^^  +  .  .  .  (4) 

ed  affatto  analogamente  (art.  471)  : 

A/tx) 


f{x)  =  ^^  =  noox'»-!  +  (n  -  l)aia^-«  +  . . .         (5) 

fi 

Dì  qui  si  deduce  ora  colla  stessa  legge  di  derivazione  : 


f"(x)  =  n{n  -  l)ao£c'*-2  +  (n  -  1)  (n  -  2)aiSc'*-3  +  . . .  (6) 
e  cosi  di  seguito. 

478.  A  questo  punto  è  importante  di  osservare  che  la  per- 
fetta analogia  fra  i  due  processi  derivativi  ha  per  conse- 
guenza una  perfetta  analogia  fra  molti  teoremi  dell'  algebra 
ottenuti  colPuso  delle  derivazioni  ordinarie  ed  altri  teoremi 
ottenuti  colFuso  delle  differenze  finite.  Ciò  dipende  dal  fatto 
che,  oltre  alla  perfetta  simiglianza  dei  due  processi  deriva- 
tivi si  ha,  come  già  si  è  notato  (Gap.  II,  §  3.o  Note),  una 
completa  simiglianza  fra  lo  sviluppo  della  potenza  ordinaria 
del  binomio  : 

(X  +  yT  =  X»  +  (i)*"- V  +  (aja^^-V  +  . . ,        (7) 

che  è  la  prima  base  del  calcolo  algebrico,  e  lo  sviluppo  della 
potenza  : 

(x  +  yf  =  x»  +  (f)  x~^y  +  (^)  x~Y  +  •  •  •     (8) 

Si  ha  cosi  evidentemente  una  categoria  assai  estesa  di 
teoremi  algebrici  i  quali  non  cessano  di  esser  veri  qualora 
nel  loro  enunciato  si  sostituisca  ad  ogni  potenza  x**  la  po- 
tenza corrispondente  x'*=x(x— h)(x— 2h)..(x— (n~l)h)  e  ad  ogni 
derivazione  ordinaria  la  corrispondente  derivazione  a  diffe- 
renza  finita  h. 

479.  Come  prima  applicazione  importante  di  questo   prin- 
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cipio  ci  sarà  lecito  di  scrivere  senz'altro  la  seguente  forinola: 


A^^y>A^)+yfi?^)  +  '^f'i^)  +  ^f"i.^)  +  ••  (i) 

la  quale  altro  non  è  che  l'ordinaria  forinola  di  Taylor  inter- 
pretata nel  nuovo  modo. 

Invero  la  formola  di  Taylor  è  stata  da  noi  dedotta  (art.  94- 
96),  partendo  dalla  funzione  f{x)  ordinata  secondo  le  potenze 
x'^  ,  aj^*~^,  .  .  ,  mediante  il  solo  uso  dello  sviluppo  della  po- 
tenza del  binomio  e  dell'ordinaria  derivazione.  Se  dunque  si 

parta  invece  da /(ce)  ordinata  secondo  le  potenze  ce'*,  ac'*"*, .. . 
e  si  ripetano  le  stesse  deduzioni  sostituendo  le   potenze   ae** 

con  x^  e  le  derivate  /^*^  con  le  f^^^  il  risultato  cui  si  per- 
verrà sarà  certamente  esatto  e  sarà  precisamente  la  for- 
mola (I). 

480.  Se  nella  formola  (I),  che  vale  qualunque  siano  i  va- 
lori di  X  ed  y,  si  scambia  x  con  y  e  si  pone  quindi  y  =  0^ 
se  ne  deduce  la  seguente  : 


/(«)  ---/(O)  +  x^M  +  ^J-^  +  . . . .  (H) 

che  corrisponde  alla  formola  (8)  dell'art.  97. 

Finalmente  se  nella  (I)  sostituiamo    y  -^x   in  luogo   di   y 
e  scambiamo  poi  x  con  y,  troviamo  la  formola: 


Ax)  =  Ay)  +  ix-y)^  +  (x-y)  ^^-^  (III> 

che  corrisponde  alla  (9)  dello  stesso  articolo. 

481.  Se  nelle  formole  (I),  (II),  (III)  sostituiamo  in   luogo 
delle  potenze   x^^  y^  ì  loro  sviluppi  x(x—h).  .  . ,  y{y—h)  .  .  . 

e  in  luogo  di  /^*^  il  quoziente  equivalente  (art.  476):  -e-,  esse 

h 

assumono  risp.  la  forma  : 


f(x  +  h)  =  fix)  +  I  A/(x)  H-  y^y    hi  Ay(^)  +  . . 


(!') 
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L'ultima  di  queste  forinole  è  conosciuta  nel  calcolo  delle 
differenze  sotto  il  nome  di  formala  di  Newton, 

482.  Se  nella  formola  (I)'  si  ponga  y=hzj  essa  diviene  : 

j\x+hz)=  f{x)  +  (5)  ^fix)  +  (l)  XJ{x)  +  ...    (9) 

Questa  formola  può  riuscire  utile,  prendendo  per  z  un  nu- 
mero intero  qualunque,  per  calcolare  un  termine  qualunque 
della  successione  indefinita  : 

quando  si  siano  già  calcolate  le  differenze  : 

A/(a=o)  ,  A«/((Co) , .  . .  ,  A(»)/(xo) 
essendo  n  il  grado  di  /(ce). 

483.  Per  mostrare  con  altro  esempio  la  fecondità  del  prin- 
<5Ìpio  enunciato  all'art.  474  proponiamoci  di  ricercare  il  teo- 
rema corrispondente  a  quello  già  dimostrato  (art.  241)  che: 
la  condizione  necessaria  e  succiente  affinchè  a  sia  radice 
multipla  di  grado  X  di  un*  equazione  f(x)  =  0  si  è  che  a  sia 
anche  radice  multipla^  di  grado  X— 1  della  sua  prima  deri- 
vata. 

La  definizione  di  radice  multipla  di  grado  X  consistendo 
nel  dover  essere  f{x)  divisibile  esattamente  per  (x— a)^,  si 
tratterà  ora  di  ricercare  la  condizione  affinchè  f(x)  sia  invece 

divisibile   per   (x— a)^. 

Ripetendo  parola  per  parola,  salvo  i  mutamenti  richiesti 
dalla  legge  di  analogia  già  spiegata,  la  dimostrazione  fatta 
agli  articoli  239-241  si  giungerà  alla  conclusione  analoga  che: 


—  609  — 


Se  a  è  radice  di  f(x)  =  0,  affinchè  f(x)   sia    divisìbile   per 

(x  —  aì\  ctoé  jser  (x— a)fx— a— h)..(x— a— (X- l)h),  è  necessario 

e  sufficiente  che  f'(x)  sta  divisibile  per  (x— a)^  "^,  ossia  anchcy 
che  è  la  stessa  cosa,  che  a  sia  aìiche  radice  delle  equazioni  : 

Af(x)  =  0  ,  A2f(x)  =  0  ,  .  .  ,  A^-if(x)  =  0. 

Note. 

l.La  nozione  dì  differenza  si  può  anche  stabilire,  indipenden- 
temente dal  concetto  di  funzione,  partendo  da  una  successione 
qualsivoglia,  purché  ben  determinata,  di  numeri  : 

Uq  j  u^   j   U2   f  Uq  ,  •  •  •  j  u^  }  •  •  •  (1) 

In  tal  caso  si  definirà  la  differenza  prima  di  un  termine  qua- 
lunque  u  come  ciò  che  si  ottiene  sottraendo  quel  termine  dal  suc- 
cessivo, cioè  : 

Am,  =  M^+i  -  u^.  (2) 

Alla  successione  (1)  corrispondendo  cosi  una  successione  di  dif- 
ferenze prime  : 

Aw-o  ?  Ai/i  ,  ^Mg  ,  .  .  ,    Au^  ,  .  .  (3) 

si  potr&  ora  considerare  la  successione 

AX  »  ^S  >  ^S  ?  •  •  ?    ^^^n  (4) 

formata  dalle  differenze  prime  dei  termini  di  (3)  che  si  chiame- 
ranno  le  differenze  seconde  dei  corrispondenti  termini  di  (1)  ;  e 
cosi  di  seguito. 

2.  Qualora  si  potesse  trovare  una  funzione  ben  determinata  /(os) 
per  la  quale  si  avesse  precisamente  : 

Ao) = «0 .  y;i) = «1 ,  yi2) = M, , . . . . 

è  manifesto  che  i  numeri  della  successione  (3)  si  potrebbero  seri- 
yere^senza  pericolo  di  ambiguità  sotto  la  forma  : 

A/(0)  ,  A/(l)  ,  A/(2)  ,  . .  .  . 

in  quanto  essi  si  possono  anche  considerare  come  ottenuti  dalla 
funzione  iJXx)  definita  come  all'art.  d64  prendendo  1* incremento 
A=l,  ponendo  in  essa  successivamente  aj=0,  1,  2,...  E  cosi  si  avrà 
in  generale  : 
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8.    Un  termine  qualunque  Mj^  della   successione 

Wq   ,   Wj    ,   Wg  ,  .  .  .  ,   «/^  ,  .  .  .  (1) 

si  puh  dedurre   dalle  prime  n  differenze  del  primo  termine  mediante 
la  formola  : 

^n  =  ^0  +  (  1  )  ^0^  +  (2)  ^X  +  -  +  (^)  ^''^o-      (5) 

Supponiamo  infatti  fissato  il  valore  che  si  vuol  considerare  per 
n.  Esisterà  sempre  (Gap.  Ili  §  ?<>  Note)  una  funzione  intera  ^(x) 
per  la  quale  si  abbia  :  * 

9(0)  =  Wo  ,  9(1)  =  wi  ,  9(2  )  =  wg  ,  .  . ,  9(n)  =  u^.     (6) 

Applicando  a  questa  funzione  <f  (oj)  la  formola  (II)'  dell'art.  481 
in  cui  Tincremento  h  si  prenda  eguale  ad  1  e  si  faccia  x=^ny  si 
otterrà  : 

?(«)  =  ?(0)  +  (1)  A  cp(0)  +  (5)  A*9(0)  +  ... 

Ora  questa  formola  è  precisamente  la  (5),  poiché  dalle  (6)  s 
ha  che  : 

<p(n)  =  w^     e     A V(0)  =  ^\     per  ?:  =  1,  2,  3,  .  .  .   (7) 
4.  La  formola  (5)  si  può  anche  scrivere  simbolicamente  cosi: 

w„=(l  +  Ar.«o  (8) 

poiché  sviluppando  la  potenza  del  binomio  come  se    A   fosse  UB 
numero  la  (7)  si  riduce  precisamente  alla  (5). 

La  (8)  si  può  però  anche  interpretare  nel  senso  che  il  termine 
u^  si  deduce  dal  termine  u^  applicando  ad  esso  n  volte  di  seguito 
l'operazione  l+A  che  applicata  ad  un  termine  qualunque  della 
successione  (1)  lo  cambia  nel  termine   seguente,  poiché  :  • 

(1  -f  A)W,.  =  W,.  +  lUi  =  W^  +  {Ui  ^.i  —  W,.)  =  Uij^y 

Infatti  applicando  n  volte  di  seguito  ad  u^  quest'  operazione  esso 
si  cambierà  successivamente  in  u^^  u^,  u^,  .  .  e  per  ultimo  in  Uf^^  ap* 
punto  come  verrebbe  significato  dalla  (8). 


*  La  costruzione  effettiva  di  una  funzione  <p(x)  che  sodisfi  a 
queste  condizioni  si  chiama  interpolazione.  Oltre  alla  formola  d'i  n- 
terpolazione  di  Lagrange  da  noi  già  accennata  se  ne  hanno  anc  he 
altre  fra  cui  é  specialmente  importante  quella  di  Newton*  (fi  ir, 
p.  es.  Cesàro:  Corso  di  analisi  algebrica). 
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Le  formola  (8),  e  quindi  anche  la  (5),  si  sarebbe  cosi  potuta  anche 
prevedere  immediatamente  in  base  alla  nozione  di  differenza. 

5.  Una  differenza  qualunque  a"Uq  è  leyata  ai  primi  n-|-l  termini 
della  successione  : 


dalla  relazione  : 

(-  iri»u,  =  «0  -  (1)  «1  +  (^l)u,- ....  ±  (^y„.      (9) 

Sia  infatti  ancora  ^{x)  una  funzione  intera  di   x  che   soddisfa 
alle  (6).  Si  ha  identicamente  : 

^\{x)  =  [d  +  A)  -  l]»9(a;)   ' 

e  quindi  : 

(-  l)"A«?(x)  =  [1  -  (1  +  A)]Xx)  = 

<p(x)  -  (J)(l  +  A)?(x)  f  (5) .  (1  +  4)»<p(x)  - 
ossia  anche,  poiché  l'operazione  (1-f  A)  cambia  ^(x)  in  <^{x-\-l)  : 
(-  l)»A«?(x)  =  *(«)  -  (;*)  9(0!  + 1)  +  (5)  <p(a;  +  2)  - . .    (10) 
Se  in  questa  identità  si  pone  ora  07=0,  viene  : 

(-  ifAxo) = <?(o)  -  (;;)  <p(i)  +  (^)  9(2)  - ...  ±  (;;)<p(«) 

che  è  appunto  la  formola  (9;,  come  si  vede  dalle  (6)  e  (7). 

§  0.0  —  Approssimazione  delle  radfei. 
Metodo  di  I^ewton.  Aggiunte  di  Foarier. 

484.  Una  volta  separata  una  certa  radice  reale  a  dell'  e- 
quazione  proposta  a  coefficienti  reali 

/(x)  =  0  (1) 

cioè  determinati  due  numeri  a  e  b  (a<b)  tali  che  fra  a  e  b 
cada  soltanto  la  radice  a  che  si  supporrà  semplice  e  nessu- 
n'altra  radice  reale  della  (1),  si  tratta  poi  di  determinare  il 
valore  di  a.  Ciò  non  si  può  fare  in  generale  che  per  via  di 
successiva  approssimazione  determinando  le  successive  cifre 
de^la  frazione  decimale  rappresentante  a  fino  a  quella  cifra 
che  corrisponde  al  grado  di  approssimazione  desiderato. 

T*ale  approssimazione  non  presenta  dal  punto  di  vista  teo- 
rico alcuna  difficoltà.  Infatti  poiché  fra  a  e  b  cade  una  sola 
radice  di  /(2c)=0,  sappiamo  che  f(a)  ed/(ò)  saranno  di  segni 
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opposti  (art.  418)..  Se  dunque  sia  e  un  numero  qualunque 
compreso  fra  a  e  6  (p.  es.  il  loro  medio  aritmetico)  è  chiaro 
che,  se  f{a)  ed  /(e)  sono  di  segno  eguale,  /(e)  ed  f{b)  sa- 
ranno di  segno  opposto  e  viceversa.  Se  dunque  il  cambia- 
mento di  segno  di  /(ce)  avviene  p.  es.  fra  e  e  6,  conclude- 
remo che  la  radice  a  è  compresa  fra  e  e  ft.  Inserendo 
ora  di  nuovo  frft  e  e  6  il  medio  aritmetico  e',  si  troverà  si- 
milmente che  la  radice  a  è  compresa  per  es.  fra  e  q  d  ^ 
cosi  di  seguito.  In  tal  modo  dopo  k  inserzioni  di  medi  arit- 
metici resterà  determinato  un  intervallo  entro  il  quale  cade 
la  radice  a,  e  la  grandezza  di   questo   intei  vallo   sarà  data 

evidentemente  da  -^ir*  ^^^  significa  che  la  radice  a  si  tro- 
verà allora  approssimata  a  meno  del  numero  j^  il  quale  di- 
viene piccolissimo  per  poco  che  cresca  l'esponente  fc. 

Ciò  nondimeno  questo  metodo  di  approssimazione  riesce 
nella  pratica  di  troppo  lenta  applicazione,  onde  ad  esso  si 
sostituiscono  i  metodi  che  passiamo  a  spiegare. 

485.  Metodo  di  Newton,  Se  la  differenza  (J> — a),  fra  i  due 
numeri  6  ed  a  che  comprendono  a,  sia  già  abbastanza  pic- 
cola, si  avrà  evidentemente  : 

a  =  a  +  ^ 

dove  h  è  un  numero  del  pari  molto  piccolo,  che  rappresenta 
l'errore  che  si  commetterebbe  prendendo  a  come  valore  ap- 
prossimato di  a.  Poiché  a  è  radice  della  (1),  si  avrà: 

/(a  +  ^)  =  0 

cioè  pel  teorema  di  Taylor: 

f(a)  +  hf\a)  +  ^^-^p^?^  + +  h^^^  =  0.     (2) 

[2  [n 

Essendo  ora  h  molto  piccola  le  potenze  superiori  h^,  A^.. 
sono  di  un  ordine  di  piccolezza  molto  più  grande,  poiché,  se 

sìa  p.  es.  h  <  j^,  sarà  k^  <  ^^^^^Y  Si  possono  per  tal 

ragione  trascurare  quei  termini  dell'  equazione  (2)  che  con- 
tengono a  fattore  h^,  A^,....  Con  ciò  l'equazione  (2)  si  riduce 
ad  un'equazione  di  lo  grado  in  h  : 
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da  cui  si  ricava 

Il  metodo  di  Newton  consiste  nel  prendere  per  h  appunto 
questo  valore,  cosicché  si  verrà  a  prendere  come  valore  ap- 
prossimato di  a,  in  luogo  del  valore  primitivo  a,  il  valore  : 

a  =  a  — 


Per  avere  poi  un  terzo  valore  a''  maggiormente  approssi- 
mato si  procederà  allo  stesso  modo,  cioè  si  prenderà  simil- 
mente : 


a"=a'- 


/'(«') 


Cosi  procedendo  dopo  sole  due  o  tre  approssimazioni  si 
giungerà  per  lo  più  airapprossimazione  desiderata. 

486.  La  dimostrazione  dell'art,  precedente  riuscirà  più  ri- 
gorosa se  dall'equazione  (2)  si  deduca  dapprima  : 

e  dividendo  per  /'(a)  : 

dove  si  è  posto  per  brevità  : 

Se  ora  si  prende  per  h,  secondo  il  metodo  di  Newton,  in 

luogo  dell'intera  espressione  (4)  la  sola  prima  parte  —  -r-—  , 

l'errore  che  si  commette  è  appunto  rappresentato  da  E,  Ed 
invero  si  vede  chiaramente  dalla  espressione  (5)  che  il  valore 
di  E  sarà  di  un  ordine  di  piccolezza  superiore  alla  picco- 
lezza di  A,  semprechè  la  quantità  fra  parentesi  non  sia  molto 
grande,  come  d'ordinario  accade.  In  generale  dunque  l'errore 

che  si  commette  prendendo    a  —  -r——  come  valore  di  a  non 
Capelli. — Algebra  complementare.  83 
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influirà  che  sopra  cifre  decimali  di  ordine  molto  più  avan- 
zato dell'ultima  già  accertata  esatta  nel  valore  approssimato 
a  ;  cosicché  alle  cifre  decimali  che  già  si  conoscevano  esat- 
tamente se  ne  verranno  ad  aggiungere  parecchie  altre  suc- 
cessive in  una  sola  volta. 

487.  Aggiunte  di  Fodrier.  Se  fra  ì  due  lìmiti  a  e  h,  che 
comprendono  la  radice  a  e  soltanto  questa  radice  dell'equa- 
zione f(x)— 0,  no7i  cade  alcuna  radice  né  della  prima,  ne  della 
seconda  derivata^  per  uno  dei  due  limiti  a.  e  b  p.  es.  per  a 
accadrà  che  f(a)  ed  f"(a)  sono  dello  stesso  segno.  Allora  pren- 
dendo questo  limite  come  primo  valore  approssimato  di  a  ed 
applicando  ad  esso  il  metodo  di  Newton,  si  otterranno  dei 
nuovi  valori  sempre  piii  approssimati  ad  d  e  seinpre  nello 
stesso  senso  (cioè  per  difetto  o  per  eccesso  secondo  che  il  punto 
di  partenza  sia  il  limite  a  ovvero  il  limite  b.) 

Poiché  fra  a  e  b  cade  una  sola  radice  di  /(ce)  =  0,  i  due 
valori  f{a)  ed  f(b)  saranno  di  segno  9pposto  nel  mentre  che 
i  due  valori  f"{a)  ed  f"(p)  saranno  di  egual  segno,  non  ca- 
dendo fra  a  e  b  alcuna  radice  di'  f\x)=0,  È  dunque  chiaro 
che,  se  f(a)  ed  f"(a)  sono  di  segno  opposto  ,  f(b)  ed  /  '{b) 
saranno  di  segno  eguale  e  viceversa.  Per  fissare  le  idee  noi 
supporremo  che  siano  di  segno  eguale  /(a)  ed  /"(a).  Nell'al- 
tro caso  la  dimostrazione  del  teorema  enunciato  si  fa  asso- 
lutamente nello  stesso  modo. 

488.  Noi  dobbiamo  dunque  dimostrare  che,  partendo  dal 
valore  approssimato  per  difetto  a  e  prendendo  come  nuovo 
valore  approssimato,  secondo  Newton,  il  numero 


a'  =  a  — 


(1) 


questo  numero  é  più  prossimo  di  a  alla  radice  a  e*  sempre 
per  difetto.  In  altri  termini  che  si  ha  : 

a  <  a'  <  a.  (2) 

Per  dimostrare  la  prima  diseguaglianza  si  consideri  un 
valore  di  x  antecedente  ad  a  che  indicheremo  al  solito  con 
a— /i.  Poiché  fra  a  ed  a—h  non  cade  per  supposto  alcuna  ra- 
dice né  di  f{x)  né  di  /'(se),  il  segno   di  f(a)    coinciderà  con 

quello  di  /(a  —  h)  ed  il  segno  di  ^^^^  coinciderà  col  segno 
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di  ~ {.  Ma  il  segno  di  quest'ultimo  quoziente  è  negativo 

■F(a) 
(art.  422);  quindi  anche  il  segno  di  -7-7  sarà  negativo.  Dal- 

la  (1)  segue  perciò  che  a'  è  uguale  ad  a  accresciuto  di  un 
numero  positivo,  cioè  appunto  che  si  ha  a'>a. 

489.  Resta  a  dimostrare  che  a'<a,  cioè  che  a  —  —t-t  <  ^• 
Ma  se  poniamo  per  brevità  : 

-^^=9(-)  (3) 

■f(a) 
si  ha  in   particolare    a  —  -~^  =  (p(a)  ;    ed    inoltre  ,    poiché 

/  W 
/(a)  =  0,  si  ha  anche  a  =  ^(a).  La  diseguaglianza   da   dimo- 
strarsi è  dunque  la  seguente  : 

Noi  dimostreremo  ciò  mostrando  che  cp(a;)    cresce    sempre 
col  crescere  di  as  da  a  fino  ad  a.  Dalla  (3)  si  ha  infatti  : 

e  dividendo  per  /i  si  può  scrivere  : 

r/'(a;+fe)-/'(x)i  r/(xfft)-/(a:)i 

g(g;  +  fe)-,0(a;)  ^  L  fe  ]        '  ^    'l  h ^J      . 

h  ~  f{x)-f\^^) 

Di  qui  passando  al  limite  per  h—O  si  deduce  (art.  219) 

<p(x+fe)-c^(x)  ^       /(a;)/'(x)  -  [/'(x)l^ 
h=^  h  ^  [f\x)Y 

e  riducendo  nel  secondo  membro  : 

<p(a;  -h  fe)  -  ?(x)  _  /(x)/'(a;) 

Poiché  ora  f\x)  ed  /"(a?)  non  cambiano  mai  di  segno  facendo 
variare  ce  da  a  fino  ad  a  e,  per  x  =  a  ,/(a)  ed  f\a)  hanno 
segno  eguale,  si  vede  che  il  prodotto  f(x)  f(x)  sarà  sempre 
positivo  per  ogni  valore  di  x  compreso  fra  a  ed  a.   D'altra 
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parte  il  denominatore  [f(x)Y  è  pure  positivo  essendo  il  qua- 
drato di  un  numero  reale;  quindi  il  secondo  membro  della 
(5)  è  positivo,  cioè 

lim  ^(^  i-h)  —  (ù(x) 

h=o  h 

è  positivo  per  x  compreso  fra  a  ed  a.  Epperò  se  l' incre- 
mento positivo  h  si  prenda  abbastanza  piccolo,  la  differenza 
'p(a?+/i)— cp(aj)  deve  riuscire  positiva  o,  che  è  lo  stesso,  deve 
aversi  : 

(f(x  +  /fc)  >  ^{x): 

Questa  diseguaglianza  ci  dice  appunto  che  il  valore  alge- 
brico di  cp(a?)  cresce  continuamente  col  crescere  di  se  da  a 
verso  a.  Anche  la  diseguaglianza  (4)  resta  cosi   dimostrata. 

490.  Concludendo  vediamo  dunque  che  per  applicare  con 
tutta  sicurezza  il  metodo  di  Newton  converrà,  specialmente 
per  i  primi  valori  approssimati,  esaminare  V  espressione  E 
che  si  trascura  (art.  2)  per  accertarsi  (ciò  che  si  fa  quasi 
sempre  a  prima  vista)  se  essa  sia  veramente  trascurabile. 
Ovvero  non  volendo  far  ciò,  si  potrà  occorrendo  restringere 
i  limiti  di  a  e  ò  che  comprendono  a,  fino  al  punto  di  essere 
certi  che  fra  essi  non  cada  alcuna  radice  della  prima  o  se- 
conda derivata,  dopodiché  si  procederà  con  sicurezza  nel  modo 
indicato  dalle  aggiunte  di  Fourier. 

491.  Esempio.  L'equazione 

f(x)  =  x^-2x-ò  =  0 

ha  una  radice  compresa  fra  2  e  .3,  poiché /(2)=—l  ed/(3)=16, 
e  non  può  averne  alcun'altra  poiché  la  regola  di  Cartesio  ci 
dice  subito  che  l'equazione  ha  una  sola  radice  positiva.  Per 
ristringere  maggiormente  i  limiti  che  separano  la  radice  si 
dividerà  l'intervallo  fra  2  e  3  in  dieci  intervalli  eguali.  Si 
troverà  cosi  che  la  radice  cade  fra  2  e  2,1  poiché /(2, 1)^^0,061, 
cioè  ha  segno  opposto  a  quello  di  /(2).  Si  applicherà  ora  il 
metodo  di  Newton  partendo  dal  primo  valore  approssimato 
a=2yl  giacché  /"(1,2)  ha  valore  positivo  come/(2,l).  Si  tre- 

VPT'à  * 

/(a;)  _ /(2,1)   _  0,061  _ 

n-)  ~Ii2j)-  iMs  -  ^>o^^^^  •  •  • 

Si  ha  dunque  come  prima  approssimazione  : 

a'  =  2,1  -  0,00543  =  2,0946. 
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Si  troverà  poi  come  seconda  approssimazione  : 

che  già  ci  dà  il  valore  della  radice  cercata  con  otto  cifre  de- 
cimali esatte.  A  riprova  di  ciò  basta  verificare  che  /(2,09455149) 
ha  valore  negativo. 

Esercìzi. 

1.  Applicare  il  metodo  di  Newton  al  calcolo  della  radice  situata 
fra  i  limiti  assegnati  nelle  equazioni  seguenti  : 

cc^  —  4a?  —  12  =  0     ;     radice  tra  2  e  3 

ar.3  __  42p2  —  7aj  4-  24  =  0     ;     radice  tra  2  e  3 

x^  —  24cB  +  44  =  0     ;     radice  tra  3,2  e  3,3 

x^  —  lÒx  —  5  =  0     ;     radice  tra  4  e  4,1 

x^  —  803»  +  12^2  +  803  -  4  =  0     ;     radice  tra  0  ed  1. 

§  6.0  —  Metodo  di  Horner  per  rapprossimazione  delle 
radici.  Uso  simultaneo  dei  metodi  di  Horner  e  di 
Newton. 

492.  Horner  ha  dato  un  metodo  che  permette  di  calcolare 
successivamente  le  diverse  cifre  decimali  della  radice  che  si 
vuole  approssimare,  che  si  supporrà  già  separata.  Suppo- 
niamo p.  es.  di  sapere  che  l'equazione  f(x)  =  0  ha  una  sola 
radice  a  compresa  fra  200  e  300,  cosicché  della  radice  a 
(che  calcoleremo  p.  es.  per  difetto)  si  conosce  la  cifra  delle 
centinaia  che  è  2.  Si  tratta  ora  di  calcolare  la  cifra  delle  de- 
cine. Se  poniamo  a=200-i-^,  T  equazione  in  h  :  f(200-\-h)=0j 
cioè  : 

f(^20o)^'-^^n^^p^....k''f:i^^  =  o    (1) 

avrà  una  sola  radice  h  compresa  fra  0  e  100  ;  cosicché  se 
nel  primo  membro  di  questa  equazione  si  sostituiscono  suc- 
cessivamente in  luogo  di  /i  i    valori   0,  10,  20,  30,  40,  50,  60, 
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70,  80,  90,  100,  si  troveranno  due  valori  consecutivi,  per  es. 
30  e  40,  per  i  quali  il  detto  primo  membro  cambia  di  segno. 
Ciò  significherà  che  h  è  compreso  fra  30  e  40,  cosicché  si 
sarà  determinata  la  cifra  delle  decine  di  h  cioè  3.  E  si  avrà 
quindi  a=230+Ai,  dove  \  è  un  numero  compreso  fra  0  e  10. 
Poiché  /i  =  30  -f  i^i,  V  equazione  in  h^  si  dedurrà  dalla  (1)  al 
modo  stesso  con  cui  la  (1)  si  è  dedotta  dalla  f(x)=0. 

Cioè,  se  si  indichi  con  cp(/i)  il  primo  membro  della  (1),  si 
avrà  : 

Questa  equazione  avrà  una  sola  radice  h^  compresa  fra  0  e 
10.  Sostituendo  dunque  per  ^^  i  numeri  0, 1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,8, 
9,  10  si  troveranno  due  numeri  consecutivi,  p,  es.  8  e  9,  per 
i  quali  il  primo  membro  di  (2)  cambia  di  segno  ;  cosicché 
h^  sarà  compreso  fra  8  e  9  onde  8  sarà  la  cifra  delle  unità 
di  h^  e  quindi  anche  la  cifra  delle  unità  di  a.  E  si  avrà 
a=238-f^2  ^ove  Tig  è  compresa  fra  0  e  1.  Per  determinare 
ora  la  cifra  dei  decimi  di  /ig  si  procederà  allo  stesso  modo. 
Poiché  ^^=8+^2?  indicando  con  ^'(^i)  i^  primo  membro  della 
(2)  si  avrà  per  h^  Tequazione  : 

dalla  quale  sostituendo  per  /ig  i  valori:  0,0.1,0.2,0.3,0.4, 
0.5,  0.6,  0.7,  0.8,  0,  9, 1  si  dedurrà,  osservando  il  cambiamento 
di  segno,  che  Ag  ^  compresa  p.  es.  fra  0.6  e  0.7  Si  avrà  al- 
lora a=238,6-l-/i3  dove  h^  è  compresa  fra  0  e  0.1  e  cosi  si 
procederà  finché  si  siano  determinate  di  a  tante  cifre  deci- 
mali da  ottenere  il  grado  di  approssimazione  richiesto  dal 
problema  che  si  tratta. 

493.  Il  metodo  spiegato  è  per  se  stesso  abbastanza  ovvio. 
Ciò  che  lo  rende  pregevole  nella  pratica  si  è  il  fatto  che  i 
coefficienti  delle  successive  equazioni  (1),  (2),  (3) ....  si  pos- 
sono calcolare  abbastanza  rapidamente  col  metodo  dovuto  ad 
Horner  da  noi  già  spiegato  all'art.  340.  Oltre  a  ciò  si  noti 
poi  che  quando  un  dato  intervallo,  entro  cui  si  sa  cadere  un 
valore  A^-,  si  suddivide  in  10  intervalli  più  piccoli,  per  rico- 
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noscere  quale  sia  quello  di  questi  intervalli  più  piccoli  entro 
cui  cade  h^  non  occorrerà  mai  di  fare  eifettivamente  10  so- 
stituzioni di  valori,  ma  basteranno  sempre  due  o  tre  od  al 
più  4  sostituzioni.  Cosi  p.  es.  per  determinare  le  due  cifre 
consecutive  della  successione  0,  1,  2,  . . . . ,  10  che  compren- 
dono fra  loro  la  radice  h^  dell'equazione  ^{h^)=0,  conoscen- 
dosi già  per  il  calcolo  anteriore  il  segno  di  ^{0) ,  che  sia 
p.  es.  +,  si  sostituirà  /fcj=5.  Allora,  se  ^{Ò)  riesce  positivo, 
Àj,  sarà  compreso  fra  5  e  10  ;  nel  caso  contrario  fra  0  e  5. 
In  entrambi  i  casi  resteranno  ad  esaminarsi  soltanto  5  in- 
tervalli. Si  vede  dunque  che,  con  una  sola  sostituzione,  gl'in- 
tervalli da  esaminarsi  che  prima  erano  dieci  si  sono  ridotti 
a  5  soli  intervalli  consecutivi.  Con  una  nuova  sostituzione 
questi  5  intervalli  si  ridurranno  a  soli  2  o  3,  onde  è  chiaro 
quanto  si  è  asserito. 

494.  A  queste  osservazioni  ne  aggiungeremo  un'altra  me- 
diante la  quale  il  metodo  di  Newton  esposto  al  §  prec.  si 
può  almeno  ad  un  certo  punto  del  calcolo  intrecciare  assai 
opportunamente  col  metodo  di  Horner.  Supponiamo  invero  per 
fissare  le  idee  che  si  sia  giunti  al  punto  di  dover  determi- 
nare h^  radice  dell'equazione 

Xih)  =  0 

la  quale  sia  compresa  fra  0, 001. 

Si  tratta  allora,  per  avere  la  quarta  cifra  decimale  della 
radice  cercata,  di  riconoscere  nella  successione  dei  dieci  nu- 
meri 0,  0.0001,  0.1002,  . .  . ,  0.0009,  0.001  quali  sono  i  due 
numeri  consecutivi  per  i  quali  la  funzione  y^  cambia  di  segno. 

Secondo  il  metodo  di  Newton  la  radice    hi    sarebbe    data 

approssimativamente  da  —  ^hJ:»  C  è  dunque  gran   probabi- 

A.  \    / 

lità  che  i  due  numeri  della  successione  precedente  com- 
prendenti   hi   sieno    quelli    stessi    fra    cui    cade    il   numero 

^TvyT*  Si  possono  quindi  sempre  senz'altro  provare  questi 

due  numeri  e  molto  facilmente  si  riscontrerà  che  per  essi 
appunto  avviene  il  cambiamento  di  segno.  Si  noti  poi  che  i 
valori  yJO)  e  x'W  sono  già  noti,  poiché  coincidono  coi  coeffi- 
cienti di  hi^  ed  hi  nella  funzione  x('^i)' 
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495.  Chiuderemo  con  un  esempio  pratico. 

a)  Si  voglia  calcolare  con  una  certa  approssimazione  la 
radice  positiva  a  dell'equazione  : 

f(x)  =  4x3  _  13^2  _  3JL^_  276  =  0 

che  è  una  sola  come  risulta  immediatamente  dalla  regola  dei 
segni  di  Cartesio. 

Questa  radice  è  compresa  fra  6  e  7  come .  subito  si  rico- 
nosce dai  primi  tentativi. 

Se  poniamo  a=6  -h'ì,  per  costruire  V  equazione  di  cui  h  è 
radice  si  formerà  con  la  regola  di  Horner  (art.  340)  il  quadro: 


4        -13-31     -276 


4 

11 

35 

4 

35 

245 

4 

59 

4 

-66 


il  quale  nella  pratica,  mettendo  in  evidenza  le  addizioni  par- 
ziali, si  suol  mettere  piuttosto  sotto  la  forma  seguente  : 


4 

-13  . 

-31  . 

-  276 

24 

66 

210 

4 

11 

35 

-66 

24 
35 

210 

4 

245 

24 

4 

59 

4 

Si  ha  dunque  per  h  l'equazione 

(p(/i)  =  4/fc3  +  59/^2  +  245A  -  66  =  0 

e  si  dovranno  ora  provare  i  «numeri 

0.1  ,  0.2  ,  0,3  , ,  0,9,  1 

per  vedere  quali  sono  i  due  consecutivi  che  comprendono  ^. 
Si  trova  cosi  con  qualche  tentativo  che  9(0,2)  è  negativo    e 


—  521  — 

<p(0,3)  è  positivo,  onde  si  ha  : 

h  =  0j2-\-hi     dove     ^i<0,l. 
Per  avere  l'equazione  in  h^  si  formerà  ora  il  quadro  : 


59, 
0,8 


4 


59,8 
0,8 

60,6 
0,8 


245, 
11,96 

256,96 
12,12 


-66 
51,392 


6,2 


- 14,608 


269,08 


61,4 


onde  si  avrà  l'equazione: 

;p(^i)--z4^iH61,4fei2^269,08^i~14,608=0 

dalla  quale  si  dedurrà  con  qualche  tentativo  che  h^  è  com- 
preso fra  0,05  e  0,06.  Si  ha  dunque 

a  =  6,25  +  ^2  ,  ^2  <0,01. 
Si  formerà  ora  il  quadro: 


4     61,4  269,08     -14,608 

0,2  3,08        13,608 

61,6  272,16 

0,2  3,09 


6,25 


61,8     275,25 
0,2 

162,0 
dal  quale  si  deduce  l'equazione  in  h^: 

X(^2)=4:V+62,0.V+275,25;ì2-1=0. 

b)  A  questo  punto  per  riconoscere  quale  dei  valori 
O,  O.ÒOl  ,  0.002  , ... ,  è  il  primo  a  far  cambiare  il  segno  di  y^ 
serviamoci  del  metodo  di  Newton  che  ci  dà  come  valore  ap- 
prossimato   di    ^2    ^^  quoziente  • 
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Questo  quoziente  è  compreso  fra  0,003  e  0,004.  C'è  dun- 
que gran  probabilità  che  in  questo  intervallo  cada  la  ra- 
dice h2'  Ed  infatti  si  verifica  che  y(  0,003)  è  negativo  nel 
mentre  che  y (0,004)  è  positivo.  Perciò  si  ha: 

a  =  6,253  +  /i3  ,  ^3  <  0,001. 

Volendo  proseguire  collo  stesso  metodo  si  formerebbe  ora 
il  quadro 

275,25  -1  6,253 

0,186036        0,896308108 


62,0 
0,012 

62,012 
0,012 

62,024 
0,012 


275,436036 
0,186072 


-0,103691892 


275,622108 


[62,036 

da  cui  si  ha  per  h^  Tequazione: 

e(V;=4V+62,036  •  V+275,622108  •  ^13-0, 103691892=0. 

e)  Ma  ormai  essendo   h^  <  r-prT^  gioverà    applicare    sen- 

z*altro  rprdinario  metodo   dì  Newton. 
Dairequazione  precedente  si  ha  infatti 

0,103691892 


h^  = 


-E 


dove 


je:  =  V 


275,622108 
62,036  +  4^3 


Ora  essendo  ho  < 


E< 


^     1000 
100 


275,622108 
si  vede  a  colpo  d'occhio  che 

100  1 


<  - 


275622108       100000000      1000000 


Si  vede  dunque  che  Terrore   che  si  commette    prendendo 
per  A3  il  valore  approssimato 


0,103691892        103691,892 


275,622108         275622108 


=  0,0003762 


non  può  influire  al  più  che  sulla  sesta  cifra  decimale  di  a. 
Possiamo  dunque  ritenere  con  cinque   cifre  decimali  esatte: 

a  =  6,25337. 
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Note  ed  Esercizi. 

1.  Calcolare  con  quattro  cifre  decimali  esatte  la  radice  positi  va 
(compresa  fra  1  e  2)  delP  equazione: 

ccH4cc3— 4ac2-lla?H-4=0. 

Si  troverà  a;  =1,6369. 

2.  Calcolare  con  cinque  decimali  la  radice  negativa  (compresa 
fra  —  1  e  0)  dell'equazione: 

cc^4-cc^-4aj3-3a;2  +  3ir4-l=0. 

Si  troverà:  x=-  0,28463. 

3.  L'equazione  x^— 2a7— 5=0  ha  la  radice  positiva 

cc=2,094551484. 

4.  Oltre  ai  metodi  già  esposti  per  1'  approssimazione  delle  ra- 
dici ve  ne  sono  diversi  altri,  fra  i  quali  è  specialmente  notevole 
quello  di  Lagrange,  che  da  la  radice  cercata  sotto  forma  di  fra- 
zione continua.  Questo  metodo  è  però  di  poca  importanza  nella 
pratica,  onde  ci  limiteremo  a  darne  qui  un  breve  cenno. 

Supponiamo  che  l' equazione  f(x)—0  abbia  una  radice  ,  ed  una 
soltanto  ,  compresa  fra    i    due   interi  consecutivi  a  ed  a  +  1.  Po- 

1 
nendo  x  =  a  -\ 1'  equazione  trasformata   in  y  avrà  una  sola  ra- 

2/ 
dice  positiva  superiore  ad  1.  Si  determinino,  mediante  opportuni 
tentativi,  i  due  interi    6  e  6-f-l  che  la    comprendono  e  si  ponga 

quindi  y  =  6  H — ■  .  Si  costruisca  poi  la  trasformata    in  2  e  si  de- 

z 

terminino  similmente  i  due  interi  consecutivi  e  e  e  +  1  che  la 
comprendono.  Cosi  proseguendo  si  verrà  ad  ottenere  1'  approssi- 
mazione di  X  sotto  forma  di  una  frazione  continua 

l 

x  —  a-h-r       1 

ò  +- 


Questo  metodo  che  per  la  lunghezza  dei  calcoli  riuscirebbe 
nella  pratica  quasi  inapplicabile,  è  suscettibile  tuttavia  di  note- 
voli semplificazioni,  proposte  appunto  da  Lagrange.  Lagrange  ha 
dimostrato  come  la  serie  dei  numeri  a  ,  ò  ,  e,...  si  possa  costrui- 
re ,  da  un  certo  punto  in  poi  senza  tentativi.  (Vedi  Serret  :  Cour  s 
d'Algebre  Supérieure  Section  I.  Chap   VII). 

FINE. 


